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摘要:摇 介绍了基于强形式的 RKPM 配点法求解瞬态动力问题的算法,并提出了采用 RKPM 配点

法,配合时间域中心差分求解二阶波动方程的稳定性评价方法,并通过数值算例验证了此方法的

正确性. 此评价方法可以方便有效地评估出实际计算时的临界时间步长. 通过数值算例比较可知,
实际算例的计算临界时间步长与本评价方法,所预测的临界时间步长结果非常接近. 给出了如何

合理地选择 RKPM 形函数支撑域的建议. 最后与径向基函数配点法进行了对比研究.
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引摇 摇 言

近年来数值算法受到了人们越来越多的关注,国内外研究者们提出了许多不同的算法,并
将其应用到了各个领域. 传统的有限单元法(FEM)在处理一些特大变形问题时需要重构网

格,这占用了非常大的计算量. 而无网格法因其不需要构建网格的特点,在处理此类问题时具

有明显的优势. 近年来研究者们提出了许多种无网格方法,比如光滑粒子流体动力学方法

(smooth particle hydrodynamics,简称 SPH) 法[1],散射元法 ( diffuse element method,简称

DEM) [2],无单元 Galerkin 法(element free Galerkin,简称 EFG) [3],单位分解法(partition of u鄄
nity method,简称 PUM) [4],h鄄p 云团法(h鄄p鄄Clouds) [5],重构核点法(reproducing kernel particle
method,简称 RKPM) [6鄄7],自然单元法( natural element method,简称 NEM) [8],无网格局部

Petrov鄄Galerkin 法(meshless local Petrov鄄Galerkin method,简称 MLPG) [9],径向基函数配点法

(radial basis collocation method,简称 RBCM) [10鄄11],多重等位函数法(multiple level set meth鄄
od,简称 MLSM) [12] . Belytschko[13],张雄等[14],Liu[15] 等人发表了一些关于各种无网格方法的

详细综述. 除此之外,研究者们还做了许多无网格法的应用以及更深入的开发. Zhang 等将径

向基函数配点法应用于求解偏微分方程,并发现 Hermite 配点法能够显著地提高精度[16] .
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Huang 等研究了物理学上等离子场电磁波传播问题的 Schr觟dinger鄄Poisson 方程的稳定性,并证

明了系统基态的存在性[17] . Ye 用有限元方法得到了平面内弹性变形问题的三维应力解[18] .
朱合华等研究了无网格自然单元法在弹塑性分析中的应用[19] . 熊渊博等用无网格局部 Petrov鄄
Galerkin 方法,分析了 Winkler 弹性地基板后表明其具有收敛快、稳定性好和精度高的特

点[20] . 李树忱等在数值流行方法和单位分解法的基础上提出了无网格数值流行方法,该方法

克服了传统有限元在解决非连续性问题时碰到的一些问题,最后给出了算例,验证了该方法的

正确性[21] .
以上所提到的各种无网格方法可以归为两类,一种是基于 Galerkin 弱形式的,另一种是基

于强形式的. 由于不需要进行区域数值积分,基于强形式的配点法的复杂性和运算时间都可以

得到大幅度的缩减. 此外,一些基于弱形式的无网格方法在施加位移边界条件的时候需要做特

殊处理,而对于配点法来说会非常简单. 由于这些优点,研究者们对各种配点法做了大量的研

究. 重构核配点法(reproducing kernel collocation method,简称 RKCM)是其中较为广泛应用的

一种. Hu 等对重构核配点法进行了误差分析[22],并研究了重构核配点法的收敛性和复杂

性[23] . 然而,目前还很少有人对重构核配点法用于求解动力问题时的稳定性进行研究.
本文主要研究了重构核配点法求解波动方程的稳定性和弥散性. 第 1 节对重构核配点法

进行了简单的介绍,第 2 节提出了稳定性评价方法,随后在第 3 节给出了对弥散性的分析. 第
4 节对分析结果与数值算例计算结果进行了对比. 第 5 节给出了一些重要的结论.

1摇 重构核配点法(RKCM)

1. 1摇 重构核形函数

核估计(kernel estimate,简称 KE)是无网格计算所用到的最早最简单的近似方法. 人们第

一次将其应用于无网格计算是在光滑粒子流体动力学方法(SPH)的研究中[24鄄27] . 人们发现,核
估计离散格式很难在有限域内实现 0 阶和 1 阶的一致性. 1995 年,Liu 提出了一种叫重构核点

法(RKPM)的方法,通过增加一项修正函数来提高 SPH 在求解有限域问题的精度[28鄄29] . 引入

这项修正函数后,通过在将幂函数添加到基函数中,新的重构核(reproducing kernel,简称 RK)
近似函数可以实现指定阶一致性. 下面给出的是一个常见的 RK 形函数构造方法.

一维函数 w(x) 可以通过一系列插值点 S {= x1,x2,…,xN }
s

按如下公式进行近似:

摇 摇 wh(x) = 移
Ns

i = 1
鬃 i(x)di, (1)

其中, 鬃 i(x) 是以 xi 为中心的形函数,di 是各点的待定系数.
RK 形函数可以用以下公式进行构造:
摇 摇 鬃 i(x) = HT(0)M -1(x)H(x - xi)准a(x - xi), (2)

其中

摇 摇 M(x) = 移
Ns

i = 1
H(x - xi)HT(x - xi)准a(x - xi), (3)

摇 摇 HT(x - xi) = [1,x - xi,(x - xi) 2,…,(x - xi)m], (4)
摇 摇 HT(0) = [1,0,0,…,0], (5)

其中, m 是基函数最高阶数, 准a(x) 被称为核函数, a 是其支撑域, 取常见的 3 阶 B 样条函数
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为例

摇 摇 准a( z) =

2 / 3 - 4z2 + 4z3, 0 臆 z 臆0. 5,
4
3 - 4z + 4z2 - 4

3 z3, 0. 5 臆 z 臆1. 0,

0, z 逸1. 0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(6)

其中 z = x - xi / a . 关于更详细的推导过程请参见参考文献[30].

1. 2摇 RKCM 求解瞬态动力问题

一个常见的弹性动力问题可以用式(7)表示如下:
摇 摇 浊u(x,t) + Lu(x,t) = f(x,t),摇 摇 x 沂 赘, t 沂 [0,T], (7)

其边界条件为

摇 摇 Bhu(x,t) = h(x,t),摇 摇 x 沂 鄣赘 h, t 沂 [0,T], (8)
摇 摇 Bgu(x,t) = g(x,t),摇 摇 x 沂 鄣赘 g, t 沂 [0,T], (9)

及初始条件

摇 摇 u(x,0) = u0(x),摇 摇 x 沂 赘
-
= 赘 胰 鄣赘 h 胰 鄣赘 g, (10)

摇 摇 u·(x,0) = v0(x),摇 摇 x 沂 赘
-
= 赘 胰 鄣赘 h 胰 鄣赘 g, (11)

其中, L 是域 赘 内空间微分算子,t 是时间域[0,T] 内的时间变量,Bh 和 Bg 分别是应力边界

鄣赘 h 上的微分算子和位移边界 鄣赘 g 上的微分算子. u(x,t) 是待求位移向量, 浊 = 籽 是密度,
f(x,t) 是体力向量, h(x,t) 是施加在应力边界上的外力, g(x,t) 是施加在位移边界上的给定

位移向量. u0 和 v0 分别是初始位移向量和初始速度向量. 对于二维的弹性动力问题,这些微分

算子具体为

摇 摇 L =
(姿 + 2滋) 鄣2

鄣x2
1
+ 滋 鄣2

鄣x2
2

(姿 + 滋) 鄣2

鄣x1鄣x2

(姿 + 滋) 鄣2

鄣x1鄣x2
(姿 + 2滋) 鄣2

鄣x2
2
+ 滋 鄣2

鄣x

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú2

1

, (12)

摇 摇 Bh =
(姿 + 2滋)n1

鄣
鄣x1

+ 滋n2
鄣
鄣x2

姿n1
鄣
鄣x2

+ 滋n2
鄣
鄣x1

姿n2
鄣
鄣x1

+ 滋n1
鄣
鄣x2

(姿 + 2滋)n2
鄣
鄣x2

+ 滋n1
鄣
鄣x

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

1

, Bg = I, (13)

其中, 姿 和 滋 是 Lam佴 常数,n1 和 n2 是表面外法线单位向量分量,I 是单位矩阵. 二维位移函数

uk(x,t) 可以用 RK 形函数插值近似表示成

摇 摇 uk(x,t) 抑 uh
k(x,t) = 移

Ns

i = 1
鬃 i(x)dki( t) (14)

或

摇 摇 uh(x,t) =
uh

1(x,t)

uh
2(x,t

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú)
= G(x)d( t), (15)

其中

摇 摇 G(x) = G1(x) G2(x) … GNs
(x[ ]) , Gi(x) = 鬃 i(x)I, (16)
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摇 摇 d( t) [= d1( t) d2( t) … dNs
( t ]) T, di( t) [= d1i( t) d2i( t ]) , (17)

其中 di 是各节点系数向量.
通过让微分方程(7)、边界条件方程(8)和(9)及初始条件方程(10)和(11)分别在域 赘、

应力边界 鄣赘 h 和位移边界 鄣赘 g 的 Np、Nq 和 Nr {个配点 孜 }i
Nc
i = 1(Nc = Np + Nq + Nr) 上精确满足

式(18) ~ (22),可以求得位移近似方程(14)中的各节点系数.
运动方程

摇 摇
浊G(孜1)

左
浊G(孜Np

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

üþ ýï ï ï ï

)
M

d( t) +
LG(孜1)

左
LG(孜Np

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

üþ ýï ï ï ï

)

A1

d( t) =
f(孜1,t)

左
f(孜Np

,t

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

üþ ýï ï ï ï
)

b1( t)

,摇 摇 孜 i 沂 赘, i = 1,2,…,Np .

(18)
边界条件

摇 摇

BhG(孜Np+1)

左
BhG(孜Np+Nq

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

üþ ýï ï ï ï ï ï

)

A2

d( t) =

h(孜Np+1,t)

左
h(孜Np+Nq

,t

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

üþ ýï ï ï ï ï

)

b2( t)

,

孜 i 沂 鄣赘 h, i = Np + 1,Np + 2,…,Np + Nq, (19)

摇 摇

BgG(孜Np+Nq+1)

左
BgG(孜Nc

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
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)

A3

d( t) =

g(孜Np+Nq+1,t)

左
g(孜Nc

,t

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

üþ ýï ï ï ï ï ï

)

b3( t)

,

孜 i 沂 鄣赘 g, i = Np + Nq + 1,Np + Nq + 2,…,Nc . (20)
初始条件

摇 摇
G(孜1)

左
G(孜Nc

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

üþ ýï ï ï

)
H

d(0) =
u0(孜1)

左
u0(孜Nc

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

üþ ýï ï ï ï

)

u-0

,摇 摇 孜 i 沂 赘 胰 鄣赘 h 胰 鄣赘 g, i = 1,2,…,Nc, (21)

摇 摇
G(孜1)

左
G(孜Nc

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

üþ ýï ï ï

)
H

d(0) =
v0(孜1)

左
v0(孜Nc

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

üþ ýï ï ï

)

v-0

,摇 摇 孜 i 沂 赘 胰 鄣赘 h 胰 鄣赘 g, i = 1,2,…,Nc . (22)

结合式(18) ~ (20),可得

摇 摇
Mé

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú}

0
0
S

d( t) +
A1

A2

A

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú} 3

A

d( t) =
b1( t)
b2( t)
b3( t

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú} )

b( t)

. (23)

337罗摇 汉摇 中摇 摇 摇 刘摇 学摇 文摇 摇 摇 黄摇 醒摇 春



此问题的半离散方程可以表达成

摇 摇 Sd( t) + Ad( t) = b( t), (24)
摇 摇 Hd(0) = u- 0, (25)
摇 摇 Hd(0) = v- 0 . (26)

通过采用 Newmark 法对时间域进行离散可得如下方程:
摇 摇 (S + 茁驻t2Aüþ ýï ï ï ï )

S*

an+1 = bn+1 - Adn+üþ ýï ï ï ï 1

b*n+1

, (27)

其中, n 是时间步数, 驻t 是时间步长, dn 抑 d( tn), vn 抑 d( tn), an 抑 d( tn), 预测函数表达式

如下:

摇 摇 dn+1 = dn + 驻tvn + 1
2 (1 - 2茁)驻t2an, (28)

摇 摇 vn+1 = vn + (1 - 酌)驻tan, (29)
其中, 茁 和 酌 是 Newmark 参数. 位移和速度修正函数如下:

摇 摇 dn+1 = dn+1 + 茁驻t2an+1, (30)
摇 摇 vn+1 = vn+1 + 酌驻tan+1 . (31)
RKCM 的程序流程如下:
1) 定义所求问题的空间域和时间域大小; 2) 用 Ns 个 RK 节点对空间域进行离散; 3) 计

算各点的 RK 形函数; 4) 根据运动方程和边界条件组装 S矩阵和A矩阵; 5) 求解初始条件方

程得 d 和 v 的初值; 6) 定义时间步长 驻t 然后在时间上逐步循环; 7) 根据式(28) ~ (29) 由

前一时间步结果计算预测函数 dn+1 和 vn+1; 8) 根据方程(27) 求解 a; 9) 根据式(30) ~ (31)
计算修正函数 dn+1 和 vn+1; 10) 如果当前时间点 tn+1 < T;用 tn+2 = tn+1 + 驻t更新当前时间点并

跳至第 7) 步;如果 tn+1 逸 T,根据 d 求得位移时程并输出结果.

2摇 结合时间域中心差分的 RKCM 法稳定性分析

考虑如下一维波动方程:

摇 摇 utt(x,t) = c2uxx(x,t), (32)

其中, c 是弹性波波速,c = E / 籽 ,utt(x,t) 和 uxx(x,t) 分别是位移函数 u(x,t) 关于时间变量 t
和空间变量 x 的 2 阶导数. 采用 Ns 个 RK 节点对空间域进行离散,位移函数可以按式(33)用
RK 形函数插值

摇 摇 u(x,t) = G(x)d( t), (33)
其中摇 摇 G(x) = 鬃1(x) 鬃2(x) … 鬃Ns

(x[ ]) .

通过让式(33)在 Nc 个配点上精确满足可得

摇 摇 U( t) 以
u(孜1,t)

左
u(孜Nc

,t

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú)
=

G(孜1)

左
G(孜Nc

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú)
d( t) 以 Md( t) . (34)

类似地,通过对式(32)进行配点可得
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摇 摇 Utt( t) = c2
Gxx(孜1)

左
Gxx(孜Nc

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú)
d( t) 以 c2Ad( t) . (35)

采用中心差分法 (茁 = 0,酌 = 0. 5) 对式(35)的时间域进行数值积分可得下式:
摇 摇 (Un+1 - 2Un + Un-1) = c2驻t2Adn, (36)

其中, Un 以 U( tn),dn 以 d( tn) . 结合式(34),可将式(36)改写成

摇 摇 (Un+1 - 2Un + Un-1) = c2驻t2G
-
Un, (37)

其中, G
-
= AM -1, M 矩阵的维度为 Ns 伊 Nc . 对于 Nc > Ns 的情况, M -1 可以通过求伪逆矩阵

而得.
为了评价离散方程(37)的稳定性,此处引入 von Neumann 假设进行分析. 根据 von Neu鄄

mann 假设, Un 的第 m 个分量可以表示成

摇 摇 un
m = 姿 n

0eimkh, (38)
其中, 姿0 是波的振幅,k 是波数. 将式(38) 代入式(37),并取其第 m 行为例进行分析可得

摇 摇 姿2
0 - (2 + 驻t2c2D)姿0 + 1 = 0, (39)

其中摇 摇 D 以 Dm = 移
Ns

j = 1
G
-
mjei( j -m)kh . (40)

为了得到一个稳定解以使 姿0 臆1, 得到了以下稳定条件:

a) 假如 D 逸0, 无条件不稳定;
b) 假如 D < 0, 条件稳定,时间步长必须满足以下稳定条件:

摇 摇 驻t 臆 1
c

- 4
D . (41)

根据以上分析可以看出,此处 RKCM 算法稳定与否取决于参数 D 的符号,而根据式(40)
可知参数 D 是与 RK 形函数及其二阶导数和空间域离散点的点距有关的.

稳定性分析的程序流程如下:
1) 定义所求问题的空间大小; 2) 用 Ns 个 RK 节点对空间域进行离散; 3) 计算各点的

RK 形函数; 4) 组装矩阵 M和A矩阵; 5) 计算G
-
矩阵; 6) 评估对于任意波数 k的D值;假如

D 逸0,停止计算并输出“无条件不稳定冶;假如 D < 0, 根据式(41)求得临界时间步长并输出

结果.

3摇 弥 散 分 析

考虑与第 2 节同样的波动方程,通过引入 RK 近似函数,方程(32)的半离散形式可表达成

摇 摇 Md( t) + Kd( t) = 0, (42)
其中摇 摇 MIJ = 鬃 I(xJ), KIJ = - 鬃 I,xx(xJ) .

引入 von Neumann 假设

摇 摇 d(x) = d0e(ikxcos兹 - i棕- t), (43)

其中, 棕- 是计算圆频率,k 是波数,可得
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摇 摇 (K - 棕- 2M)d = 0, (44)
采用均布点距 h 的 Ns 个点对空间域进行离散后可得第 m 个节点的正则化相速度 pn 如下:

摇 摇 pn = c-
c = 棕-

ck = 1
ck

移
Ns

i = 1
Km,m+icos(kih)

移
Ns

i = 1
Mm,m+icos(kih)

, (45)

其中 c- = 棕- / k 是计算相速度.

4摇 数 值 算 例

为了将第 1 节所描述的 RKCM 法的计算稳定时间步长与第 2 节提出的稳定性评价方法所

求得预测稳定时间步长进行比较,本节计算了如图 1 所示的一维杆件波动问题. 杆的几何参数

和材料参数为:长度 l = 10 m,线密度 籽 = 1. 0 kg / m,弹性模量 E = 10 kPa . 问题的具体描述如

下:
运动方程

摇 摇 籽u = Euxx,摇 摇 0 < x < 10, t 逸0. (46)
边界条件

摇 摇 u(0,t) = 0, Eux( l,t) = 0. (47)
初始条件

摇 摇 u(x,0) = 0, u(x,0) = v0 = - 1. 0 m / s . (48)

图 1摇 波的传播算例示意图

Fig. 1摇 Wave propagation problem statement

采用如下离散参数: Ns = 21,Nc = 21,茁 = 0,酌 = 0. 5,基函数最高阶数 m = 2.
表 1摇 RKCM 法临界时间步长预测值和计算值的对比

Table 1摇 Comparison of predicted time step and numerical time step by RKCM

a / h
子 / s (RKCM)

predicted (驻tp) numerical (驻tn)

3. 3 0. 318 3 0. 322 1

4. 3 0. 320 9 0. 329 5

5. 3 0. 320 8 0. 337 3

6. 3 0. 255 7 unconditionally unstable

摇 摇 计算数值算例的临界时间步长的程序流程如下:
1) 定义所求问题的空间域[0,10]以及 Ns = 21 个 RK 节点; 2) 计算各节点的 RK 形函

数; 3) 根据运动方程(46)和边界条件(47)按式(23)组装 S矩阵和 A 矩阵; 4) 根据初始条件
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图 2摇 不同支撑域下正则化相速度比较

Fig. 2摇 Comparison of normalized phase speed

obtained by different support sizes

(48)求解方程(25)和(26)得 d 和 v 的初值; 5)
设定初始时间步长 驻t 然后在时间上逐步循环;
6) 根据前一时间步所得结果按照式(28) ~ (31)
计算预测函数和修正函数 (茁 = 0,酌 = 0. 5); 7) 更

新 S* 矩阵和 b* 矩阵并根据式(27) 求解 a; 8) 求

得位移时程并判断结果的稳定性:假如稳定,跳至

第 5)步采用更大的时间步长重新计算;假如不稳

定,设定临界时间步长,结束计算.
如上面程序流程所示,RKCM 法的临界时间

步长计算值是通过逐渐增大时间步长直到出现不

稳定的结果. 另一方面,根据第 2 节的稳定性分析算法可以求得临界时间步长预测值. 表 1 给

出了不同支撑域大小情况下的预测值 驻tp 和计算值 驻tn 的对比.
图 2 所示的是由式(45)所得的不同支撑域的情况下正则化相速度的比较.
如表 1 所示,对于 a / h = 3. 3, 4. 3,5. 3 的情况,临界时间步长的预测值和计算值非常接

近. 而对于 a / h = 6. 3的情况,我们从弥散分析可以看出 pn 在 a / h = 6. 3 下的表现要比其他情况

差很多,这应该就是导致计算结果表现出无条件不稳定的原因,即使稳定性分析给出的预测值

是一个稳定的结果.
为了进行比较,表 2 给出了采用径向基函数配点法(RBCM) [31] 求解此算例所得结果. 从

表 2 可以看出,这两个方法对于求解瞬态动力问题所需的临界时间步长比较接近.
表 2摇 RBCM 法所求得的临界时间步长预测值和计算值对比

Table 2摇 Comparison of predicted time step and numerical time step by RBCM

ar / h
子 / s (RBCM)

predicted (驻tp) numerical (驻tn)

3 0. 319 2 0. 331 2

4 0. 321 1 0. 335 6

5 0. 323 7 0. 337 9

6 0. 326 7 0. 340 2

摇 摇 表 2 中 RBCM 采用的形函数是逆多元二次函数 gi(x) = (r2i + a2
r ) -1 / 2,其中 ar 是形状参数.

5摇 结摇 摇 论

作为一个基于强形式的配点法,RKCM 由于其各种优点近年来受到了越来越多的关注. 不
过其应用在动力问题时的稳定性和弥散性分析还非常的少. 本文提出了一个简单有效的算法

对其稳定性和弥散性进行了分析并通过数值算例进行了验证. 通过对数值结果进行比较,本文

得出了以下几点重要的结论:
a) 根据所提出的算法而求得的临界时间步长预测值和计算值非常接近,预测值相较计算

值而言略为保守.
b) 采用更大的支撑域并不会对稳定性有很大的提高,而采用更大的支撑域会消耗大量的

运算时间. 此外,如果支撑域过大的话,可能会因为弥散性过差而导致不稳定性的问题出现. 因
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此,建议在合理的范围内采用相对较小的支撑域.
c) RKCM 和 RBCM 这两个基于不同形函数的配点法在求解瞬态动力问题时的稳定性处

于相似的水平.
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Stability and Dispersion Analysis of Reproducing Kernel
Collocation Method for Transient Dynamics

LUO Han鄄zhong1,摇 LIU Xue鄄wen2,摇 HUANG Xing鄄chun1

(1. School of Naval Architecture, Ocean and Civil Engineering,
Shanghai Jiaotong University, Shanghai 200240, P. R. China;

2. Siemens Industry Software (China) Co. , Ltd. , Shanghai 200042, P. R. China)

Abstract: Reproducing kernel collocation method based on strong formulation was introduced
for transient dynamics. von Neumann stability and dispersion analysis of reproducing kernel
collocation method with central difference temporal discretization was derived to evaluate the
stability condition for second order wave problem. The stability analysis algorithm proposed
firstly given an approach to predict critical time step for second order wave problem which can
greatly save computational time in application. A numerical test was conducted to validate this
algorithm. The comparison of numerical critical time step and predicted results shows good a鄄
greement. The guidance to choose a proper support size of reproducing kernel shape function is
also given. The results by radial basis collocation method are also listed for comparison.

Key words: reproducing kernel collocation method (RKCM); stability analysis; dispersion
analysis; transient dynamics
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