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交交错网格上的压力 Poisson 方程法和
抛射法的本质相容性
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摘要:摇 通过保留压力 Poisson 方程源项中的粘性项,建立了交错网格上的一种求解压力 Poisson 方

程的新方法. 该方法的推导过程显示,新建立的压力方程与抛射法中的压力方程具有相同的形式.
数值计算显示这两种求解压力的方法不会影响速度和压力的结果,而且计算耗时相当.
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引摇 摇 言

同位网格上的压力 Poisson 方程法,由 Abdallah[1] 作了详细介绍. 他利用连续性条件消去

了压力 Poisson 方程中的粘性项,并采用 Neumann 边界条件求解压力方程. 但是在数值收敛未

达到前,粘性项可能含有较大的方程余量,从而影响方程的收敛速度[2鄄3] . 因此,本文提出的新

方法保留了压力 Poisson 方程中的粘性项,并且使用交错网格,求解压力 Poisson 方程以较 Ab鄄
dallah 的同位网格方法更方便地耦合速度和压力. 本文的方法还与抛射法及基准解作了比较,
以验证该方法的正确性.

1摇 交错网格上的压力 Poisson 方程

为简便起见,以二维方腔不可压缩顶盖驱动流(图 1)为例说明本文提出的新方法. 无量纲

控制方程如下:
连续性方程

摇 摇 鄣U
鄣X + 鄣V

鄣Y = 0; (1)

x 方向动量方程

摇 摇 鄣U
鄣子 + U 鄣U

鄣X + V 鄣U
鄣Y = - 鄣P

鄣X + 1
Re

鄣2U
鄣Y 2 + 鄣2U

鄣Y( )2 ; (2)
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图 1摇 计算区域和交错网格示意图

Fig. 1摇 Computational domain and staggered grid

y 方向动量方程

摇 摇 鄣V
鄣子 + U 鄣V

鄣X + V 鄣V
鄣Y =

摇 摇 摇 摇 - 鄣P
鄣Y + 1

Re
鄣2V
鄣Y 2 + 鄣2V

鄣Y( )2 ; (3)

其中, U 和 V 分别为以顶盖速度(uL) 为基准的 x
和 y方向的无量纲速度,U = u / uL,V = v / uL;X和 Y
分别为以方腔边长(H) 为基准的无量纲坐标,X =
x / H,Y = y / H;子为无量纲时间,子 = t / (H / uL);P为

由 uL 和流体密度(籽) 为基准的无量纲压力,P =
p / (籽u2

L);Re为Reynolds数,Re = 籽uLH / 滋;滋为流体

粘度.
将方程(2)和方程(3)分别对 X 和 Y 求导并

相加,得到以下压力 Poisson 方程:

摇 摇 鄣2P
鄣Y 2 + 鄣2P

鄣Y 2 = 鄣
鄣X - U 鄣U

鄣X + V 鄣U
鄣( )Y

+ 1
Re

鄣2U
鄣Y 2 + 鄣2U

鄣Y( )é
ë
êê

ù
û
úú2 +

摇 摇 摇 鄣
鄣Y - U 鄣V

鄣X + V 鄣V
鄣( )Y

+ 1
Re

鄣2V
鄣Y 2 + 鄣2V

鄣Y( )é
ë
êê

ù
û
úú2 - 鄣

鄣子
鄣U
鄣X + 鄣V

鄣( )Y
, (4)

其中的空间项可以显式离散,非稳态项的离散如下:

摇 摇 - 鄣
鄣子

鄣U
鄣X + 鄣V

鄣( )Y
= - 1

驻子
鄣U
鄣X + 鄣V

鄣( )Y
(n+1)

- 鄣U
鄣X + 鄣V

鄣( )[ ]Y
= 1
驻子

鄣U
鄣X + 鄣V

鄣( )Y
. (5)

在上述方程的离散过程中,非稳态项的隐式部分 (鄣U / 鄣X + 鄣V / 鄣Y) (n+1) 强制为 0 是因为压力

方程在达到收敛以前,无法同时保证在第 n 和第 n + 1 时层都满足连续性条件(方程(1)) [2鄄3],
只能使连续性条件优先在 n + 1 时层得到满足以维持不断的时间推进. 另一方面,方程(5) 中

非稳态项的显式部分 鄣U / 鄣X + 鄣V / 鄣Y 被保留下来以克服求解动量方程时的非线性数值不稳定

性[3鄄6] . 那么既然该显式部分在方程(5)中被保留下来,即该项不恒为 0,作者认为在数学意义

上,该项也不能像传统的压力 Poisson 方程法那样用于消去压力 Poisson 方程(方程(4))中的

粘性项. 因此在本文中保留了方程(4)中的粘性项. 将方程(5)代入方程(4),得到如下形式:

摇 摇 鄣2P
鄣Y 2 + 鄣2P

鄣Y 2 = 鄣U 忆

鄣X + 鄣V 忆

鄣Y + 1
驻子

鄣U
鄣X + 鄣V

鄣( )Y
, (6)

其中

摇 摇 U 忆 = - U 鄣U
鄣X + V 鄣U

鄣( )Y
+ 1
Re

鄣2U
鄣Y 2 + 鄣2U

鄣Y( )2 ,

摇 摇 V 忆 = - U 鄣V
鄣X + V 鄣V

鄣( )Y
+ 1
Re

鄣2V
鄣Y 2 + 鄣2V

鄣Y( )2 .

将方程(6)在交错网格上采用内节点法离散, 并结合无滑移边界条件, 得到其以下离散

形式:
摇 摇 cexi·P i +1, j + cwxi·P i -1, j + cnyj·P i, j +1 + csyj·P i, j -1 - cPi, j·P i, j = Si, j, (7)

其中
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摇 摇 cexi =
0, i = NX,
1

驻X 2, 其它{ ,
摇 cwxi =

0, i = 1,
1

驻X 2, 其它{ ,
摇 cnyj =

0, j = NY,
1

驻Y 2, 其它{ ,

摇 摇 csyj =
0, j = 1,
1

驻Y 2, 其它{ ,
摇 cPi, j = cwxi + cexi + csyj + cnyj,

摇 摇 Si, j =
1
驻X(cexi·U 忆

i, j - cwxi·U 忆
i -1,j) + 1

驻Y(cnyj·V 忆
i, j - csyjV 忆

i, j -1) +

摇 摇 摇 摇 1
驻子

Ui, j - Ui -1, j

驻X +
Vi, j - Vi, j -1

驻
æ
è
ç

ö
ø
÷

Y
.

方程(7)中的 Nx 和Ny 分别为 x和 y方向的网格数,驻X和驻Y 为相应网格步长. 由方程(7)
可解出压力,再把求得的压力代入动量方程(2)和(3)可求出速度. 从而非稳态控制方程可以

在时间上持续推进下去. 至此,交错网格上新的压力 Poisson 方程已经建立起来.
从以上分析过程可以看出,在压力 Poisson 方程中保留粘性项的新方法相对于传统的压力

Poisson 方程法大大简化了方程的离散过程. 交错网格的使用避免了同位网格上需要的复杂的

压力 Neumann 边界条件[1],使得所建立的新方法更加简便易行.

2摇 结果及讨论

动量方程(2)和(3)中的压力还可由抛射法隐式求出[3] . 为了将本文提出的方法与抛射法

对比,给出如下的抛射法离散形式:
摇 摇 cexi·P(n+1)

i +1, j + cwxi·P(n+1)
i -1, j + cnyj·P(n+1)

i, j +1 + csyj·P(n+1)
i, j -1 - cPi, j·P(n+1)

i, j = S忆
i, j, (8)

其中

摇 摇 S忆
i, j =

1
驻子

cexi·掖U业 i, j - cwxi·掖U业 i -1, j

驻X +
cnyj·掖V业 i, j - csyj·掖V业 i, j -1

驻
æ
è
ç

ö
ø
÷

Y
,

摇 摇 掖U业 i, j = Ui, j + U 忆
i, j驻子, 掖V业 i, j = Vi, j + V 忆

i, j驻子 .
结合速度无滑移边界条件, S忆

i, j 可以展开成如下形式:

摇 摇 S忆
i, j =

1
驻 [子

cexi·(Ui, j + U 忆
i, j驻子) - cwxi·(Ui -1, j + U 忆

i -1, j驻子)
驻X +

摇 摇 摇 摇
cnyj·(Vi, j + V 忆

i, j驻子) - csyj·(Vi, j -1 + V 忆
i, j -1驻子)

驻 ]Y =

摇 摇 摇 摇 1
驻X (cexi·U 忆

i, j - cwxi·U 忆
i -1,j) + 1

驻Y (cnyj·V 忆
i, j - csyj·V 忆

i, j -1) +

摇 摇 摇 摇 1
驻子

Ui, j - Ui -1, j

驻X +
Vi, j - Vi, j -1

驻
æ
è
ç

ö
ø
÷

Y
.

至此,意外地发现方程(8)中的源项 S忆
i, j 与方程(7) 中的源项 Si, j 完全相同,而这两个方程的左

端项也极其相似. 这一现象说明两种方法可能具有一些共同特征.
为了进一步发现和验证这些共同特征,将两种方法分别应用于图 1 所示的顶盖驱动流问题.

速度和压力的初始条件设为0. 采用均分网格离散计算区域,网格数为64伊64. 计算 Re = 1 000.无
量纲时间步长为 驻子 = 0. 001. 采用多重网格方法以加速压力方程的迭代.

图 2 比较了新的压力 Poisson 方程法和抛射法得到的方腔中垂线上的速度分量,同时与基
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(a) X = 0. 5 线上 U 的变化 (b) Y = 0. 5 线上 V 的变化

(a) U at X = 0. 5 (b) V at Y = 0. 5
图 2摇 两种方法得到的中垂线速度比较

Fig. 2摇 Velocity components on the center lines by the two methods

图 3摇 两种方法得到的流函数等值线 图 4摇 两种方法得到的压力等值线

(实线:本文的新方法;虚线:抛射法) (实线:本文的新方法;虚线:抛射法)
Fig. 3摇 Stream function contours by the two methods Fig. 4摇 Pressure contours by the two methods

(solid line:the new method in this study; (solid line:the new method in this study;
dashed line:projection method) dashed line:projection method)

图 5摇 两种方法计算时间的比较

Fig. 5摇 Computational time of the two methods

准解进行了比较. 可见,新方法的速度与抛射法

得到的速度以及基准解均吻合得很好. 因此,该
方法对特征速度的精度没有影响.

为了进一步比较两种方法得到的流场整体

信息,在图 3 和图 4 中分别显示了流函数和压力

等值线. 显然两种方法得到的流函数完全重合,
压力也没有差别.

两种方法的计算时间在图 5 中作了比较. 经
过了相同的无量纲时间 (子) 推进后,两种方法所

需的实际 CPU 时间非常接近. 因此,保留了压力

Poisson 方程粘性项的新方法的计算时间与抛射
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法差别不大,并且还略低于抛射法的计算时间. 这说明保留压力 Poisson 方程中的粘性项的方

法较消去粘性项的方法,更容易满足连续性条件而使计算收敛更快.

3摇 结摇 摇 论

基于以上结果分析及讨论,可作出如下结论:
1) 在交错网格上用新方法建立了压力 Poisson 方程,由于其避免了压力边界的处理,相对

于传统的压力 Poisson 方程法大大降低了数值处理的难度.
2) 新方法中的压力 Poisson 方程与抛射法中的压力方程具有本质上相同的形式. 由这两

种方法得到的速度和压力场吻合得很好.
3) 两种方法的 CPU 时间差别很小.
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Essential Consistency of Pressure Poisson
Equation Method and Projection Method

on Staggered Grid

WANG Yi
(Beijing Key Laboratory of Urban Oil and Gas Distribution Technology,
China University of Petroleum鄄Beijing, Beijing 102249, P. R. China)

Abstract: A new pressure Poisson equation method was established on staggered grid by keep鄄
ing the viscous terms in the source of pressure Poisson equation. The derivations show that
newly established pressure equation has the identical form of the equation in projection method.
The results show that selection between the two methods does not affect velocity and pressure
values, and CPU times have slight differences.

Key words: pressure Poisson equation; projection method; numerical analysis; computational
fluid dynamics; staggered grid
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