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摘要:摇 目的是在可分 Banach 空间的框架下,研究某些类型的 准鄄弱压缩型的随机算子的 Ishikawa鄄
型及 Mann鄄型随机迭代算法的几乎必然 T鄄 稳定性及收敛性. 在适当的条件下,证明了该类随机算

子的随机不动点的 Bochner 可积性以及这两类随机迭代算法的几乎必然 T鄄 稳定性及收敛性.
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1摇 引言及预备知识

本文处处假定 (赘,孜, 滋) 是一完备的概率测度空间,E 是一可分 Banach 空间 X 中的一非

空子集.
定义 1. 1[1] 摇 一随机变量 x(棕) 称为 Bochner 可积,如果 椰x(棕)椰沂L1(赘 ;孜; 滋), 即

摇 摇 乙
赘
椰x(棕)椰d 滋(棕) < 肄 . (1)

命题 1. 1[1] 摇 一随机变量 x(棕) 是 Bochner 可积的,当且仅当存在一几乎必然地强收敛于

x(棕) {的随机变量的序列 xn(棕 }) 肄
n = 1 使得

摇 摇 lim
n寅肄乙赘椰xn(棕) - x(棕)椰d 滋(棕) = 0. (2)

定义1. 2摇 设 (赘,孜, 滋) 是一完备的概率测度空间,E是一可分 Banach空间 X的一非空子

集. 设 T: 赘 伊 E寅 E是一随机算子. 用 F(T) {= x*(棕)沂E:T(棕, x*(棕)) = x*(棕), 棕沂 }赘 表

T 的随机不动点的集合. 对任意给定的随机变量 x0(棕)沂 E,
{

由下式定义一迭代程序

xn(棕 }) 肄
n = 0 奂 E:

摇 摇 xn+1(棕) = f(T; xn(棕)),摇 摇 n = 0, 1, 2,…, (3)
其中 f 是某一关于第二变量为可测的函数.

设 x*(棕) 是 T 的一随机不动点, {其关于 x }n
肄
n = 0 是 Bochner 可积的. {设 yn(棕 }) 肄

n = 0 奂 E
是任意的随机变量的序列. 记
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摇 摇 着n(棕) = 椰yn+1(棕) - f(T; yn(棕))椰, (4)
并假定 椰着n(棕)椰沂L1(赘,孜, 滋),n = 0, 1,… . 则迭代程序(3)称为几乎必然 T鄄 稳定的(或称

迭代程序(3) 关于 T 是几乎必然稳定的),如果

摇 摇 lim
n寅肄乙赘椰着n(棕)椰d 滋(棕) = 0,

就隐含 x*(棕) {关于 yn(棕 }) 肄
n = 0 是 Bochner 可积的.

定义1. 3摇 设 (赘,孜, 滋) 是一完备的概率测度空间,E是一可分 Banach空间 X之一非空子

集. 一随机算子T: 赘 伊 E寅E称为准鄄弱压缩型的,如果存在一连续的不减的函数 准: R +寅R +,
准( t) > 0,坌t沂(0, 肄 ), 准(0) = 0 使得 坌x, y沂E,棕沂赘,

摇 摇 乙
赘
椰T(棕,x) - T(棕,y)椰d 滋(棕) 臆

摇 摇 摇 摇 乙
赘
椰x - y椰d 滋(棕) - (准 乙

赘
椰x - y椰d 滋(棕 )) . (5)

随机不动点定理是经典不动点定理的随机推广,也是随机方程理论所必需的(见文献[1鄄
2]). 可分度量空间中随机压缩算子的随机不动点定理在 Spacek 的文献[3] 和 Hans 的文献

[4]中被建立. Itoh[5]把 Spacek 的文献[3] 和 Hans 的文献[4] 中的结果推广到多值映象的情

形. 最近, Chang 等[6]及 Beg 和 Abbas[7]在可分的自反 Banach 空间中,分别对强伪压缩映象和

压缩映象的随机 Ishikawa 和随机 Mann 迭代程序,证明了某些强收敛定理.
本文的目的是在可分 Banach 空间 (E, 椰·椰) 中,对一类 准鄄弱压缩型随机算子 T : 赘 伊 E

寅 E 引入如下的两类随机的 Ishikawa鄄型迭代序列(6)和 Mann鄄type 迭代序列(7):

摇 摇
x0(棕)沂E,
xn+1(棕) = (1 - 琢 n)xn(棕) + 琢 n T(棕,zn(棕)),
zn(棕) = (1 - 茁 n)xn(棕) + 茁 n T(棕,xn(棕

ì

î

í

ïï

ïï ))

(6)

及

摇 摇
x0(棕)沂E,
xn+1(棕) = (1 - 琢 n)xn(棕) + 琢 nT(棕,xn(棕)){ .

(7)

在适当的条件下,我们证明了这一类随机算子的随机不动点是 Bochner 可积的. 在确定的情

形,我们的结果也是 Berinde 的文献[8] 和 Rhoades 的文献[9鄄10]中相应结果的改进和推广.
此外, 我们对这两类随机迭代算法也证明了某些稳定性结果. 我们的结果推广和改进了 Ber鄄
inde 的文献[8, 11]、Olatinwo 的文献[12]及文献[9鄄10,13鄄14]中的相应的结果.

引理 1. 1[15] 摇 {设 酌 }n {和 姿 }n 是两个非负实数的序列, {设 滓 }n 是一满足下述条件的

正数的序列:

摇 摇 移
肄

n = 1
滓 n = 肄, lim

n寅肄

酌 n

滓 n
= 0.

如果下面的条件被满足:
摇 摇 姿 n+1 臆 姿 n - 滓 n 准(姿 n) + 酌 n,摇 摇 坌n 逸1,

其中 准: R +寅 R + 是一连续的严格增的函数,且 准(0) = 0. 则当 n 寅 肄 时 {, 姿 }n 收敛于 0.

2摇 可分 Banach 空间的某些收敛性结果

定理 2. 1摇 设 (E, 椰·椰) 是一可分的 Banach 空间, T : 赘 伊 E寅 E 是一 准鄄弱压缩型的随
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机算子且 F(T) 屹 覫 . 设 x*(棕) 是 T 之一随机不动点. {设 xn(棕 }) 是由式(6)定义的 Ishika鄄

wa鄄型的随机迭代序列, {其中 琢 }n {和 茁 }n 均为(0, 1) 中的实序列,使得移肄

n = 1
琢 n 茁 n =肄 . 则

T 的随机不动点 x*(棕) 是 Bochner 可积的.
证明摇 只要证明

摇 摇 lim
n寅肄乙赘椰xn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) = 0 (8)

即足. 事实上,由式(6)和(5)知,对任一 n 逸1, 我们有

摇 摇 乙
赘
椰xn+1(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) 臆

摇 摇 摇 摇 (1 - 琢 n)乙
赘
椰xn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) +

摇 摇 摇 摇 琢 n乙
赘
椰T(棕,zn(棕)) - x*(棕)椰d 滋(棕) 臆

摇 摇 摇 摇 (1 - 琢 n)乙
赘
椰xn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) +

摇 摇 摇 摇 琢 {n 乙
赘
椰zn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) -

摇 摇 摇 摇 (准 乙
赘
椰zn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕 ) }) 臆

摇 摇 摇 摇 (1 - 琢 n)乙
赘
椰xn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) +

摇 摇 摇 摇 琢 n乙
赘
椰zn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕), (9)

且

摇 摇 乙
赘
椰zn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) 臆

摇 摇 摇 摇 (1 - 茁 n)乙
赘
椰xn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) +

摇 摇 摇 摇 茁 n乙
赘
椰T(棕,xn(棕)) - x*(棕)椰d 滋(棕) 臆

摇 摇 摇 摇 (1 - 茁 n)乙
赘
椰xn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) +

摇 摇 摇 摇 茁 {n 乙
赘
椰xn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) -

摇 摇 摇 摇 (准 乙
赘
椰xn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕 ) }) =

摇 摇 摇 摇 乙
赘
椰xn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) - 茁 n (准 乙

赘
椰xn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕 )) . (10)

把式(10)代人式(9),简化后,即得

摇 摇 乙
赘
椰xn+1(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) 臆

摇 摇 摇 摇 乙
赘
椰xn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) -

摇 摇 摇 摇 琢 n 茁 n (准 乙
赘
椰xn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕 )) . (11)

在引理 1. 1 中取
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摇 摇 姿 n = 乙
赘
椰xn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕), 滓 n = 琢 n 茁 n, 酌 n = 0,

再由定理 2. 1 的假定,得知引理 1. 1 的所有条件被满足. 于是有

摇 摇 lim
n寅肄乙赘椰xn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) = 0.

定理 2. 1 得证.
用与定理 2. 1 中的相同方法, 可证下面的定理成立.
定理 2. 2摇 设 (E,椰·椰) 是一可分的 Banach 空间,而 T : 赘 伊 E 寅 E 是一 准鄄弱压缩型的

随机算子, 且 F(T) 屹 覫 . 设 x*(棕) 是 T 之一随机不动点. {设 xn(棕 }) 是由式(7)定义的

Mann鄄型随机迭代序列, {其中 琢 }n 是(0,1) 中的一实序列,使得移肄

n = 1
琢 n = 肄 . 则 T的随机不

动点 x*(棕) 是 Bochner 可积的.

3摇 某些稳定性结果

定理 3. 1摇 设 (E, 椰·椰) 是一可分的 Banach 空间, T : 赘 伊 E寅 E是一 准鄄弱压缩型的随

机算子,且 F(T) 屹 覫 . 设 x*(棕) 是 T之一随机不动点. {设 xn(棕 }) 肄
n = 0 是由式(6)定义的 Ish鄄

ikawa鄄型的随机迭代序列,其几乎必然地强收敛于 x*(棕), {其中 琢 }n {和 茁 }n 是(0, 1) 中的

序列,使得 0 < 琢 臆 琢 n 且 0 < 茁 臆 茁 n,n 逸1. {则 x }n
肄
n = 0 是几乎必然 T鄄 稳定的.

证明摇 {设 yn(棕 }) 肄
n = 0 是 E 中的任意的随机变量的序列,且

摇 摇 椰着 n(棕)椰 = 椰yn+1(棕) - (1 - 琢 n)yn(棕) - 琢 n T(棕, kn(棕))椰,
摇 摇 n = 0,1, …, (12)

其中

摇 摇 kn(棕) = (1 - 茁 n)yn(棕) + 茁 nT(棕, yn(棕)),
而且

摇 摇 lim
n寅肄乙赘椰着 n(棕)椰d 滋(棕) = 0.

现在我们证明 x*(棕) {关于序列 yn(棕 }) 肄
n = 0 是 Bochner 可积的. 事实上,由式(12)可得

摇 摇 乙
赘
椰yn+1(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) 臆

摇 摇 摇 摇 乙
赘
椰yn+1(棕) - (1 - 琢 n)yn(棕) - 琢 nT(棕, kn(棕))椰d 滋(棕) +

摇 摇 摇 摇 (1 - 琢 n)乙
赘
椰yn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕)椰 +

摇 摇 摇 摇 琢 n乙
赘
椰T(棕,kn(棕)) - x*(棕)椰d 滋(棕) =

摇 摇 摇 摇 乙
赘
椰着 n(棕)椰d 滋(棕) + (1 - 琢 n)乙

赘
椰yn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) +

摇 摇 摇 摇 琢 n乙
赘
椰T(棕,kn(棕)) - x*(棕)椰d 滋(棕) . (13)

由条件(5),可得

摇 摇 乙
赘
椰T(棕, kn(棕)) - x*(棕)椰d 滋(棕) 臆

摇 摇 摇 摇 乙
赘
椰kn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) - (准 乙

赘
椰kn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕 )) 臆
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摇 摇 摇 摇 乙
赘
椰kn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) 臆

摇 摇 摇 摇 (1 - 茁 n)乙
赘
椰yn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) +

摇 摇 摇 摇 茁 n乙
赘
椰T(棕,yn(棕)) - x*(棕)椰d 滋(棕) 臆

摇 摇 摇 摇 (1 - 茁 n)乙
赘
椰yn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) +

摇 摇 摇 摇 茁 n乙
赘
椰yn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) - 茁 n (准 乙

赘
椰yn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕 )) =

摇 摇 摇 摇 乙
赘
椰yn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) - 茁 n (准 乙

赘
椰yn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕 )) . (14)

把式(14)代人式(13)并简化之,即得

摇 摇 乙
赘
椰yn+1(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) 臆

摇 摇 摇 摇 乙
赘
椰着 n(棕)椰d 滋(棕) + 乙

赘
椰yn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) -

摇 摇 摇 摇 琢 n 茁 n (准 乙
赘
椰yn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕 )) .

由假定

摇 摇 lim
n寅肄乙赘椰着 n(棕)椰d 滋(棕) = 0,

且 0 < 茁 臆 茁 n, 0 < 琢 臆 琢 n,坌n 逸1, 故有

摇 摇 lim
n寅

(
肄 乙

赘
椰着 n(棕)椰d 滋(棕) (琢 n 茁 n )) 臆 lim

n寅
(

肄 乙
赘
椰着 n(棕)椰d 滋(棕) (琢茁 )) = 0.

在引理 1. 1 中取

摇 摇 姿 n = 乙
赘
椰yn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕), 滓 n = 琢 n 茁 n, 酌 n = 乙

赘
椰着 n(棕)椰d 滋(棕),

得知引理 1. 1 中的所有条件被满足. 故有

摇 摇 lim
n寅肄乙赘椰yn(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) = 0.

反之, 如果 x*(棕) {关于序列 yn(棕 }) 肄
n = 1 是 Bochner 可积的, 则有

摇 摇 乙
赘
椰着 n(棕)椰d 滋(棕) =

摇 摇 摇 摇 乙
赘
椰yn+1(棕) - (1 - 琢 n)(yn(棕)) - 琢 nT(棕, kn(棕))椰d 滋(棕) 臆

摇 摇 摇 摇 乙
赘
椰yn+1(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) +

摇 摇 摇 摇 (1 - 琢 n)乙
赘
椰x*(棕) - yn(棕)椰d 滋(棕) +

摇 摇 摇 摇 琢 n乙
赘
椰x*(棕) - T(棕, kn(棕))椰d 滋(棕) . (15)

由式(5)即得

摇 摇 乙
赘
椰 x*(棕) - T(棕,kn(棕))椰d 滋(棕) =

摇 摇 摇 摇 乙
赘
椰 T(棕,x*(棕) - T(棕, kn(棕))椰d 滋(棕) 臆
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摇 摇 摇 摇 乙
赘
椰x*(棕) - kn(棕)椰d 滋(棕) -

摇 摇 摇 摇 (准 乙
赘
椰x*(棕) - kn(棕)椰d 滋(棕 )) 臆

摇 摇 摇 摇 乙
赘
椰x*(棕) - kn(棕)椰d 滋(棕) 臆

摇 摇 摇 摇 (1 - 茁 n)乙
赘
椰x*(棕) - yn(棕)椰d 滋(棕) +

摇 摇 摇 摇 茁 n乙
赘
椰T(棕, x*(棕)) - T(棕, yn(棕))椰d 滋(棕) 臆

摇 摇 摇 摇 (1 - 茁 n)乙
赘
椰x*(棕) - yn(棕)椰d 滋(棕) +

摇 摇 摇 摇 茁 n乙
赘
椰x*(棕) - yn(棕)椰d 滋(棕) -

摇 摇 摇 摇 茁 n (准 乙
赘
椰x*(棕) - yn(棕)椰d 滋(棕 )) =

摇 摇 摇 摇 乙
赘
椰x*(棕) - yn(棕)椰d 滋(棕) -

摇 摇 摇 摇 茁 n (准 乙
赘
椰x*(棕) - yn(棕)椰d 滋(棕 )) . (16)

把式(16)代人式(15), 简化后即得

摇 摇 乙
赘
椰着 n(棕)椰d 滋(棕) 臆

摇 摇 摇 摇 乙
赘
椰yn+1(棕) - x*(棕)椰d 滋(棕) + 乙

赘
椰x*(棕) - yn(棕)椰d 滋(棕) -

摇 摇 摇 摇 琢 n 茁 n (准 乙
赘
椰x*(棕) - yn(棕)椰d 滋(棕 )) , (17)

于是我们有

摇 摇 lim
n寅肄乙赘椰着 n(棕)椰d 滋(棕) = 0.

这就证明了随机 Ishikawa 迭代序列是几乎必然 T鄄 稳定的.
定理 3. 1 的结论被证明.
用与定理 3. 1 中相同的方法, 我们可以证明下面的定理 3. 2.
定理 3. 2摇 设 (E, 椰·椰) 是一可分的 Banach 空间,设 T : 赘 伊 E寅 E 是一 准鄄弱压缩型的

随机算子,且 F(T) 屹覫 . 设 x*(棕) 是T之一随机不动点. 对任意给定的的随机变量 x0(棕)沂E,
{设 xn(棕 }) 肄

n = 0 是由式(7) 定义的且几乎必然地强收敛于 x*(棕) 的Mann鄄型的随机迭代程序,
{其中 琢 }n 是(0, 1) 中的一序列,使得 0 < 琢 臆 琢 n,坌n 逸 1. 则这一 Mann鄄

{

型随机迭代序列

x }n 是几乎必然 T鄄 稳定的.
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Almost Surely T鄄 Stability and Convergence for
Random Iterative Algorithms

ZHANG Shi鄄sheng,摇 WANG Xiong鄄rui,摇 LIU Min,摇 ZHU Jin鄄hua
(Department of Mathematics, Yibin University, Yibin, Sichuan 644007, P. R. China)

Abstract: The purpose was to study the almost surely T鄄 stability and convergence of Ishikawa鄄
type and Mann鄄type random iterative algorithms for some kind of 准鄄weakly contractive type ran鄄
dom operators in a separable Banach space. Under suitable conditions the Bochner integrability
of random fixed points for this kind of random operators and the almost surely T鄄 stability and
convergence for these two kinds of random iterative algorithms were proved.

Key words: almost surely T鄄 stability; separable Banach space; Bochner integrability; Ishikawa
type random iterative scheme; Mann鄄type random iterative scheme

067 随机迭代算法的几乎必然 T鄄 稳定性及收敛性


