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非定常 Stokes 方程一种基于 POD 方法的
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摘要:摇 特征正交分解(proper orthogonal decomposition,简记为 POD)方法是一种可对偏微分方程的

物理模型(如流体流动)做简化的技术. 这种方法已经成功地用于对复杂系统模型降阶. 该文推广

应用 POD 方法,将 POD 方法应用于具有实际应用背景的非定常 Stokes 方程经典的有限差分格式,
建立一种维数较低而精度足够高的简化差分格式,并给出简化差分格式解与经典差分格式解的误

差估计. 数值例子说明数值计算结果与理论结果相吻合. 进一步表明基于 POD 方法的简化差分格

式对求解非定常 Stokes 方程数值解是可行和有效的.
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引摇 摇 言

设 赘 沂 R2 是有界连通的多角形区域. 考虑下面的非定常 Stokes 方程.
问题髣摇 求 u = (u,v) 和 p 使得对于 T > 0 满足

摇 摇

ut -
1
Re吟u + Ñp = f, (x,y,t) 沂 赘 伊 (0,T),

div u = 0, (x,y,t) 沂 赘 伊 (0,T),
u(x,y,t) = 0, (x,y,t) 沂 鄣赘 伊 (0,T),
u(x,y,0) = u0(x,y), (x,y) 沂 赘

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ,

(1)

其中, u 表示流体速度向量, p 表示压力, Re 是常数即 Reynolds 数, f = ( f,g) 是已知体积力,
u0(x,y) 是已知向量函数,T 是总时间.

非定常的 Stokes 方程是流体力学中的一个重要方程组,已经成功广泛地应用于许多实际

工程领域(参见文献[1鄄2]). 然而,由于计算域通常是不规则的,因此要求其解析解即精确解

是不容易的. 有效的方法是求其数值解. 有限差分方法被认为是最有效的数值方法之一,已经
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广泛用于求解非定常的 Stokes 方程数值解(参见文献[3]). 但是,一些经典的有限差分格式的

自由度太多,因此重要的问题是在保证具有足够高精度数值解情况下,如何减少自由度和计算

量,节省计算时间和内存要求.
特征正交分解(proper orthogonal decomposition,简记为 POD)方法能提供具有足够高精度

而自由度又较少的低维模型,从而简化计算,节省计算时间和内存(参见文献[4]). 在信号分

析和样本识别中,称该方法为 Karhunen鄄Lo侉ve 展开(参见文献[5]);在统计学中,称该方法为

主分量分析(参见文献[6]);在地球物理的流体动力学和气象学中,称该方法为经验正交函数

方法(参见文献[6鄄7]). POD 方法主要提供一种有效逼近大量数据的工具,其实质是在最小二

乘意义下寻找能代表已知数据的一组正交基,也就是一种求已知数据的最优逼近方法. POD
方法与某些偏微分方程数值解法相结合,能将无限维的微分方程化简成低维模型,以至能极大

地减少计算量和降低内存要求.
虽然 POD 方法已有广泛的应用,但是最初主要是用于统计计算和流体动力学的主分量分

析或寻找动力系统的主要特征量(参见文献[4鄄16]). 直到最近十年,基于 POD 方法的抛物方

程和更一般的流体力学方程的一些 Galerkin 方法才被提出(参见文献[17鄄18]),才有将奇值分

解(singular value decomposition,简记为 SVD)方法与 POD 方法结合,用于处理 Burgers 方程(参
见文献[19])和方腔流问题(参见文献[20])的结果出现. 近年来,我们的研究小组提出了赤

道太平洋模式,抛物型方程和非定常的 Navier鄄Stokes 方程的一些基于 POD 方法降维有限差分

格式和有限元(或混合有限元)格式及其误差估计(参见文献[21鄄25]). 然而,据我们所知,目
前还没有将 POD 方法和 SVD 方法用于对非定常 Stokes 经典有限元差分格式做降维处理并做

误差估计的报道.
本文延伸文献[21鄄22](这两文都没有给出误差分析)的发展,将经典的有限差分格式与

POD 方法和 SVD 方法结合,对具有实际应用背景的非定常 Stokes 方程,建立一种维数较低而

精度足够高的简化差分格式,并给出降维 POD 有限差分解与经典有限差分解的误差估计,为
应用部门提供科学的理论依据. 并用数值例子说明,数值计算结果与理论结果是吻合的. 进一

步表明基于 POD 方法的简化差分格式对求解非定常 Stokes 方程的数值解是可行和有效的.
本文的安排如下: 第 1 节给出非定常 Stokes 方程经典的有限差分格式,并用经典差分格

式得到瞬时解生成瞬像(snapshots) . 第 2 节再由瞬像生成最优正交 POD 基,并由 POD 基建立

非定常 Stokes 方程的一种维数很低而精度足够高的简化有限差分格式. 第 3 节导出降维 POD
有限差分解与经典有限差分解的误差估计. 第 4 节通过一些数值例子说明 POD 方法的可行性

和有效性. 第 5 节叙述我们的主要结论以及一些展望.

1摇 非定常 Stokes 方程经典的有限差分格式及瞬像生成

设 驻x和驻y分别是 x和 y方向的空间步长,驻t是时间步长,un
j+1 / 2,k,vnj,k+1 / 2 和 pn

j,k 分别表示函

数 u,v 和 p 在点(x j +1 / 2,yk,tn),(x j,yk+1 / 2,tn) 和(x j,yk,tn)(0 臆 j 臆 J,0 臆 k 臆 K,0 臆 n 臆 N =
[T / 驻t]) 的近似值. 那么,问题髣的有限差分格式表示如下:

[摇 摇
u j +1 / 2,k - u j -1 / 2,k

驻x +
vj,k+1 / 2 - vj,k-1 / 2

驻 ]y
n+1

= 0, (2)

摇 摇 un+1
j +1 / 2,k = F n

j+1 / 2,k - 驻t
驻x(p

n
j+1,k - pn

j,k) + 驻tf n
j+1 / 2,k, (3)

其中
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摇 摇 F n
j+1 / 2,k =

驻t [Re
u j +1 / 2,k-1 - 2u j +1 / 2,k + u j +1 / 2,k+1

驻y2 +

摇 摇 摇 摇
u j -1 / 2,k - 2u j +1 / 2,k + u j +3 / 2,k

驻x ]2

n
+ un

j+1 / 2,k,

摇 摇 vn+1j,k+1 / 2 = Gn
j,k+1 / 2 - 驻t

驻x(p
n
j,k+1 - pn

j,k) + 驻tgn
j,k+1 / 2, (4)

这里

摇 摇 Gn
j,k+1 / 2 = 驻t [Re

vj -1,k+1 / 2 - 2vj,k+1 / 2 + vj +1,k+1 / 2
驻x2 +

vj,k-1 / 2 - 2vj,k+1 / 2 + vj,k+3 / 2
驻y ]2

n
+ vnj,k+1 / 2 .

将式(3)和式(4)代入式(2)可得到关于 p 的 Poisson 方程下面差分格式:

[摇 摇
p j -1,k - 2p j,k + p j +1,k

驻x2 +
p j,k-1 - 2p j,k + p j,k+1

驻y ]2

n
= RHS, (5)

其中

摇 摇 RHS = 1
驻t驻x[F j +1 / 2,k - F j -1 / 2,k + 驻t( f j +1 / 2,k - f j -1 / 2,k)] n +

摇 摇 摇 摇 1
驻t驻y[G j,k+1 / 2 - G j,k-1 / 2 + 驻t(g j,k+1 / 2 - g j,k-1 / 2)] n .

当 驻t臆0. 25Re驻x2,驻t臆0. 25Re驻y2 成立时,有限差分格式(3) ~ (5)是稳定的,而且有下

面的误差估计(参见文献[3]).
摇 摇 En(un

j+1 / 2,k,vnj,k+1 / 2,pn
j,k) =

摇 摇 摇 摇 椰(u(x j +1 / 2,yk,tn),v(x j,yk+1 / 2,tn),p(x j,yk,tn)) - (un
j+1 / 2,k,vnj,k+1 / 2,pn

j,k)椰 =
摇 摇 摇 摇 O(驻t,驻x2,驻y2), (6)

其中椰·椰表示向量的通常范数.
这样,只要给定体积力函数 f,初始向量函数 u0,时间步长 驻t,空间步长 驻x 和 驻y 及 Re, 解

(3) ~ (5)可以得到问题髣的有限差分近似解 un
j+1 / 2,k,vnj,k+1 / 2 和 pn

j,k(0 臆 j 臆 J,0 臆 k 臆 K,0 臆
n 臆 N) . 分别令 un

i = un
j+1 / 2,k,vni = vnj,k+1 / 2 和 pn

i = pn
j,k( i = kJ + j + 1,1 臆 i 臆 m,m = JK,0 臆 j 臆

J - 1,0 臆 k臆 K - 1) . 从包含 N 伊 m {个元素的近似解集合 un
i ,vni ,p }n

i
N
n = 1(1 臆 i臆 m) 中选出

一含 L 伊 m {个元素的集合 unl
i ,vnli ,pnl }i

L
l = 1(1 臆 i 臆 m,1 臆 n1 < n2 < … < nL 臆 N), 这些元

素称瞬像.

注 1摇 虽然本文是从有限差分格式近似解得到瞬像,但是当人们在计算实际问题时,瞬像集合可以从实

际物理过程抽取样本点,通过插值(或资料同化)得到. 由于大量自然现象未来的发展变化(例如,天气变化)
都是与先前的结果密切相关的,如果过去的动力系统对未来的动力系统有很好的代表和涵盖,人们可以用先

前的或现存结果去作为瞬像,用下面的 POD 方法生成 POD 基,建立维数很低的降阶动力系统. 这样,自然现

象未来的发展变化就可以快速有效地模拟和预测,这对实际应用有重要的价值.

2摇 POD 方法及非定常 Stokes 方程基于 POD 方法的简化有限差分格式

本节,用所谓的集合矩阵的 SVD 及数值实现求出 POD 基. 特别是,在空间 Cm (有限维情

形)中考虑 POD . 更多的细节参考文献[19,26鄄28].
2. 1摇 有限维 POD 方法

这里我们首先引用 SVD 的一些理论结果(参见文献[19]). 其次,给出 POD 的数值实现.
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定义 1(奇值和奇值向量)摇 对于 m 逸 n,设 Y 沂 Rm伊n 是秩 d 臆 n 的矩阵. 设 U { u }i
d
i = 1

(ui 沂 Rn) 和 V { v }i
d
i = 1(vi 沂 Rm) 是成双的标准正交向量集合对满足

摇 摇 Yui = 滓 i vi, YTvi = 滓 i ui,摇 摇 i = 1,…,d .
那么, 滓1,…,滓 d 称为奇值,向量 ui 沂 U ( i = 1,…,d) 称为右奇向量而且向量 vi 沂V( i = 1,…,
d) 称为左奇向量.

命题 1(SVD 的存在性[27])摇 设 Y = [y1,…,yn] 是秩 d臆 {min m, }n 的实值 m 伊 n 矩阵.
那么存在 Y 的一个 SVD,即存在实数 滓1 逸 滓2 逸 … 逸 滓 d > 0 标准正交矩阵 U = [u1,…,um]

沂 Rm伊m 和 V = [v1,…,vn] 沂 Rn伊n 满足

摇 摇 Y = U移VT, 移 D 0æ

è
ç

ö

ø
÷

0 0
沂 Rm伊n,

其中 D = diag(滓1,…,滓 d) 沂 Rd伊d 而且 0 块是适当维零矩阵.

引理 1(唯一性[28])摇 对于任意的 Y 沂 Rm伊n, 它的奇值是唯一的. 非零奇值对应于左奇向

量和右奇向量是唯一的,而且仅是同时变号下唯一决定.

定理 1(最优逼近[29])摇 对于 m 逸 n,设 A 沂 Rm伊n 是秩 d 臆 n 的矩阵. 设 A = U移VT 是一

个 SVD,而且 滓1,滓2,…,滓 n 是 A 的奇值. 通过令 滓 l +1 = 滓 l +2 = … = 滓 n = 0 构造一个秩 l 臆 d 的

逼近矩阵 Al . 那么,在所有秩为 l 的矩阵当中,Al 是在 Frobenius 范数下 A 的最好逼近:
摇 摇 椰A - Al椰Fro = min

rank(B) = l
椰A - B椰Fro = 滓 l +1 .

对于椰·椰2 范数,也具有同样最小值 滓 l +1,但是 Al 不是 A 的唯一逼近.
正交投影在上文中的 POD 方法中起重要的作用. 因此,给出正交投影及其等同的表述(相

关的论证可在文献[29]中找到).
定义 2摇 设 (X,(·,·) X) 是具有由内积诱导出的范数 椰·椰X 的 Hilbert 空间. 设 X n 是 X

的可分闭子空间. 称算子 P 是在 Xn 上的正交投影,如果对于任意的 渍 沂 X,P:X 寅 Xn 满足

摇 摇 (P渍,鬃) X = (渍,鬃) X,摇 摇 坌鬃 沂 X n .

如果 dim X n = n < 肄 {而且 鬃 }i
n
i = 1 是 X n 的一组正交基,那么可以将投影 P 用 Fourier 表达式

表示为

摇 摇 P:X 寅 X n, P(渍) = 移
i沂N

(渍,鬃 i) X鬃 i,摇 摇 坌渍 沂 X .

2. 2摇 对非定常 Stokes 方程离散解的应用

下面首先生成瞬像集合的一组基于 POD 方法最优基. 然后建立一种基于 POD 基的简化

有限差分格式.
{瞬像集合 unl

i ,vnli ,pnl }i
L
l = 1(1 臆 i臆 m,1 臆 n1 < n2 < … < nL 臆 N) 可以表示为下面 3 个

m 伊 L 矩阵:

摇 摇 Au =

un1
1 un2

1 … unL
1

un1
2 un2

2 … unL
2

左 左 左 左
un1
m un2

m … unL

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

m

, Av =

vn11 vn21 … vnL1
vn12 vn22 … vnL2
左 左 左 左
vn1m vn2m … vnL

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

m

,
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摇 摇 Ap =

pn1
1 pn2

1 … pnL
1

pn1
2 pn2

2 … pnL
2

左 左 左 左
pn1
m pn2

m … pnL

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

m

.

将 SVD 用于矩阵 Au,Av,Ap 得

摇 摇 Au = Uu
Du 0æ

è
ç

ö

ø
÷

0 0
VT

u, Av = Uv
Dv 0æ

è
ç

ö

ø
÷

0 0
VT

v , Ap = Up
Dp 0æ

è
ç

ö

ø
÷

0 0
VT

p ,

其中, Uu,Uv,Up,Vu,Vv 和 Vp 都是标准正交矩阵, Du = diag(滓 u1,滓 u2,…,滓 uMd
), Dv =

diag(滓 v1,滓 v2,…,滓 vMd
), Dp = diag(滓 p1,滓 p2,…,滓 pMd

),矩阵Uu = (准u1,准u2,…,准um),Uv = (准v1,
准v2,…,准vm) 和Up = (准p1,准p2,…,准pm) 分别由矩阵AuAT

u,AvAT
v 和ApAT

p 的标准正交特征向量构

成,并分别构成 3 组 POD 基. 而对应的奇值 滓 ui,滓 vi,滓 pi 分别按递减顺序排列,即 滓 u1 逸 滓 u2 逸
… 逸 滓 uMd

> 0,滓 v1 逸滓 v2 逸…逸滓 vMd
> 0和滓 p1 逸滓 p2 逸…逸滓 pMd

> 0. 而且分解的奇值滓 ui,
滓 vi 和滓 pi 与矩阵AuAT

u,AvAT
v 和ApAT

p 的特征值 姿 ui,姿 vi 和 姿 pi( i = 1,2,…,Md) 分别有下面关系:
姿 ui = 滓2

ui,姿 vi = 滓2
vi,姿 pi = 滓2

pi(1 臆 i 臆 Md) .
分别用 al

u = (unl
1 ,unl

2 ,…,unl
m) T,al

v = (vnl1 ,vnl2 ,…,vnlm) T,al
p = (pnl

1 ,pnl
2 ,…,pnl

m) T( l = 1,2,…,L)
表示 Au,Av,Ap 的 L 个列,并定义它们的投影 Pu

Mu
,Pv

Mv
,Pp

Mp
如下:

摇 摇 PMu
al
u = 移

Mu

j = 1
(准 j,al

u)准 j, PMv
al
v = 移

Mv

j = 1
(准 j,al

v)准 j, PMp
al
p = 移

Mp

j = 1
(准 j,al

p)准 j,

其中, 0 < Mu,Mv,Mp 臆 L, 而且(·,·)是向量的内积.
分别取 Uu = (准u1,准u2,…,准um),Uv = (准v1,准v2,…,准vm) 和 Up = (准p1,准p2,…,准pm) 最初的

Mu,Mv 和Mp 个列,构成了 3 组最优标准正交 POD 基:椎u = (准u1,准u2,…,准uMu
),椎v = (准v1,准v2,

…,准vMv
) 和 椎p = (准p1,准p2,…,准pMp

)(Mu,Mv,Mp 垲 L) . 记
摇 摇 un

m = (un
1,un

2,…,un
m) T, vn

m = (vn1,vn2,…,vnm) T, pn
m = (pn

1,pn
2,…,pn

m) T, (7)
其中, un

i = un
j+1 / 2,k,vni = vnj,k+1 / 2 和 pn

i = pn
j,k( i = kJ + j + 1,1 臆 i 臆 m,m = JK,0 臆 j 臆 J - 1,0 臆

k 臆 K - 1) . 这样,差分格式(3) ~ (5)可以写为下面的向量格式:
摇 摇 (un+1

m ,vn+1
m ,pn+1

m ) T = (un
m,vn

m,pn
m) T + 驻tF(un

m,vn
m,pn

m),摇 摇 n = 0,1,2,…,N . (8)
令

摇 摇 (u*n
m ,v*n

m ,p*n
m ) T = (椎u琢n

Mu
,椎v 茁 n

Mv
,椎p酌n

Mp
) T, (9)

其中, u*n
m = (u*n

1 ,u*n
2 ,…,u*n

m ) T,v*n
m = (v*n

1 ,v*n
2 ,…,v*n

m ) T 和 p*n
m = (p*n

1 ,p*n
2 ,…,p*n

m ) T 分别

是对应于 u,v和 p的3个近似解列向量. 如果式(8) 的 un+1
m ,vn+1

m ,pn+1
m 和 un

m,vn
m,pn

m 分别用式(9)
的 u*n+1

m ,v*n+1
m ,p*n+1

m 和 u*n
m ,v*n

m ,p*n
m 近似代替,并注意到椎u,椎v 和椎p 是 3 个由标准正交向量

构成的矩阵,可以得到只含有Mu + Mv + Mp(Mu,Mv,Mp 垲 L 垲 m) 个未知量的简化差分格式:
摇 摇 (琢n+1

Mu
,茁 n+1

Mv
,酌n+1

Mp
) T =

摇 摇 摇 摇 (琢n
Mu
,茁 n

Mv
,酌n

Mp
) T + G(琢n

Mu
,茁 n

Mv
,酌n

Mp
),摇 摇 n = 0,1,2,…,N, (10)

它们的初始值是

摇 摇 琢0
Mu

= 椎T
u u0

m,茁 0
Mv

= 椎T
v v0

m,酌0
Mp

= 椎T
p p0

m,
而且

摇 摇 G(琢n
Mu
,茁 n

Mv
,酌n

Mp
) = 驻t (椎T

u,椎T
v ,椎T

p ) TF(椎u琢n
Mu
,椎v茁 n

Mv
,椎p酌Mp

) .
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注 2 摇 由于差分格式(10)及(9)只含有 (Mu + Mv + Mp) 伊 N 个未知量,而差分格式(3) ~ (5) 包含 3m
伊 N 个未知量(Mu,Mv,Mp 垲 L 垲 m),因此差分格式(10) 及(9) 是一个简化的差分格式. 在从式(10) 解出

琢n
Mu

,茁 n
Mv
,酌n

Mp
后,可以由式(9)得到问题髣的 POD 最优解. 如果 n = nl(0 臆 l 臆 L), 那么由下列投影公式

摇 摇 PMu
(al

u) = 移
Mu

j = 1
(准uj,a j

u) 准uj, PMv
(al

v) = 移
Mv

j = 1
(准vj,a j

v) 准vj, PMp
(al

p) = 移
Mp

j = 1
(准pj,a j

p) 准pj

的解向量是与由式(10)和(9)得到的解是相同的.

3摇 非定常 Stokes 方程的简化有限差分格式解的误差估计

本节致力于讨论基于 POD 方法的简化有限差分格式(10)及(9)的解 u*n = (u*n
1 ,u*n

2 ,…,
u*n
m ) T,v*n = (v*n

1 ,v*n
2 ,…,v*n

m ) T 和 p*n = (p*n
1 ,p*n

2 ,…,p*n
m ) T 与问题髣的经典差分格式(3) ~

(5)的解的误差估计. 为此,需要引入下面离散的 Gronwall 引理(参见文献[30]).
引理2(离散的 Gronwall 引理)摇 {设 a }n {, b }n {和 c }n 是3个正数列, {而且 c }n 是单调

数列,它们满足

摇 摇 an + bn 臆 cn + 资移
n-1

i = 0
ai,摇 摇 资 > 0, a0 + b0 臆 c0,

那么, an + bn 臆 cnexp(n资), n 逸0.
设

摇 摇
字 u = {span 准u1,准u2,…,准uM }

u
,

字 v = {span 准v1,准v2,…,准vM }
v

,

字 p = {span 准u1,准p2,…,准pM }
p

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(11)

那么,对于矩阵 Au 的列向量 al
u(1 臆 l 臆 L),有 al

u = unl
m 和

摇 摇 PMu
(unl

m) = PMu
(al

u) = 移
Mu

j = 1
(准uj,al

u)准uj = 移
Mu

j = 1
(准uj,unl

m)准uj 沂 字 u

满足

摇 摇 椰unl
m - PMu

(unl
m)椰2 臆 姿 u(Mu+1) ,摇 摇 1 臆 l 臆 L, (12)

而且

摇 摇 u*n
m = PMu

(un
m) = 移

Mu

j = 1
(准uj,un

m)准uj

正是简化有限差分格式(10)及(9)的解. 从而当 n {沂 n1,n2,…,n }L 时,有

摇 摇 椰unl
m - u*nl

m 椰2 臆 姿 u(Mu+1) ,摇 摇 1 臆 l 臆 L . (13)

类似地,当 l {沂 1,2,…, }L 时,有椰vnl
m - v*nl

m 椰2 臆 姿 v(Mv+1) , 椰pnl
m - p*nl

m 椰2 臆 姿 p(Mp+1) .
当 n {埸 n1,n2,…,n }L 时,不妨假设 tn 沂 ( tnl,tnl+1) 而且 tn 最靠近 tnl .

将式(10)及(9)与(8)比较可知,式(9)和(10)可以写出类似于式(2) ~ (5)的下面形式:

[摇 摇
u*
j +1 / 2,k - u*

j -1 / 2,k

驻x +
v*j,k+1 / 2 - v*j,k-1 / 2

驻 ]y
n+1

= 0. (14)

摇 摇 u*n+1
j +1 / 2,k = F*n

j+1 / 2,k - 驻t
驻x(p

*n
j+1,k - p*n

j,k ) + 驻tf n
j+1 / 2,k, (15)

其中

摇 摇 F*n
j+1 / 2,k = u*n

j+1 / 2,k + 驻t [Re
u*
j +1 / 2,k-1 - 2u*

j +1 / 2,k + u*
j +1 / 2,k+1

驻y2 +
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摇 摇 摇 摇
u*
j -1 / 2,k - 2u*

j +1 / 2,k + u*
j +3 / 2,k

驻x ]2

n
,

摇 摇 v*n+1
j,k+1 / 2 = G*n

j,k+1 / 2 - 驻t
驻x(p

*n
j,k+1 - p*n

j,k ) + 驻tg*n
j,k+1 / 2, (16)

这里

摇 摇 G*n
j,k+1 / 2 = v*n

j,k+1 / 2 + 驻t [Re
v*j -1,k+1 / 2 - 2v*j,k+1 / 2 + v*j +1,k+1 / 2

驻x2 +
v*j,k-1 / 2 - 2v*j,k+1 / 2 + v*j,k+3 / 2

驻y ]2

n
,

及关于 p 的 Poisson 方程的离散形式:

[摇 摇
p*
j -1,k - 2p*

j,k + p*
j +1,k

驻x2 +
p*
j,k-1 - 2p*

j,k + p*
j,k+1

驻y ]2

n
= R*

HS, (17)

其中

摇 摇 R*
HS = 1

驻t驻x[F
*
j +1 / 2,k - F*

j -1 / 2,k + 驻t( f j +1 / 2,k - f j -1 / 2,k)] n +

摇 摇 摇 摇 1
驻t驻y[ G*

j,k+1 / 2 - G*
j,k-1 / 2 + 驻t(g j,k+1 / 2 - g j,k-1 / 2)] n .

式(3) ~ (5)与式(15) ~ (17)对应相减,并用式(2)和(14)得
摇 摇 椰un+1

m - u*n+1
m 椰2 + 椰 vn+1

m - v*n+1
m 椰2 臆

摇 摇 摇 摇 M(椰 un
m - u*n

m 椰2 + 椰 vn
m - v*n

m 椰2) (18)
和

摇 摇 椰pn
m - p*n

m 椰2 臆 M0(椰un
m - u*n

m 椰2 + 椰vn
m - v*n

m 椰2), (19)
其中, M =M0 + 1, M0 = C驻t / min(驻x,驻y,Re驻x2,Re驻y2),C是与驻t,驻x2 和驻y2 无关的常数. 对
式(18) 从 nl,nl + 1,nl + 2,… 到 n - 1 求和得

摇 摇 椰un
m - u*n

m 椰2 + 椰vn
m - v*n

m 椰2 臆 椰unl
m - u*nl

m 椰2 + 椰vnl
m - v*nl

m 椰2 +

摇 摇 摇 摇 M0移
n-1

j = nl

(椰u j
m - u*j

m 椰2 + 椰v j
m - v*j

m 椰2) . (20)

当 驻t = O(驻x2,驻y2) 和 Re -2 臆 驻t 时,对上式用离散的 Gronwall 引理得

摇 摇 椰un
m - u*n

m 椰2 + 椰vn
m - v*n

m 椰2 臆
摇 摇 摇 摇 (椰unl

m - u*nl
m 椰2 + 椰vnl

m - v*nl
m 椰2)exp(C驻t1 / 2(n - nl)) . (21)

当 tnl(1 臆 l臆 L) 是均匀地从 tn(1 臆 n臆 N) 选取时,有(n - nl) 臆 N / (2L) . 如果 L2 = O(N),
从式(19)和(21)得

摇 摇 椰un
m - u*n

m 椰2 + 椰vn
m - v*n

m 椰2 + 椰pn
m - p*n

m 椰2 臆

摇 摇 摇 摇 C( 姿 u(Mu+1) + 姿 v(Mv+1) + 姿 p(Mp+1) ) . (22)
综合上述讨论得下面的结论.
定理 2摇 设 un

m,vn
m,pn

m 是经典差分格式(3) ~ (5) 的解向量而且 u*n
m ,v*n

m ,p*n
m 是简化格式

(9) ~ (10) 的解. 当 驻t = O(驻x2,驻y2),Re -2 臆 驻t,而且 tnl(1 臆 l 臆 L) 是均匀地从 tn(1 臆 n
臆 N) 选取,以及 L2 = O(N) 时,有下面的误差估计成立

摇 摇 椰un
m - u*n

m 椰2 + 椰vn
m - v*n

m 椰2 + 椰pn
m - p*n

m 椰2 臆

摇 摇 摇 摇 C( 姿 u(Mu+1) + 姿 v(Mv+1) + 姿 p(Mp+1) ) .
把式(6)与定理 2 结合得下面的结果.
定理 3摇 在定理 2 的条件下,设 u(x j +1 / 2,yk,tn),v(x j,yk+1 / 2,tn),p(x j,yk,tn) 问题髣的精确
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解在参考点的值,那么有下面的误差估计

摇 摇 | u(x j +1 / 2,yk,tn) - u*n
j+1 / 2,k | + | v(x j,yk+1 / 2,tn) - v*n

j,k+1 / 2 | + | p(x j,yk,tn) - p*n
j,k | =

摇 摇 摇 摇 O( 姿 u(Mu+1) + 姿 v(Mv+1) + 姿 p(Mp+1) ,驻t,驻x
2,驻y2),摇 摇 1 臆 n 臆 N .

注 3摇 上述的条件 驻t = O(驻x2,驻y2) 和 Re -2 臆 驻t 是合理的. 定理 2 中的条件 L2 = O(N) 表明瞬像数目

L 与所有时间节点数目 N 之间的关系. 因此不需像文献[17,19]那样取所有时间节点的瞬时解作为瞬像,从而

减少了求特征值和特征向量的计算量. 定理 2 和定理 3 分别给出了简化的有限差分格式(10)及(9)的解与经

典差分格式(3) ~ (5)和问题髣的解之间的误差估计,它们给出了选取 POD 基数目的指南.

4摇 数 值 例 子

本节提供后台阶流物理模型在 Reynolds 数 Re = 103 时一些数值例子,检验基于 POD 方法

的有限差分格式(9) ~ (10)的可行性和有效性.

图 1摇 后台阶计算域及其边界条件

Fig. 1摇 The flow region and boundary conditions of the backward facing step flow

图 2摇 当 Re = 1 000 时,用经典有限差分格式(上图:在时间 t = 2) 与简化差分格式

(下图: 在 t = 2 而且用 6 个 POD 基)求得流体速度 u 的分量 u 比较

Fig. 2摇 When Re = 1 000, comparison of component u of the velocity u between classical FD scheme
(top panel: at the time level t = 2) and reduced FD scheme (bottom panel: at the time level
t = 2 with 6 POD bases)

设后台阶流物理模型的计算域 赘如图 1 所示. 除了入流速度 u = (u,v) = (y(2 - y),0) 和

流出速度 u = (u,v) 满足 v = 0 和 鄣u / (Re鄣x) = p外,所有的初始条件和本节条件以及 f = ( f,g)
都取零向量 0. 取 驻x = 驻y = 10 -2 . 为了使得 驻t = O(驻x2,驻y2) 满足,取时间步长 驻t = 10 -4 .

当 Re = 103 时,用经典有限差分格式(3) ~ (5) 求出时间 t = 0. 1,0. 2,0. 3,…,2 的 20 个

数值解(即瞬像) . 通过计算得到特征值满足 姿 u7 + 姿 v7 + 姿 p7 臆3 伊 10 -4 . 当 t = 2 而且 Re
= 103 时,取前 6 个 POD 基,用基于 POD 方法的有限差分格式(10)及(9)得的解分别画在图 2
至图 4 的底部. 而当 t = 2而且Re = 103 时,用经典有限差分格式(3) ~ (5)求出解分别画在图 2
至图 4 的顶部. 图 2 至图 4 中各两个图几乎很相似的,而且基于 POD 方法的简化格式的解似
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图 3摇 当 Re = 1 000 时,用经典有限差分格式(上图:在时间 t = 2) 与简化差分格式

(下图: 在 t = 2 而且用 6 个 POD 基)求得流体速度 u 的分量 v 比较

Fig. 3摇 When Re = 1 000, comparison of component v of the velocity u between the classical FD
scheme (top panel: at the time level t = 2) and reduced FD scheme (bottom panel:
at the time level t = 2 with 6 POD bases)

图 4摇 当 Re = 1 000 时,用经典有限差分格式(上图:在时间 t = 2) 与简化差分格式

(下图: 在 t = 2 而且用 6 个 POD 基)求得流体压力 p 比较

Fig. 4摇 When Re = 1 000, comparison of the pressure p between the classical FD scheme
(top panel: at the time level t = 2) and reduced FD scheme (bottom panel:
at the time level t = 2 with 6 POD bases)

摇 摇 图 5摇 当 t = 2 和 Re = 1 000 时,经典有限差

分解与取不同 POD 基数简化差分

格式解之间误差图

摇 摇 Fig. 5摇 Error for Re = 1 000 when POD basis is
different and at the time level t = 2

乎更好(似乎归因于用了 6 个初值,即 6 个 POD
基,这是一个尚未解决的问题).

图 5 是在 t = 2 时,用经典的有限差分格式(3)
~ (5)得到的解与分别用不同的 POD 基数时对应

的 POD 简化差分格式(10)及(9)得到的解的误差

图. 当 Re = 103 时,比较经典有限差分格式(3) ~
(5)与包含 6 个 POD 基的简化差分格式运行 2 伊
104次,用经典有限差分格式(3) ~ (5)需要的运行

时间是 18 min,而用含有 6 个 POD 基的简化差分

格式(10)及(9)仅用 9 s . 也就是说,用经典有限

差分格式(3) ~ (5)需要运行时间是包含 6 个 POD
基的简化差分格式(10)及(9)所需运行时间的

120 倍,而它们的解之间误差不超过 3伊10-4 . 虽然我们的数值例子是用由经典的差分格式(3)
~ (5)已经求出的数值解作为瞬像,但是当我们去计算实际问题时,我们可以通过实验抽样,
并用插值或资料同化去构造瞬像,再求出 POD 基,而不需去解经典的有限差分格式. 这样,计
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算过程中的计算时间及内存要求就能大大地减少. 这就表明了用基于 POD 方法的简化差分格

式(10)及(9)求解非定常 Stokes 方程的数值解是很有效和很可靠的. 而且数值例子的结果与

理论结果是相吻合的.

5摇 结论和展望

本文利用 SVD 方法和 POD 技术导出了非定常 Stokes 方程的一种简化的有限差分格式.
我们首先解由经典的有限差分格式得到方程组求出瞬时解构成瞬像集合,而在实际应用中,人
们可以从物理系统的运行轨迹实验中抽取样本,由插值或资料同化得到瞬像集合. 接着,用
SVD 处理瞬像集合获得 POD 基. 然后,将经典有限差分格式的未知量用 POD 基的线性组合代

替导出非定常 Stokes 方程的一个简化有限差分格式. 我们导出了与特征值、时间步长及空间步

长有关的误差估计,可用于指导我们在实际计算中,对最初 POD 基数目的选取. 通过比较理论

误差与数值计算的误差表明:理论结果与数值计算的结果是相吻合的,这样,验证了基于 POD
方法的简化有限差分格式的可行性和有效性. 未来在这个领域的研究工作是推广简化有限差

分格式的应用,把这种方法用于实际空气质量预报和更复杂的偏微分方程的数值模拟中去.
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A Reduced Finite Difference Scheme and Error
Estimates Based on POD Method for the

Non鄄Stationary Stokes Equation

LUO Zhen鄄dong1,摇 OU Qiu鄄lan 1,摇 XIE Zheng鄄hui2

(1. School of Mathematics and Physics, North China Electric
Power University, Beijing 102206, P. R. China;

2. ICCES / LASG, Institute of Atmospheric Physics, Chinese Academy
of Sciences, Beijing 100029, P. R. China)

Abstract: The proper orthogonal decomposition (POD) was a model reduction technique for
the simulation of physical processes governed by partial differential equations, e. g. fluid flows.
It was successfully used in the reduced鄄order modeling of complex systems. The applications of
POD method were extended, i. e. , apply POD method to a classical finite difference (FD)
scheme for the non鄄stationary Stokes equation with real practical applied background, establish
a reduced FD scheme with lower dimensions and sufficiently high accuracy, and provide the er鄄
ror estimates between the reduced FD solutions and the classical FD solutions. Some numerical
examples illustrate the fact that the results of numerical computation are consistent with theo鄄
retical conclusions. Moreover, it is shown that the reduced FD scheme based on POD method
is feasible and efficient for solving FD scheme for the non鄄stationary Stokes equation.

Key words: finite difference scheme; proper orthogonal decomposition; error estimate; non鄄
stationary Stokes equation
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