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扩展形式的修正的 Kadomtsev鄄
Petviashvili 方程的多重峰波
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摘要:摇 研究修正的 Kadomtsev鄄Petviashvili(mKP)方程的一个扩展形式. 使用由 Hereman 和 Nuseir
提出的、一个可以信赖的、Hirota 双线性法的简化形式. 由该方程(这里称为 mKP 方程)直接导出多

重峰波解. 研究还表明,扩展项并不会破坏 mKP 方程的可积性.
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1摇 引言和预备知识

孤立波是由非线性和线性色散平衡引起的、一个重要的非线性特征. 对各种可积的非线性

发展方程[1鄄7],孤立波的相互作用完全是弹性的,即在发生非线性碰撞后,孤立波在某种意义上

仍能保留其原来的波幅、波速和波形. 然而,对另一些可积方程,可能出现非弹性波的相互作

用,可能发生波的分裂和融合,Burgers 方程正是这样一类方程. 这就是说,波在相互作用期

间[1鄄7],几个孤立波能够融合成一个孤立波,相反,一个孤立波也能够分裂成几个孤立波. 当峰

波解能够表达为一个指数的有理函数时,这样两个非弹性相互作用模型都可能出现.
可用很多有效的方法[8鄄14],来检查非线性发展方程的完全可积性,并由此导出多重孤立波

解. 在该领域中惯常使用的方法有,代数几何法、逆散射法、B覿cklund 变换法、Painlev佴 解析法、
Darboux 变换法、Hirota 双线性法以及其他方法. Hirota 的双线性法是颇具启发式的研究,并有

着显著的特点,它能为一大类非线性发展方程,使用直接法确定多重孤立波解[3鄄11] . Hereman
等[11]提出了一种双线性法的简化形式,为计算工作带来了方便. 计算机符号系统,如像 Maple
和 Mathematica,可以用来克服冗长乏味的计算.

修正的 Kadomtsev鄄Petviashvili(mKP)方程[1鄄7]为

摇 摇 4vt + vxxx - 6v2vx + 6vx鄣-1
x vy + 3鄣-1

x vyy = 0. (1)
在一个非等温电子的等离子体中,研究离子声波传播方程[1鄄7],导出本文的 mKP 方程

(1). 该方程可以描述多种温度电子等离子体中不同孤立波的发展,将其中存在碰撞较少的多

元等离子体称为冷离子,同时,两种温度的电子以两种 Boltzmann 关系的形式,呈现出不同的
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Maxwell 分布[7] . 此外,当非线性程度高于 KP 方程[2]时,mKP 方程(1)描述 (x,y) 平面中的水

波方程. 注意到,当 vy = 0 时,方程(1)归并为修正的 KdV 方程.
目前有相当数量的研究工作属于扩展形式的非线性发展方程. 研究的重点集中在,附加项

对色散关系的影响、可积性、孤立波的波幅,以及其它现有的现象,这些现象对所得到解的结构

和性质,显示出某些影响.
在这些工作的基础上,我们将研究如下定义的 mKP 方程(1)的一个扩展形式:
摇 摇 4vt + vxxx - 6v2vx + 6vx鄣-1

x vy + 3鄣-1
x vyy + 4琢vy + 4茁vx = 0, (2)

其中, 琢,茁 为任意常数. 该 mKP 方程的扩展形式,是由 mKP 方程(1)附加 4琢vx 和 4茁vy 项后得

到,其中 vx 和 vy 分别为 x 和 y 方向的势.
本研究有着双重目的. 首先,目的是导出多重孤立波解,只要确定扩展模型(2)的可积性.

其次,表明附加项并不会影响 mKP 方程(1)的可积性,但是会改变 mKP 方程的色散关系. Her鄄
eman 等[11]将 Cole鄄Hopf 变换与 Hirota 法的简化形式相结合, 达到了本研究所设置的上述两个

目标. 本文的目的是, 研究这些附加项对该方程可积性的影响, 对所得到孤立波色散关系的

影响.
我们分析的主要工具是,Hereman 和 Nuseir [11]提出的简化形式的 Hirota 双线性法. 该方

法的显著优点在于,需要使用 Hirota 直接法时,可以直接应用,无需过问所设置双线性的形式.
还有一些其他方法,如逆散射法、Hirota 法等等,都需要做一些冗长乏味的工作. 该简化形式可

以直接应用,没有任何其他的特别要求. 文献[11鄄14]证明了该方法是可靠的、有效的,而且是

高效的. 利用非线性方程的线性项也可以导出色散关系. 此外,应用该简化形式,我们很容易直

接地导出标准的孤立波解和奇异的孤立波解.

2摇 修正 Kadomtsev鄄Petviashvili 方程的扩展形式

本节将研究由式(2)定义的 mKP 方程的一个扩展形式. 取势

摇 摇 v = ux, (3)
式(2)可改写为

摇 摇 4uxt + uxxxx - 6(u2
x - uy)uxx + 3uyy + 4琢uxy + 4茁uxx = 0. (4)

将

摇 摇 u(x,y,t) = e兹i, 兹i = kix + riy - ci t (5)
代入式(4)的线性项,得到色散关系:

摇 摇 ci =
k4
i + 3r2i + 4琢kiri + 4茁k2

i

4ki
, (6)

结果,得到

摇 摇 兹i = kix + riy -
k4
i + 3r2i + 4琢kiri + 4茁k2

i

4ki
t . (7)

由 Cole鄄Hopf 变换法,假设式(2)的多重峰波解为

摇 摇 v(x,y,t) = R(ln f ) x = Rfx / f, (8)
由此得到

摇 摇 u(x,y,t) = R ln f(x,y,t), (9)
其中单个峰波解[11]的辅助函数 f(x,y,z) 由下式给出:

摇 摇 f(x,y,t) = 1 + e兹1 = 1 + ek1x+r1y-(k41+3r
2
1+4琢k1r1+4茁k

2
1) t / (4k1) . (10)
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将式(9)代入式(4),并解出 R 和 r1, 得到

摇 摇 R = 1, r1 = k2
1 . (11)

立即给出

摇 摇

R = 1,
ri = k2

i ,

ci = k3
i + 琢k2

i + 茁ki,

兹i(x,y,t) = kix + k2
i y - (k3

i + 琢k2
i + 茁ki) t

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ,

(12)

其中 1 臆 i 臆 N . 意味着单峰波解的辅助函数为

摇 摇 f(x,y,t) = 1 + e兹1 = 1 + ek1x+k21y- (k31+琢k
2
1+茁k1) t . (13)

将式(13)代入式(9),得到

摇 摇 u(x,y,t) = ln(1 + ek1x+k21y-(k
3
1+琢k

2
1+茁k1) t), (14)

因此,由式(3),得到单峰波解

摇 摇 v(x,y,t) =
k1ek1x+k21y-(k

3
1+琢k

2
1+茁k1) t

1 + ek1x+k21y-(k
3
1+琢 k21+茁k1) t

. (15)

假设双峰波解的辅助函数为

摇 摇 f(x,y,t) = 1 + ek1x+k21y-(k
3
1+琢 k21+茁 k1) t + ek2x+k22y-(k

3
2+琢k

2
2+茁k2) t +

摇 摇 摇 摇 a12e(k1+k2)x+(k21+k
2
2)y-(k

3
1+k

3
2+琢(k

2
1+k

2
2) +茁(k1+k2)) t . (16)

将式(16)代入式(8),并将所得到的结果代入式(4),出现相移

摇 摇 a12 = 0, (17)
因此,假设

摇 摇 aij = 0,摇 摇 1 臆 i < j 臆3. (18)
将式(17)和(16)代入式(8),得到

摇 摇 u(x,y,t) = ln(1 + ek1x+k21y-(k
3
1+琢k

2
1+茁k1) t + ek2x+k22y-(k

3
2+琢k

2
2+茁k2) t), (19)

依次,由式(3),得到双峰波解为

摇 摇 v(x,y,t) =
k1ek1x+k21y-(k

3
1+琢k

2
1+茁k1) t + k2ek2x+k22y-(k

3
2+琢k

2
2)

1 + ek1x+k21y-(k
3
1+琢k

2
1+茁k1) t + ek2x+k22y-(k

3
2+琢k

2
2+茁k2) t

. (20)

假设 3 峰波解的辅助函数为

摇 摇 f(x,y,t) = 1 + ek1x+k21y-(k
3
1+琢k

2
1+茁k1) t +

摇 摇 摇 摇 ek2x+k22y-(k
3
2+琢k

2
2+茁k2) t + ek3x+k23y-(k

3
3+琢k

2
3+茁k3) t . (21)

与前面一样,找到

摇 摇 u(x,y,t) = ln(1 + ek1x+k21y-k
3
1t + ek2x+k22y- k32t + ek3x+k23y-k

3
3t), (22)

结果,由式(3),得到 3 峰波解为

摇 摇 u(x,y,t) =
k1eK1 + k2eK2 + k3eK3

1 + eK1 + eK2 + eK3
, (23)

其中

摇 摇 K i = kix + k2
i y - (k3

i + 琢k2
i + 茁ki) t,摇 摇 i = 1, 2,3.

这说明,mKP 系列方程的扩展形式是完全可积的,且对有限的 N(N 逸1),根据 v(x,y,t),
可以确定 N 个孤立波解. 附加的扩展项,不会破坏 mKP 系列方程的可积性. 因此,附加项对色

散关系的影响,由附加项 琢k2
i + 茁ki 对 mKP 方程(1)的标准色散关系反映.
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在上面所得结果的基础上,可以设定全部峰波解为

摇 摇 v(x,y,t) = 移
N

i = 1
kieK (i 1 + 移

N

i = 1
eK )i . (24)

因此,若设 琢 = 0,茁 = 0, 即可以得到 mKP 系列方程(1)的全部峰波解:

摇 摇 v(x,y,t) = 移
N

i = 1
kieki x+k2i y- k3i (t 1 + 移

N

i = 1
eki x+k2i y- k3i )t . (25)

该结果与文献[1]的结果相一致.
2. 1摇 多重的单个峰波解

如前所述,我们可以很容易地得到单个峰波解. 为简便起见,本文仅讨论单个峰波解.
单个单峰波解为

摇 摇 v(x,y,t) = -
k1eK1

1 - eK1
. (26)

两个单峰波解为

摇 摇 v(x,y,t) = -
k1eK1 + k2eK2

1 - eK1 - eK2
. (27)

对 3 个单峰波解,有
摇 摇 f(x,y,t) = 1 - ek1x+k21y-k

3
1t - ek2x+k22y- k32t - ek3x+k23y-k

3
3t . (28)

和前面一样,我们找到

摇 摇 u(x,y,t) = ln(1 - ek1x+k21y- k31t - ek2x+k22y- k32t - ek3x+k23y- k33t), (29)
结果,3 个单峰波解为

摇 摇 u(x,y,t) = -
k1eK1 + k2eK2 + k3eK3

1 - eK1 - eK2 - eK3
. (30)

可以设置全部单峰波解为

摇 摇 v(x,y,t) = - 移
N

i = 1
kieK (i 1 - 移

N

i = 1
eK )i . (31)

若设 琢 = 0,茁 = 0, 由 mKP 方程(1)的单孤立波解,得到全部单峰波解

摇 摇 v(x,y,t) = - 移
N

i = 1
kieki x+k2i y- k3i (t 1 - 移

N

i = 1
eki x+k2i y-k

3
i )t . (32)

3摇 讨摇 摇 论

本文研究了 mKP 系列方程的一个扩展形式,直接导出了多重峰波解和多重奇异峰波解.
解析地确定了该方程的可积性,还清楚地表明,扩展项并不影响 mKP 方程的可积性. 不过,扩
展项对色散关系有影响,并造成该峰波解结构的改变. 分析表明,由于自相似的对称性,所研究

的 mKP 方程,给出了 N鄄峰波解和 N鄄奇异的峰波解.
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Multiple鄄Front Waves for Extended Form of
Modified Kadomtsev鄄Petviashvili Equation

Abdul鄄Majid Wazwaz
(Department of Mathematics, Saint Xavier University, Chicago, IL 60655,USA)

Abstract: An extended form of the modified Kadomtsev鄄Petviashvili (mKP) equation was in鄄
vestigated. The simplified form of Hirota爷s bilinear method established by Hereman and Nuseir
was employed for a reliable study. Multiple鄄front waves solutions were formally derived for this
equation, and hence to the mKP equation. That also shows that the extension terms do not kill
the integrability of the mKP equation.

Key words: modified Kadomtsev鄄Petviashvili equation; extended mKP; multiple鄄front waves
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