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纤维增强聚合物加固木柱的
非线性稳定性分析

*
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摘要:摇 考虑加固层中纤维增强聚合物布(FRP 布)拉伸与压缩时的不同弹性模量,基于梁大挠度

变形假定,首先建立了 FRP 加固细长木梁非线性弯曲的一般数学模型,给出了考虑梁弯曲二阶效

应的非线性控制方程. 其次,研究了 FRP 布加固细长简支木柱的非线性稳定性问题,得到了 FRP
加固简支木柱的临界载荷公式. 理论证明了其过屈曲解的存在性,并利用摄动法,得到了临界载荷

附近过屈曲状态的渐近解析解. 进行了参数分析,结果表明:FRP 加固层对临界载荷有显著的影

响,而对其无量纲过屈曲状态影响较小.

关摇 键摇 词:摇 纤维增强聚合物;摇 木柱;摇 加固;摇 非线性数学模型;摇 过屈曲分析;摇 拉压不同

弹性模量

中图分类号:摇 O343. 9;O341摇 摇 摇 文献标志码:摇 A
DOI: 10. 3879 / j. issn. 1000鄄0887. 2011. 07. 008

引摇 摇 言

由于木结构具有造价低廉、施工方便、节能环保和抗震性能优越等特性,木结构不仅是我

国传统建筑的主要结构形式之一,而且日本、欧洲和北美等国家中也存在大量木结构建筑. 同
时,近年来,国内轻型木结构建筑和中小型木结构桥梁建设亦日趋增多,发展前景良好[1] . 由
于木材弹性模量和强度低、蠕变大以及易腐蚀老化等,木结构中的部分构件必须进行增强处

理,同时,我国现存有大量木结构古建筑物亦需加固修复.
木构件增强和修复的研究已有较长历史,早期的增强修复主要采用金属材料,如钢筋、钢

绞线、钢板和铝板等[2鄄3] . 由于纤维增强复合材料(FRP)具有优异的物理力学性能、良好的粘合

性和抗腐蚀性等特点,近几十年来已广泛地应用于各类工程结构的加固修复中,最初主要应用

于钢筋混凝土结构和钢结构的增强和加固,并取得了丰富的研究成果和广泛的应用范围[4鄄6] .
上世纪 90 年代起,人们开始研究 FRP 加固木结构,进行了一系列的理论分析和实验研究[7鄄12],
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结果表明 FRP 能够显著改善木结构的力学性能. 然而,这些研究主要集中在木梁抗弯性能的

改善方面. 近年来,人们开始关注 FRP 对木柱的加固效应,研究了 FRP 布加固对木柱横向变形

约束以及由此提高木柱延性的效果[13鄄17],而邵劲松等[18] 基于 Tsai鄄Wu 强度准则,建立了 FRP
加固木柱轴心受压的增量型应力鄄应变模型,并通过实验证明了相关模型的可靠性. 基于组合

梁理论,Taheri 等[19] 对 FRP 布加固细长层合木柱的线性稳定性问题进行了理论分析、有限元

计算和实验研究,得到了不同边界条件和加固方式下 FRP 布加固胶合木柱的临界载荷. 然而,
作者尚未见到有关 FRP 加固木柱的非线性稳定性研究报道.

本文基于弹性梁大挠度弯曲理论,考虑 FRP 布加固层拉伸与压缩时的不同弹性模量,首
先确定了 FRP 加固细长木梁弯曲时的中性轴位置,建立了 FRP 加固木梁大挠度弯曲的一般数

学模型. 在此基础上,通过简化给出了考虑梁弯曲二阶效应的非线性控制方程,基于此简化的

控制方程,研究了 FRP 布加固细长简支木柱的非线性稳定性问题. 通过在受压木柱平凡解处

非线性控制方程的线性化,得到了简支 FRP 加固木柱的临界载荷,分析了 FRP 加固层材性对

临界载荷的影响. 利用分支理论,证明了临界载荷处 FRP 加固简支木柱必发生屈曲,并利用小

参数摄动,给出了临界载荷附近过屈曲状态的渐近解析解,讨论了 FRP 加固简支木柱的过屈

曲性态. 研究结果表明: FRP 材性对木柱临界载荷有显著的影响, 而对其无量纲过屈曲状态

影响较小.

1摇 FRP 加固梁的大挠度非线性数学模型

设长为 L 的细长 FRP 加固梁承受横向载荷 q(x) 的作用,其中木梁的弹性模量为 Ew、横截

面面积为 Aw,而形心 C距梁上、下表面的距离分别为 r1 和 r2,绕形心 C主轴 z忆的惯性矩为 I . 木
梁上、下表面分别粘贴厚度为 ht 和 hb 的 FRP 加固层,其弹性模量分别为 E t 和 Eb,而横截面面

积分别为 At 和 Ab(图 1) . 假定 ht,hb 垲 r1,r2,且在载荷 q(x) 作用下,FRP 加固梁的变形满足:

图 1摇 FRP 加固梁的几何尺寸

Fig. 1摇 Geometric parameters of the FRP reinforced beam

a) 梁及 FRP 加固层为弹性体,变形为大转角、小应变,且梁变形过程中满足平截面假定;
b) FRP 加固层仅发生均匀轴向拉伸和压缩变形,并且 FRP 加固层与梁紧密连接,两者间

无脱落和滑移.

为保证 FRP 加固梁在轴力 P
-
作用下仅发生轴向变形,设轴力 P

-
作用线在形心 C下 d处,即

与形心 C 的距离为 d, 其中

摇 摇 d =
EbAbr2 - E tAtr1

EbAb + EwAw + E tAt
. (1)

以轴力 P
-
作用线为Ox轴,FRP加固梁变形平面为Oxy平面,建立坐标系Oxyz . 记变形后梁

948欧摇 阳摇 煜摇 摇 摇 杨摇 摇 骁摇 摇 摇 包摇 若摇 涵



Ox 轴上点 A(x,0) 的水平位移和挠度分别为 u(x) 和 w(x),横截面绕 Oz 轴的转角为 兹(x),而
Ox 轴上微元段 dx 变形后的长度为 ds . 则根据 FRP 加固梁的上述变形假定,梁横截面任一点

B(x,y) 的轴向应变为[20]

摇 摇 着w = 着 - y d兹
dx . (2)

而梁上、下表面 FRP 加固层的轴向应变分别为

摇 摇 着t = 着 + rt
d兹
dx, 着b = 着 - rb

d兹
dx, (3)

其中, 着 为梁 Ox 轴处的轴向应变,即 着 = ds / dx - 1,且 rt = r1 + d, rb = r2 - d .
根据梁的大挠度变形理论,梁变形的几何关系为

摇 摇 du
dx = du

ds
ds
dx = (1 + 着)cos 兹 - 1, dw

dx = dw
ds

ds
dx = (1 + 着)sin 兹 . (4)

于是,FRP 加固梁横截面上的轴力为

摇 摇 FN = 乙乙
A t

E t着tdAt + 乙乙
Aw

Ew着wdAw + 乙乙
Ab

Eb着bdAw =

摇 摇 摇 摇 (E t At + Ew Aw + Eb Ab)着 = (EA) e着 . (5)
而弯矩为

摇 摇 M = EbAb 着 - rb
d兹
d( )x

rb + 乙乙
Aw

Ew着wydAw - E tAt 着 + rt
d兹
d( )x

rt =

摇 摇 摇 摇 - (EbAbr2b + EwIw + E tAtr2t )
d兹
dx =

摇 摇 摇 摇 - (EI) e
d兹
dx, (6)

其中, Iw 为木梁横截面绕Oz轴的惯性矩,Iw = I + Awd2,(EA) e 和(EI) e 分别为 FRP 加固梁的等

效拉伸刚度和等效弯曲刚度,且
摇 摇 (EA) e = E tAt + EwAw + EbAb, (EI) e = EbAbr2b + EwIw + E tAtr2t . (7)
设加固梁横截面上的剪力为 FS,由加固梁单元体 dx 的平衡(图 2),可得

摇 摇

dM
dx - (1 + 着)FS = 0,

dFN

dx - FS
d兹
dx + q sin 兹 = 0,

dFS

dx + FN
d兹
dx + q cos 兹 = 0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

(8)

由式(8)中第 1 式可得

摇 摇 FS = 1
1 + 着

dM
dx . (9)

利用本构方程(6)和表达式(9),控制方程(8)进一步化为

摇 摇
(EI) e

d
dx

1
1 + 着

d2兹
dx( )2 - FN

d兹
dx - q cos 兹 = 0,

dFN

dx +
(EI) e

1 + 着
d2兹
dx2

d兹
dx + q sin 兹 = 0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(10)

至此,得到 FRP 加固梁大挠度弯曲的基本控制方程,它们是轴力本构方程(5)、几何方程
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图 2摇 梁单元体 dx 的平衡

Fig. 2摇 Equilibrium of the beam爷s element dx

(4)和平衡方程(10),而基本未知量为位移 u(x) 和

w(x)、截面转角 兹(x)、轴线应变 着(x) 和轴力 FN . 可见,
方程是封闭的,而弯矩M和剪力 FS 分别由表达式(6)和
(9)确定.

若忽略梁的轴向应变 着,即 着 = 0, 则控制方程可退

化为轴线不可伸长梁的非线性弯曲控制方程[20鄄21] . 在工

程应用中,常简化基本控制方程以利于求解. 为此,一般

仅考虑二阶效应,即取如下近似:

摇 摇 sin 兹 抑 兹, cos 兹 抑1 - 1
2 兹2 . (11)

利用近似表达式(11),保留二阶小量,则 FRP 加固梁非线性弯曲的控制方程可进一步化为

摇 摇
(EI) e

d
dx 1 -

FN

(EA)
æ
è
ç

ö
ø
÷

e

d3w
dx

é
ë
êê

ù
û
úú3 - FN

d2w
dx2 - q = 0,

dFN

dx + (EI) e
d3w
dx3

d2w
dx2 + q dw

dx = 0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(12)

而

摇 摇
兹 = dw

dx,
du
dx =

FN

(EA) e
- 1

2
dw
d( )x

2
,

M =- (EI) e
d2w
dx2 , FS = - (EI) e 1 -

FN

(EA)
æ
è
ç

ö
ø
÷

e

d3w
dx3

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(13)

2摇 简支 FRP 加固木柱的临界载荷

考虑图 3 所示端部承受压力 P作用的简支 FRP 加固木柱,此时,载荷 q = 0,则其非线性稳

定性的控制方程为

摇 摇
(EI) e

d
dx 1 -

FN

(EA)
æ
è
ç

ö
ø
÷

e

d3w
dx

é
ë
êê

ù
û
úú3 - FN

d2w
dx2 = 0,

dFN

dx + (EI) e
d3w
dx3

d2w
dx2 = 0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(14)

而边界条件为

摇 摇
w = d2w

dx2 = 0, x = 0,L,

FN + (EI) e
d3w
dx3

dw
dx = - P, x = L

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(15)

图 3摇 轴向压力 P 作用下的 FRP 加固梁简支梁

Fig. 3摇 Simply鄄supported FRP reinforced beam
subjected to an axial compressive P

且

摇 摇 u = 乙 x

0

FN

(EA) e
- 1

2
dw
d( )x

é

ë
êê

ù

û
úú

2
dx . (16)

显然,边值问题(14)和(15)有平凡零解

摇 摇 w(x) = 0, FN 0(x) = - P . (17)
根据分支理论[21],边值问题(14)和(15)在平凡

解(17)处发生分支,即简支 FRP 加固木柱发生失稳
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的必要条件为边值问题(14)和(15)在平凡解(17)处的线性化问题存在非零解,即求解下列特

征值问题:

摇 摇 (EI) e 1 + P
(EA)( )

e

d4w
dx4 + P d2w

dx2 = 0,
dFN

dx = 0; (18)

摇 摇
w = d2w

dx2 = 0, x = 0,L,

FN = 0, x = L

ì

î

í

ïï

ïï .
(19)

利用细长压杆临界载荷分析的标准方法[20],可得此边值问题的最小特征值为

摇 摇 Pcr =
仔2(EI) e

L2 1 1 -
仔2(EI) e

(EA) eL
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 , (20)

而相应的特征函数为

摇 摇 w(x) = w0(x) = 2
L sin 仔( )L

x, FN = 0. (21)

式(20)即为简支 FRP 加固木柱的临界载荷. 若忽略轴向力引起的压缩变形,即 (EA) e 寅 肄,
则临界载荷(20)化简为简支 FRP 加固柱的经典临界载荷[19]

摇 摇 P忆
cr =

仔2(EI) e

L2 . (22)

对于未加固的木柱,此时,有 At = Ab = 0 和 Iw = I, 则式(20)退化为简支木柱的临界载荷

摇 摇 Pwcr =
仔2EwI
L2 1 1 - 仔2 I

AwL
( )[ ]2 =

仔2EwI
L2

1
1 - (仔 / 姿w)

( )2 , (23)

其中, 姿w 为未加固木柱的长细比,姿w = L / I / Aw . 可见,考虑压缩效应的临界载荷(23) 与经

典临界载荷P忆
wcr = 仔2EwI / L2 的误差为1 / ((姿w / 仔) 2 - 1),此值对于细长柱很小. 通常,对于工程

中的加固木柱,由于(EI) e / ((EA) eL2) 垲 1, 临界载荷(20)与(22)很接近.

图 4摇 当 Ew = 7 459. 0 MPa 时,简支 FRP 加固 图 5摇 当 Ew = 13. 90 GPa 时,简支 FRP 加固

木柱临界载荷比 Pcr / Pwcr 随弹性模量比 木柱临界载荷比 Pcr / Pwcr 随弹性模量比

EFRP / Ew 的响应 EFRP / Ew 的响应

Fig. 4摇 Critical load ratios Pcr / Pwcr of simply Fig. 5摇 Critical load ratios Pcr / Pwcr of simply

supported FRP鄄strengthened timber column supported FRP鄄strengthened timber column
vs the elastic modulus ratio EFRP / Ew vs the elastic modulus ratio EFRP / Ew

when Ew = 7 459. 0 MPa when Ew = 13. 90 GPa
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对于屈曲模态(21),柱的上表面加固层 At 部分受压,下表面加固层 Ab 部分受拉. 若两加

固层构造相同,即 ht = hb, 且 FRP 布的厚度为 hFRP,拉伸弹性模量为 EFRP,忽略其压缩弹性模

量[18,22],若粘结胶的弹性模量为 EG, 则两加固层的等效弹性模量分别为

摇 摇 E t = EG(1 - 浊), Eb = EG(1 - 浊) + EFRP浊, (24)
其中 浊 = hFRP / ht 为加固层中 FRP 布的含量.

表 1摇 FRP 加固矩形木柱几何和材料参数

Table 1摇 Geometry and material parameters of FRP reinforced wood column

timber column

length

L / mm

width

dw / mm

height

hw / mm

elastic modulus

Ew / MPa

cohesive glue
height

ht / mm

elastic modulus of glue

EG / MPa

950. 00 110. 40 57. 15 7 459. 0 0. 90 150. 0

图 6摇 忽略 FRP 的不同拉压弹性模量,当

Ew = 7 459. 0 MPa 时,简支 FRP 加

固木柱临界载荷比 Pcr0 / Pwcr 随弹

性模量比 EFRP / Ew 的响应

Fig. 6摇 Critical load ratios Pcr0 / Pwcr of

simply supported FRP鄄strengthened

timber column vs the elastic modulus

ratio EFRP / Ew when Ew = 7 459. 0 MPa

and neglecting the different modulus

of the FRP for tension and compression

摇 摇 取文献[19]中 FRP 布加固矩形木柱的相关参数

(见表 1),图 4 给出了不同 FRP 布含量 浊 时,简支

FRP 加固木柱临界载荷比 Pcr / Pwcr 随 FRP 弹性模量

比 EFRP / Ew 的关系. 可见,随着 FRP 布含量 浊 和弹性

模量比 EFRP / Ew 的增加,简支 FRP 加固木柱的临界载

荷 Pcr 增加,并且,当含量浊较小时,临界载荷Pcr 与弹

性模量比 EFRP / Ew 成线性关系,但当 浊 较大时,临界

载荷 Pcr 随弹性模量比 EFRP / Ew 非线性增加. 几何尺

寸仍取表 1 中的值,图 5 给出了简支 FRP 布加固红

桦 (Ew = 13. 90 GPa) 木柱临界载荷比 Pcr / Pwcr 随

FRP 弹性模量比 EFRP / Ew 的关系. 与图 4 相比可见,
FRP 加固效应对弹性模量 Ew 较低的木材效果明显.

若不考虑 FRP 布拉伸和压缩时的不同弹性模

量,即取 E t = Eb, 则两加固层的等效弹性模量为 E t =
Eb = EG(1 - 浊) + EFRP浊 . 图 6 给出了此情形下不同

FRP 布含量 浊 时,简支 FRP 加固木柱临界载荷比

Pcr0 / Pwcr 随 FRP 弹性模量比 EFRP / Ew 的关系. 可见,临
界载荷 Pcr0 随弹性模量比EFRP / Ew 的增加线性增加. 与图 4 相比可见,若忽略 FRP 布拉伸和压缩

时的不同弹性模量,其临界载荷 Pcr0 大于考虑 FRP 布拉伸和压缩不同弹性模量时的临界载荷

Pcr, 并且,随着 FRP 布含量 浊 和弹性模量比 EFRP / Ew 的增加,这种现象更加突出. 这是因为当

取 FRP 布拉伸和压缩的弹性模量相同时,FRP 布的受压部分亦抗弯,同时,中性轴位置发生变

化,导致柱的抗弯能力增强,临界载荷提高.

3摇 简支 FRP 加固木柱的过屈曲分析

下面研究简支 FRP 加固木柱在临界载荷 Pcr 处的过屈曲性态,即寻求边值问题(14)和

(15)在临界载荷(20)附近的分支解. 首先,令
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摇 摇

w(x) = 着w0(x) + 着w- (x;着),

P = Pcr + P
-
(着),

FN(x) = - P + 着F
-
N(x;着) = - Pcr - P

-
(着) + 着F

-
N(x;着

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ),

(25)

其中 着 为小参数,定义为

摇 摇 着 = 乙 L

0
w(x)w0(x)dx .

由此可得

摇 摇 乙 L

0
w- (x;着)w0(x)dx = 0. (26)

将表达式(25)代入边值问题(14)和(15)得

摇 摇

(EI) e 1 +
Pcr

(EA)
æ
è
ç

ö
ø
÷

e

d4w-

dx4 + Pcr
d2w-

dx2 + (P
-
- 着F

-
N)

d2

dx2(w
- + w0) +

摇 摇 (EI) e
d
dx

P
-
- 着F

-
N

(EA)
æ
è
ç

ö
ø
÷

e

d3

dx3(w
- + w0

é
ë
êê

ù
û
úú) = 0,

dF
-
N

dx + 着(EI) e
d3

dx3(w
- + w0[ ]) d2

dx2(w
- + w0[ ]) = 0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï ;

(27)

摇 摇
w- = d2w-

dx2 = 0, x = 0,L,

F
-
N + 着(EI) e

d3

dx3(w
- + w0[ ]) d

dx(w
- + w0[ ]) = 0, x = L

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(28)

显然,当 着 = 0 时,边值问题(26) ~ (28)有零解

摇 摇 w- (x) = 0, P
-
= 0, F

-
N = 0. (29)

边值问题(26) ~ (28)在零解(29)处的线性化问题为

摇 摇
(EI) e 1 +

Pcr

(EA)
æ
è
ç

ö
ø
÷

e

d4w-

dx4 + Pcr
d2w-

dx2 + P
- d2w0

dx2 +
(EI) e

(EA) e

d4w0

dx
æ

è
ç

ö

ø
÷

4 = 0,

dF
-
N

dx = 0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ;

(30)

摇 摇 乙 L

0
w- (x;着)w0(x)dx = 0; (31)

摇 摇
w- = d2w-

dx2 = 0, x = 0,L,

F
-
N = 0, x = L

ì

î

í

ïï

ïï .
(32)

由此可得

摇 摇 F
-
N = 0. (33)

将线化问题(30)中的第 1 个方程两边乘以 w0(x) 后在[0,L] 上积分,利用分部积分法可得

摇 摇 仔2

L2 1 -
仔2(EI) e

(EA) eL
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 P
-
= 0. (34)

因此

摇 摇 P
-
= 0. (35)
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于是,有
摇 摇 w- = Cw0(x) . (36)

由条件(31)得
摇 摇 w- (x) = 0. (37)

可见,线性化问题(30) ~ (32)只存在零解(33)、(35)和(37). 由分支理论[21] 可知,边值问题

(14)和(15)的平凡解(17)在临界载荷 Pcr 处必发生分支,即简支 FRP 加固木柱在临界载荷

Pcr 处失稳.
下面求解临界载荷 Pcr 附近的分支解,设

摇 摇

w- (x;着) = 着w1(x) + 着2w2(x) + …,

P
-
(着) = 着P1 + 着2P2 + …,

F
-
N(x;着) = 着FN1(x) + 着2FN2(x) + …

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(38)

将式(38)代入边值问题(26) ~ (28)中,并比较 着 同次幂的项,可得一系列线性边值问题.
由 着1 的项得边值问题髣:

摇 摇
(EI) e 1 +

Pcr

(EA)
æ
è
ç

ö
ø
÷

e

d4w1

dx4 + Pcr
d2w1

dx2 + P1
d2w0

dx2 +
(EI) e

(EA) e

d4w0

dx
æ

è
ç

ö

ø
÷

4 = 0,

dFN1

dx + (EI) e
d3w0

dx3

d2w0

dx2 = 0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ;

(39)

摇 摇 乙 L

0
w1(x)w0(x)dx = 0; (40)

摇 摇
w1 =

d2w1

dx2 = 0, x = 0,L,

FN1 + (EI) e
d3w0

dx3

dw0

dx = 0, x = L

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

(41)

而由 着2 的项得边值问题髤:

摇 摇

(EI) e 1 +
Pcr

(EA)
æ
è
ç

ö
ø
÷

e

d4w2

dx4 + Pcr
d2w2

dx2 + (P2 - FN1)
d2w0

dx2 +

摇 摇 P1
d2w1

dx2 +
(EI) e

(EA) e

d
dx (P2 - FN1)

d3w0

dx3 + P1
d3w1

dx
æ

è
ç

ö

ø
÷

3 = 0,

dFN2

dx + (EI) e
d3w0

dx3

d2w1

dx2 +
d3w1

dx3

d2w0

dx
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 = 0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï ;

(42)

摇 摇 乙 L

0
w2(x)w0(x)dx = 0; (43)

摇 摇
w2 =

d2w2

dx2 = 0, x = 0,L,

FN2 + (EI) e
d3w0

dx3

dw1

dx +
d3w1

dx3

dw0

d
æ

è
ç

ö

ø
÷

x
= 0, x = L

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

(44)

利用文献[21]中的相关方法,即类似于求解线性化问题(30) ~ (32)的方法,可求得边值

问题髣的解为
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摇 摇
w1(x) = 0, P1 = 0,

FN1(x) =
仔4(EI) e

2L5 3 + cos 2仔L( )x

ì

î

í

ïï

ïï .
(45)

而边值问题髤的解为

FN2(x) = 0, P2 =
5仔4(EI) e

4L5 1 -
7仔2(EI) e

5(EA) eL
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 1 -
仔2(EI) e

(EA) eL
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ,

w2(x) = - 仔4(EI) e

36L5
2
L 1 -

3仔2(EI) e

(EA) eL
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

9仔2(EI) e

L2 1 +
Pcr

(EA)
æ
è
ç

ö
ø
÷

e

- Pæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úcr sin 3仔

L x

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(46)
由于 P1 = 0,P2 > 0, 因此,分支解是右分叉的. 至此,得到简支 FRP 加固木柱在临界载荷

Pcr 处分支的渐近解:

摇 摇
P = Pcr + 着2P2 + O(着3),

w(x) = 着w0(x) + 着3w2(x) + O(着4),

FN(x) = - Pcr - 着2P2 + 着2FN1(x) + O(着3)

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(47)

由此可得简支 FRP 加固木柱过屈曲状态中梁无量纲中心挠度 wmax = w(L / 2) / L 与无量纲

压力 P / Pcr 的关系:

摇 摇

P
Pcr

抑1 +
5仔4(EI) e

4L2 1 -
7仔2(EI) e

5(EA) eL
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 着- 2 1 -
仔2(EI) e

(EA) eL
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 Pæ

è
ç

ö

ø
÷cr ,

wmax 抑 2 着- +
2 仔4(EI) e

36L2 1 -
3仔2(EI) e

(EA) eL
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 着- 3 9仔2(EI) e

L2 1 +
Pcr

(EA)
æ
è
ç

ö
ø
÷

e

- Pæ

è
ç

ö

ø
÷

cr

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ,

(48)
其中摇 摇 着- = 着 / L3 / 2 .

图 7摇 当 Ew = 7 459. 0 MPa 时,FRP 加固

简支木柱过屈曲最大挠度 wmax

随载荷 P / Pcr 的响应

Fig. 7摇 Response of the maximum deflection
wmax for post buckling of FRP reinforced

simply supported timber column vs load
P / Pcr when Ew = 7 459. 0 MPa

若忽略轴向力引起的压缩变形,即 (EA) e 寅
肄, 则式(48)进一步化为

摇 摇

P
Pcr

抑1 + 5仔2

4 着- 2,

wmax 抑 2 着- + 2 仔2

288 着- 3

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(49)

可见,在此无量纲意义下,FRP 加固层材性对简支

FRP 加固木柱过屈曲状态响应的影响很小. 对表

1 给定的简支 FRP 加固矩形木柱,不同 FRP 布含

量 浊 时的无量纲的过屈曲状态(48)示于图 7 中.
由于 (EI) e / ((EA) eL2) 垲 1, 不同 FRP 含量 浊 的

加固木柱无量纲过屈曲状态(48)几乎相同,过屈

曲曲线重合,即过屈曲状态可近似为式(49). 同
时,图 7 亦给出了文献[19]中 GFRP 布加固木柱

稳定性试验的无量纲结果. 可见,由于木柱存在初

始缺陷,实验中 GFRP 加固木柱不呈现理想压杆
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的失稳现象,但在临界载荷 Pcr 附近,随着压力 P 的增加,GFRP 加固木柱的挠度显著增大.

4摇 结摇 摇 论

由于 FRP 布只抵抗拉伸,不抵抗压缩,因此,FRP 布加固层的拉伸与压缩具有不同的弹性

模量(24),由此影响 FRP 加固梁的中性轴位置(1).
在此基础上,基于考虑梁弯曲二阶效应的非线性控制方程,研究了简支 FRP 布加固木柱

的非线性稳定性问题,得到了临界载荷(20),指出对于细长梁,轴向压缩效应对临界载荷影响

很小. 数值计算表明,FRP 加固可明显提高木柱的稳定性,且随着 FRP 弹性模量提高和含量增

大,简支 FRP 加固木柱的临界载荷增大. 随后,严格证明了简支 FRP 加固木柱在临界载荷处必

发生分支,并得到了简支 FRP 加固木柱在临界载荷附近过屈曲状态的渐近解析解. 结果表明:
在本文无量纲的意义下,FRP 加固层对简支 FRP 加固对木柱过屈曲状态的影响很小.
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Nonlinear Stability of Timber Column Strengthened
With Fiber Reinforced Polymer

OUYANG Yu,摇 YANG Xiao,摇 BAO Ruo鄄han
(Department of Civil Engineering, Shanghai University, Shanghai 200072, P. R. China)

Abstract: Taking effect of the bi鄄modulus for tension and compression, of the fiber reinforced

polymer sheet (FRP Sheet) in the reinforcement layer into consideration, a general mathemati鄄

cal model for the nonlinear bending of a slender timber beam strengthened with FRP sheet was

established under the hypothesis of the large deflection deformation of the beam, and nonlinear

governing equations with the second order effect of the beam bending were derived. Then, the

nonlinear stability of a simply鄄supported slender timber column strengthened with FRP sheet

was investigated, and the expression of the critical load of the simply鄄supported FRP鄄strength鄄

ened timber beam was obtained. The existence of postbuckling solution of the timber column

was proved theoretically, and the asymptotic analytical solution of the postbuckling state in the

vicinity of the critical load was obtained with the perturbation method. Parameter study was

conducted, and it was shown that FRP reinforcement layer had a great influence on the critical

load of the timber column, and a little influence on the dimensionless postbuckling state.

Key words: fiber reinforced polymer; timber column; reinforcement; nonlinear mathematical
model; postbuckling analysis; bi鄄modulus
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