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静脉壁的力学特性及负压失稳问题
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摘要:摇 应用一类超弹性应变能函数,通过非线性弹性理论,研究了静脉壁在跨壁压及轴向拉伸联

合作用下的变形和应力分布等力学特性,并分析了静脉壁的负压失稳问题. 首先利用超弹性材料

薄壁圆筒模型,得到了静脉壁在跨壁压及轴向拉伸联合作用下的变形方程,给出了正常静脉压下

静脉壁的变形曲线和应力分布曲线,讨论了静脉壁的变形和应力分布规律. 然后给出了负跨壁压

下静脉壁的变形曲线,并由能量比较讨论了静脉壁的负压失稳问题.
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引摇 摇 言

静脉是人类和动物心血管系统的重要组成部分,是血液回到心脏的通道,其血容量占人体

总血容量的 75%以上,起着血液储存库的作用,还有调节血液分配的功能[1] . 总之,静脉参加

复杂的心血管活动并影响着血液循环. 当其所受血管跨壁压(血管壁内外的压力差)为负,即
内压小于外压时,静脉壁往往发生负压失稳,并有可能引起静脉血流发生异常现象从而引起严

重的心血管疾病[2鄄3] . 常见的静脉疾病有深静脉血栓及深静脉功能不全,患者可能并发静脉血

栓栓塞或致命性肺梗塞. 静脉疾病和其他心血管疾病的发病率逐年上升,已成为人口死亡或残

疾的主要原因[1鄄3] .
正常静脉壁由内膜、中膜和外膜 3 层组成,但内弹性层不完整,中膜和外膜层分界不明

显[4] . 和正常动脉壁相比,静脉管壁较薄,管壁的弹性模量很小[4鄄5] . 目前关于静脉壁力学特性

的国内外文献非常稀少,且已有文献多分析作为动脉的静脉移植问题[1,6鄄7] . 静脉壁一般简化

为均匀材料单层圆筒模型,其应变能函数形式上主要有指数型及对数型[8鄄11],但这些应变能函

数均不能描述静脉壁的负压失稳问题.
本文应用 Desch 等提出的一类超弹性应变能函数[1],通过非线性弹性理论研究了正常静

脉压下静脉壁的变形和应力分布等力学特性,并通过能量曲线分析了静脉壁的负压失稳问题.
首先利用超弹性材料薄壁圆筒模型得到了静脉壁在跨壁压及轴向拉伸联合作用下的变形方

程,经过数值计算给出了正常静脉压下静脉壁的变形曲线和应力分布曲线,讨论了正常静脉压
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下静脉壁的变形和应力分布规律,结果表明正常静脉压下静脉壁的变形是均匀单调的. 然后给

出负跨壁压下静脉壁的变形曲线,结果表明静脉壁的变形不再是单调的,存在稳定性问题,并
由能量曲线讨论了静脉壁的负压失稳问题.

1摇 数学描述和求解

由于管壁中残余应力的存在,从身体中切除下来处于无载荷状态的静脉壁并不处于零应

力状态,张开状态才是零应力状态(如图 1 所示). 假定静脉壁零应力状态的参考构型、无载荷

状态构型、变形后构型分别由柱坐标系 (R,专,Z),(籽,准,孜) 和( r,兹,z) 描述.

图 1摇 静脉壁零应力状态的参考构型 (R,专,Z)、 无载荷状态构型 (籽,准,孜) 和

变形后构型 ( r,兹,z) 示意图

Fig. 1摇 Kinematics of the venous wall relative to the stress鄄free reference
configuration (R,专,Z), the load鄄free configuration (籽,准,孜)
and the current deformed configuration ( r,兹,z), respectively

零应力状态构型中静脉壁所占几何区域为

摇 摇 R i 臆 R 臆 Ro, 0 臆 专 臆2(仔 - 渍), 0 臆 Z 臆 L, (1)
式中, R i,Ro,渍,L 分别表示变形前静脉壁的内外半径、张开角和长度. 变形后构型中静脉壁所

占几何区域为

摇 摇 ri 臆 r 臆 ro, 0 臆 兹 臆2仔, 0 臆 z 臆 l, (2)
式中, ri,ro,l 分别表示变形后静脉壁的内外半径和长度. 静脉壁受跨壁压和轴向拉伸作用的

变形模式为

摇 摇 r = r(R) > 0, 兹 = k专, z = 姿zZ, (3)
式中, r(R) 为待定函数,k = 仔 / (仔 - 渍) 为静脉壁张开角的度量,姿z 为静脉壁的轴向伸长比. 静
脉壁相应于式(3)的变形主伸长比分别为

摇 摇 姿r =
鄣r
鄣R, 姿兹 =

r
R

鄣兹
鄣专 = k r

R , 姿z =
l
L . (4)

对静脉壁采用由 Desch 和 Weizsacker 提出的如下形式的应变能函数[1]:

摇 摇 W =
Cel

姿el,max - 姿z - C inel(姿兹,max - 姿兹) -1, (5)

式中, Cel,姿el,max,姿兹,max,C inel 为材料参数. 相应的非零 Cauchy 应力分量分别为

摇 摇
滓兹兹(R) = - p0 +

Cel姿兹

(姿el,max - 姿z - C inel(姿兹,max - 姿兹) -1) 2,

滓zz(R) = - p0 +
CelC inel姿z

(姿el,max - 姿z - C inel(姿兹,max - 姿兹) -1) 2(姿兹,max - 姿兹) 2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ,

(6)

式中 p0 为静水压力常数,径向应力分量忽略不计. 管壁无体积力作用下的平衡方程为
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摇 摇
d滓rr

dR + r·(R)
r(R)[滓rr - 滓兹兹] = 0, (7)

式中 r·(R) = dr(R) / dR . 管壁受跨壁压作用的边界条件为(考虑血管的管壁力学问题时,血液

流动的作用可简化为管壁受到的跨壁压[12鄄13])

摇 摇
滓rr = - p1, R = R i,
滓rr = - p2, R = Ro

{ ,
(8)

式中, p1 为管壁内压,p2 为管壁外压.
由于含有大量的水分,血管在许多条件下均表现出不可压的特性,通常可假定为不可压材

料[12鄄13] . 由材料的不可压缩条件 姿r姿兹姿z = 1, 有

摇 摇 r(R) (= 1
k姿z

(R2 - R2
i ) + r2 )i

1 / 2
, (9)

于是

摇 摇 姿兹 (= k 1
k姿 (

z
1 -

R2
i

R )2 +
r2i
R )2

1 / 2
. (10)

由式(9)可得

摇 摇 r·(R) = R
k姿zr(R)

. (11)

将应力分量(6)和式(11)代入方程(7),并利用条件(8)对半径 R 从内壁 Ri 开始积分,可得

摇 摇 p1 - p2 = 乙Ro

Ri

R
k姿zr2(R)

滓兹兹dR . (12)

对给定的跨壁压 p1 - p2, 由式(12)可得对应的变形后的管壁内径,于是就可描述管壁的

变形情况,并由式(6)和(10)可得管壁中应力分布情况.

2摇 正常静脉压下的变形和应力

由式(12)给出的正常静脉压下,对应不同轴向拉伸的静脉壁的变形曲线如图 2 所示;由

摇 图 2摇 静脉壁的变形曲线

摇 Fig. 2摇 Deformation curves for the venous wall

式(6)和(10)给出的在给定状态(姿z = 1. 0, q =
0郾 3 kPa 及 姿z = 1. 6, q = 0郾 3 kPa) 下静脉壁中的

应力分布如图 3 所示;静脉壁内壁处应力随跨壁

压(可能的血压波动)的变化如图 4 所示. 图中, x
= ri / R i 描述管壁内径的变化. 计算中用到的几何

参数和材料常数分别为[1]

摇 摇 R i = 2. 351 89 mm, Ro = 2. 431 89 mm,
摇 摇 Cel = 2 099. 5 Pa, 姿el,max = 2. 247 9,
摇 摇 姿兹,max = 1. 565 7, C inel = 0. 007 96,
摇 摇 渍 = 60毅 .
如图 2 所示,正常静脉压下静脉壁的变形曲

线是单调的,表明静脉壁的变形是均匀的,静脉壁的口径随跨壁压的增大而增加,并具有明显

的材料强化效应. 且由图可见,在同一跨壁压作用下静脉壁的变形随轴向拉伸的增大而减小,
表明轴向拉伸有抑制静脉壁变形的作用.

由图 3 和图 4 可见,环向应力和轴向应力分量均随静脉壁半径的增加而减小,它们均随
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图 3摇 静脉壁中的应力分布曲线 图 4摇 内壁处的应力变化曲线 (姿z = 1. 6)

Fig. 3摇 Stress distribution curves for Fig. 4摇 Variety of stresses for the venous
the venous wall internal wall (姿z = 1. 6)

轴向拉伸的增大而增加. 同时,两个应力分量均随跨壁压的增大而增加,表明血压增高时静脉

壁中应力负担增大. 另外环向应力分量一般大于轴向应力分量,可见静脉壁的强度决定于环向

应力分量.

3摇 负压失稳问题

由式(12)给出的跨壁压为负,即外压大于内压情况下对应不同轴向拉伸的静脉壁的变形

曲线如图 5 所示. 由图可见,静脉壁的变形曲线不再是单调的,存在一个临界跨壁压 pcr,当跨

壁压 p1 - p2 < pcr 时, 静脉壁的变形量随负跨壁压绝对值的增大而增加; 但当跨壁压

p1 - p2 逸 pcr 时,即便负跨壁压绝对值减小,静脉壁的变形量仍继续增加. 此时对应于同

一跨壁压值可能有两个变形值,表明在静脉壁的变形过程中存在稳定性问题.

图 5摇 静脉壁负压变形曲线 图 6摇 静脉壁能量曲线

Fig. 5摇 Deformation curves under the negative Fig. 6摇 Energy curve for the venous wall
pressure for the venous wall

为了确定解的稳定性,需要讨论静脉壁的能量. 跨壁压作用下静脉壁的总势能可写为

摇 摇 E = 乙
V
WdV - 乙

A
(p1 - p2)( ri - R i)dA =

摇 摇 摇 摇 2仔乙 Ro

Ri

RWdR - 2仔R i(p1 - p2)( ri - R i) . (13)

将式(5)代入式(13),经过数值计算可得跨壁压作用下静脉壁变形后的能量曲线,跨壁压
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为负, 姿z = 1. 0 时的能量曲线示于图 6. 由图可见,当变形小于对应于临界跨壁压值 pcr 的临界

变形时,即当 p1 - p2 < pcr 时,静脉壁的总势能随其变形的增长而减小,即这个阶段的变形

是稳定的,静脉壁的变形是随着跨壁压绝对值的增大而均匀收缩;当变形大于对应于临界跨壁

压值 pcr 的临界变形时,即当 p1 - p2 逸 pcr 时,静脉壁的总势能随其变形的增长而增加,即
这个阶段的变形是不稳定的,静脉壁塌陷,发生失稳变形.

同时,由图 5 可见,静脉壁的临界跨壁压的绝对值随轴向拉伸的增大而增加,表明在负压

变形情况下,轴向拉伸有增加静脉壁稳定性的作用. 另外,静脉壁变形发生失稳时临界跨壁压

的绝对值,如 pcr = 0. 928 Pa(姿z = 1. 0), pcr = 1. 037 Pa(姿z = 1. 2),pcr = 1. 262 Pa(姿z = 1. 4),
pcr = 1. 720 Pa(姿z = 1. 6) 均远小于正常的静脉压 p1 - p2 = 0. 3 ~ 1. 0 kPa, 即在负压变形情况

下,即使负跨壁压很小,静脉壁也很容易发生失稳变形.
静脉壁一旦发生失稳变形,即塌陷,就可能引起静脉壁的损伤或静脉中血流的改变,从而

形成静脉血栓,并进而可能引起静脉功能不全或引起静脉血栓栓塞及肺梗塞等心血管疾病,最
后可能导致死亡或残疾[1鄄3] .

4摇 结摇 摇 论

本文应用一类超弹性应变能函数研究了静脉壁的变形和应力等力学特性,并分析了静脉

壁的负压失稳问题. 正常静脉压下静脉壁的变形曲线和应力分布曲线表明,正常静脉压下静脉

壁的变形是均匀单调的,静脉壁的口径随跨壁压的增大而增加,壁中以环向应力分量为大,且
环向和轴向应力分量均随管壁半径的增加而降低. 负跨壁压下即外压大于内压情况下,静脉壁

的变形曲线表明静脉壁的变形不再是单调的,存在稳定性问题. 能量曲线表明管壁可以发生失

稳变形,且静脉壁变形发生失稳时临界跨壁压的绝对值远小于正常的静脉压,即在负压变形情

况下静脉壁很容易发生失稳变形.
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Mechanical Performance and Negative Pressure
Instability for Venous Walls

REN Jiu鄄sheng
(Shanghai Key Laboratory of Mechanics in Energy and Environment Engineering,
Department of Mechanics, Shanghai University, Shanghai 200444, P. R. China)

Abstract: Mechanical properties, such as the deformation and stress distributions for venous
walls under the combined loadings of transmural pressure and axial stretch were examined
within the framework of nonlinear elasticity with one kind of hyper鄄elastic strain energy func鄄
tion. The negative pressure instability problem of the venous wall was explained through energy
comparison. The deformation equation of the venous wall under the combined loads was ob鄄
tained with a thin鄄walled circular cylindrical tube at first. The deformation curves and the stress
distributions for the venous wall were given under the normal transmural pressure, and the reg鄄
ulations were discussed. Then, the deformation curves of the venous wall under negative trans鄄
mural pressure, or when the internal pressure was less than the external pressure, were given.
Finally, the negative pressure instability problem was discussed through energy comparison.

Key words: venous wall;hyper鄄elastic strain energy function;deformation and stress distribu鄄
tion;negative pressure instability
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