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摘要:摇 得到了 Helbing 交通流流体力学模型的标准守恒形式,并证明了模型的双曲性,这对研究

模型的解析性质和数值格式至关重要. 基于给出的守恒形式,设计了高效求解模型方程的 LDG(lo鄄
cal discontinuous Galerkin)格式,并模拟了由不稳定平衡态到稳定的时停时走波的演化. 数值模拟

也表明,通过扩散系数校正确实使模型得到改进,避免了车辆碰撞和出现极端高密度.
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引摇 摇 言

Lighthill 和 Whitham[1]与 Richards[2]分别首先提出了交通流流体力学模型,即 LWR 模型.
其理论依据是将交通流比拟为连续介质,从而使交通流满足质量守恒方程:

摇 摇 鄣籽
鄣t + 鄣籽V

鄣x = 0, (1)

其中, 籽(x,t) 为密度,V(x,t) 为平均速度. 为使方程(1)封闭,LWR 模型假设存在所谓的平衡

速度鄄密度关系 V = Ve(籽), 对应速度鄄密度相平面内的一条固定曲线. 然而,这样的假定与多数

实测的经验数据并不相符.
为改进 LWR 模型,许多学者引入了交通加速度方程,其中大多数方程可以写为如下统一

的形式:

摇 摇 鄣V
鄣t + V 鄣V

鄣x =
Ve(籽) - V

子 - 1
籽

鄣P
鄣x, (2)

上式中,左边第 1 项及第 2 项分别描述松弛及期望效应, 子 和 P 分别为松弛时间和交通压力.
松弛项表明车辆在速度 V小于平衡速度 Ve(籽) 时应该加速,反之则需减速. 压力 P = P(籽) 被假

定为密度的增函数,即 P忆(籽) > 0,说明下游的密度较小即 籽x < 0 时,车辆可以加速,反之则需

减速. 车辆实际的加速或减速依赖于松弛项和交通压力项之间的相互作用.
由 Payne[3]和 Whitham[4]首次给出的高阶模型(PW 模型)将压力函数取为 P = c20籽,其中常
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数 c0 > 0 为声速. Kerner 和 Konh覿user[5](KK)将压力函数修正为 P = c20籽 - 浊0Vx, 其中常数 浊0

> 0 为扩散系数. 更重要的是,他们通过引入非凸的基本图 Qe(籽) 以 籽Ve(籽), 明显改进了 PW
模型,使在松弛和压力项的相互作用下,KK 模型能够描述时停时走波,也即交通流中最重要

的非线性波. 关于高阶模型及其研究,还可参考文献[6鄄11].
为简化类 Boltzmann 交通流模型[12鄄16](相关讨论还可参考后续的研究[17鄄20] ),文献[21]仍

以气体运动学为基础,提出了如下的交通压力函数:

摇 摇 P = 籽专
1 - 籽s(V) -

浊0

1 - 籽s(V)
鄣V
鄣x, (3)

其中速度方差 专(x,t) 为求解变量,可由与热传导类似的方程确定:

摇 摇 鄣专
鄣t + V 鄣专

鄣x = - 2P
籽

鄣V
鄣x - 1

籽
鄣J
鄣x + 2

子 (专e(籽) - 专), (4)

上式中

摇 摇 J = -
资0

1 - 籽s(V)
鄣专
鄣 x (5)

表示“速度方差的流量冶,专e(籽) 为期望或平衡态下的速度方差,资0 为正常数. 类似于方程(2),
方程(4)包含对流、扩散及松弛效应;由方程(1)、(2)和(4)即构成其交通流流体力学模型.
Helbing[21]假定 s(V) = 0,我们称相对应的模型为“原模型冶 . 然而,他认为将 s(V) 修正为

摇 摇 s(V) = l + V驻T (6)
将更加合理,其中 l 为平均车长,驻T 可以视为驾驶员的平均反应时间, 从而 V驻T 为安全距离.
我们将对应于(6)的模型称为“改进模型冶. 由于可通过移除方程(4)和(5),并取 专 = c20 和

s(V) = 0 得到 KK 模型,Helbing 模型可以视为对 KK 模型的改进.
本文定义了 Helbing 模型的标准守恒形式,并证明了模型的双曲性质. 守恒形式的意义是

保证能给出弱解的定义,双曲性质则保证模型具有交通流描述所要求的有限传播速度. 虽然交

通流不存在“动量冶和“能量冶守恒,但确定的守恒形式是数学上所要求的. 读者可参考文献

[8],该文献通过给出 PW 模型的两种守恒形式,说明不同的守恒形式会得到不同的激波. 然
而,迄今为止我们没有看到关于 Helbing 流体力学模型双曲性质或守恒形式的讨论. 相关内容

见本文第 1 节.
基于守恒律方程弱解理论,确定守恒形式更是为了设计合理的数值格式[22] . 通过处理扩

散系数矩阵,本文将 LDG 格式[23鄄25]应用于 Helbing 模型. 虽然模型方程包含松弛项,该项与对

流项和扩散项相互作用产生复杂的非线性效应,从而使标准 LDG 格式所具有的非线性稳定性

质[23鄄24]在这里不能得到保证,不过数值模拟说明本文所设计的 LDG 格式对足够小的扩散系数

仍能给出稳定和收敛的数值解. 相关讨论见第 2 节. 最后,我们通过第 3 节总结全文.

1摇 模型方程的守恒形式和基本性质

为方便表达,通过下面的替换将变量进行无量纲化:
摇 摇 x 寅 Lx, t 寅 Lt / Vf, 籽 寅 籽jam 籽, V 寅 VfV, Ve(籽) 寅 VfVe(籽), 专 寅 专0专,
摇 摇 专e(籽) 寅 专0专e(籽), 浊0 寅 L 籽jamVf浊0, 资0 寅 L 籽jamVf资0, 子 寅 L子 / Vf,

其中 L为计算区域[0,L] 的长度,Vf 为畅行速度,籽jam(以 l -1) 为最大密度,专0 为最大速度方差,

具体值将随函数 Ve(籽) 和 专e(籽) 在第 2 节给出. 此外,我们定义 c0 = 专0 / Vf 和 s0 = 籽jamVf驻T .
尽管无量纲化可能改变方程的形式, 但在下面的方程变换中,我们仍采用相同的编号(1) ~

8301 李摇 书摇 峰摇 摇 摇 张摇 摇 鹏摇 摇 摇 黄摇 仕摇 进



(6)标记所对应的无量纲化方程.
1. 1摇 守恒形式

方程(1)描述了质量守恒. 类似对流体力学方程所作的守恒变换,可通过组合 (1) 伊 V +
(2) 伊 籽 得到:

摇 摇 鄣(籽V)
鄣t + 鄣(籽V 2 + P)

鄣x = 籽
子 (Ve(籽) - V), (7)

这类似于“动量守恒冶方程. 然而,另一守恒方程需通过较复杂的变换得到,即通过组合 (1) 伊
(V 2 + c20专) + (2) 伊 2籽V + (4) 伊 籽 给出:

摇 摇
鄣(籽V 2 + c20籽专)

鄣t +
鄣(籽V 3 + c20籽V专 + 2PV)

鄣x =

摇 摇 摇 摇
2籽V(Ve(籽) - V)

子 - 鄣J
鄣x +

2c20籽
子 (专e(籽) - 专) . (8)

方程(8)类似于“能量守恒冶. 将方程(3)、(5)和(6)代入方程(7)和(8),则方程(1)、(7)和
(8)构成如下的守恒方程组:

摇 摇

鄣籽
鄣t + 鄣(籽V)

鄣x = 0,

鄣(籽V)
鄣t +

鄣(籽V 2 + c20籽专 / (1 - 籽s(V)))
鄣x =

摇 摇 籽
子 (Ve(籽) - V) + 鄣

鄣x
浊0

1 - 籽s(V)
鄣V
鄣

æ
è
ç

ö
ø
÷

x
,

鄣(籽V 2 + c20籽专)
鄣t +

鄣(籽V 3 + c20籽V专 + 2c20籽V专 / (1 - 籽s(V)))
鄣x =

摇 摇 2籽V
子 (Ve(籽) - V) +

2c20籽
子 (专e(籽) - 专) + 鄣

鄣x
2浊0V

1 - 籽s(V)
鄣V
鄣

æ
è
ç

ö
ø
÷

x
+

摇 摇 鄣
鄣x

c20资0

1 - 籽s(V)
鄣专
鄣

æ
è
ç

ö
ø
÷

x

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï .

(9)

方程组(9)可与流体力学中的 Navier鄄Stokes 方程类比. 然而,我们需明确证明方程组对流

项部分的双曲性质.
1. 2摇 双曲性

将守恒变量表示为 u = (u1,u2,u3) T = (籽,籽V,籽V 2 + c20籽专) T, 则可将方程组(9)写为下面

的向量形式:
摇 摇 ut + fx(u) = S(u) + (缀(u)ux) x, (10)

其中,流通量

摇 摇 f(u) = ( f1(u), f2(u), f3(u)) T =

摇 摇 摇 摇 u2,
u2

2

u1
+

u1u3 - u2
2

u1(1 - u1 - s0u2)
,
u2u3

u1
+

2(u1u2u3 - u3
2)

u2
1(1 - u1 - s0u2

æ

è
ç

ö

ø
÷

)

T

,

源项

摇 摇 S(u) = 0,
u1Ve(u1) - u2

子 ,
2[u2Ve(u1) + c20u1 专e(u1) - u3]æ

è
ç

ö
ø
÷

子

T

,

以及扩散系数矩阵
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摇 摇 缀(u) =

0 0 0
- 浊0u2

u2
1(1 - u1 - s0u2)

浊0

u1(1 - u1 - s0u2)
0

- 资0u1u3 + 2(资0 - 浊0)u2
2

u3
1(1 - u1 - s0u2)

2(浊0 - 资0)
u2

1(1 - u1 - s0u2)
资0

u1(1 - u1 - s0u2

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

)

.

以上为包含扩散项双曲守恒方程的标准形式[22] .
通过求解特征多项式 | 鄣f(u) / 鄣u - 姿I | = 0,其中 鄣f(u) / 鄣u表示 f(u) 的 Jacobi 矩阵, I 为

单位矩阵,可以得到 3 个特征值:

摇 摇

姿1(籽,V,专) = V +
s0c20籽专 - ( s0c20籽专) 2 + 12c20专(1 - 籽s(V)) 2

2(1 - 籽s(V)) 2 ,

姿2(籽,V,专) = V,

姿3(籽,V,专) = V +
s0c20籽专 + ( s0c20籽专) 2 + 12c20专(1 - 籽s(V)) 2

2(1 - 籽s(V)) 2

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï .

{由于 姿 }i
3
i = 1 互不相同,且满足 姿1 < 姿2 < 姿3, 因而方程组(9)是严格双曲的.

2摇 数 值 模 拟

只有基于标准守恒形式(10)来设计数值格式,才能得到模型方程的弱解. LDG 方法能较

好地处理扩散项,从而较好地保障得到稳定和收敛的物理解. 其基本思想是将扩散项并入对流

项,使方程组看起来具有标准的守恒形式,同时使对流和扩散效应能得到平衡,取得较好的迎

风效果. 可参考文献[23鄄25].
对本文所讨论的模型,我们同时将松弛项并入对流项,以期得到类似的、协调各项相互作

用的效果.
2. 1摇 数值格式

引入新向量 q = ux 和 p = 乙 x

0
S(u(孜,t))d孜, 从而将方程组(10)改写为

摇 摇
ut + Fx(u,q,p) = 0,
q - ux = 0{ ,

(11)

其中

摇 摇 F(u,q,p) = f(u) - p - 缀(u)q .
给定初值 u(x,0) = u0(x) 以及适当的边界条件,可运用 LDG 方法得到方程组(11)的数值

解 uh(x,t) . 具体步骤可简述如下:
1) 将计算区间 [0,L] (或无量化区间[0,1]) 分割为:I j = [x j -1 / 2,x j +1 / 2],在每一区间 I j 上

运用函数 uh(x,t) 沂 u( I j) 逼近解函数 u(x,t) . 其中 u( I j) 表示 I j 上次数不超过 k 的多项式空

间.
2) 在每一区间 I j 上,给出方程组(11)(及其初值 u(x,0) = u0(x)) 的弱形式,由其导出半

离散格式,简记为如下常微分方程组:

摇 摇
duh

dt = L(uh),摇 摇 x 沂 I j . (12)

3) 运用 TVD Runge鄄Kutta 时间离散求解常微分方程组(12).
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上述步骤 2)所涉及的边界值 F(u(x j +1 / 2,t),q(x j +1 / 2,t),p(x j +1 / 2,t)) 和 u(x j +1 / 2,t) 需由数

值流通量 F 和 u 逼近. 本文将这些数值流通量定义为

摇 摇 F(u -,u +;q -,q +;p) = f(u -,u +) - 缀(u -)q - + 缀(u +)q +

2 - p,

摇 摇 u(u -,u +) = u - + u +

2 ,

并将 f(u -,u +) 取为 Lax鄄Friedrichs 数值流通量:

摇 摇 f(u -,u +) = 1
2 [ f(u -) + f(u +) - 琢(u + - u -)], 琢 = max

u
max

i沂 1,2,{ }3
| 姿 i(u) | .

其中,上标“-冶和“+冶分别表示对应向量在边界 x = x j +1 / 2 左侧和右侧的间断解值. 此外,在步骤

3) 中需对 uh 使用斜率限制器. 以下数值模拟在步骤1) 和2) 中取 k = 1,在步骤 3)中采用三阶

精度的时间离散.
2. 2摇 数值模拟

取如下的参数值:
摇 摇 子 = 0. 5 min, 浊0 = 600 km / h, 资0 = 600 km / h, l = 5 m, 驻T = 0. 75 s, L = 10 km .

同时,将方程(2) ~ (5)中的函数 Ve(籽) 和 专e(籽) 取为

摇 摇 Ve(籽) = Vf 1 + exp 籽 / 籽 jam - 0. 25
0.

æ
è
ç

ö
ø
÷

é
ë
êê

ù
û
úú06

-1

- 3. 72 伊 10 -{ }6 ,

摇 摇 专e(籽) = 专0 1 + exp 籽 / 籽 jam - 0. 25
0.

æ
è
ç

ö
ø
÷

é
ë
êê

ù
û
úú06

-1

- 3. 72 伊 10 -{ }6 ,

其中, Vf = 120 km / h, 籽 jam = 200 km -1 和 专0 = (45 km / h) 2 . 采用周期边界和假定如下的初值:

摇 摇
籽(x,0) = 0. 3籽 jam,
V(x,0) = Ve(籽(x,0))(1 + 0. 01sin(2仔x / L)),
专(x,0) = 专e(籽(x,0))

ì

î

í

ïï

ïï .

(13)

上述设定与文献[21]完全一致.
若移除 0. 01sin(2仔x / L), 初值(13)显然可以给出模型的一个平衡解. 换言之,初值是对

平衡解的扰动. 线性稳定性分析表明原模型和改进模型的以上平衡解是不稳定的[21],因此可

以预期交通演化将远离上述平衡态. 图 1 显示了 t 臆 1 h 的密度演化情况. 图 2 则显示交通状

态最终可以演化为稳定的、几乎不改变形状的行波,即我们所熟知的时停时走波.
通过对图 1 和图 2 的比较,可以看出由改进模型能够得到较小的最大密度值和较光滑的

波形. 这些差别缘于守恒方程组(9)中扩散系数的不同. 由物理要求,这些系数必须非负以保

证模型的稳定性. 这一要求对原模型显而易见,对改进模型却隐含

摇 摇 1 - 籽s(V) 逸 0 或 籽 臆
籽 jam

1 + V驻T籽 jam
,

由此可得小于 籽 jam 的密度上界. 从上面的不等式还可看出,驾驶员对交通变化反应越快,上述

密度上界越小,因此可避免出现极端高密度和车辆碰撞. 这说明通过对扩散系数校正确实改进

了原模型.
通过设定相同参数,图 1(b)得到与文献[21]几乎完全相同的数值结果,不过文献[21]的

结果是基于非守恒格式并采用了经典的 Lax鄄Wendroff (LW). 我们认为上述的相同或相似缘于

较大的扩散系数 浊0 = 资0 = 600 km / h,这些系数也可以理解为扩散效应传播速度. 众所周知,较
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大的扩散效应可以增强经典数值格式如 LW 格式的数值稳定性. 此外,较大的扩散效应还会使

解函数足够光滑,从而极大减小由守恒和非守恒模型方程得到的数值解之间的差别. 然而,同
样众所周知的是,随扩散系数 (浊0 和 资0) 越来越小,类似 LW 的经典有限差分格式将导致非物

理震荡,直至完全失去数值稳定性.

(a) 取 s(V) = 0, 对应原模型 (b) s(V) 由式(6)给出,对应改进模型

(a) With s(V) = 0, which corresponds (b) With s(V) given by Eq. (6), which
to the original model corresponds to the improved model

图 1摇 由对初始平衡解状态扰动(13)所引起的交通演化

Fig. 1摇 Evolution of traffic flow under the perturbed equilibrium initial state Eq. (13)

(a) 原模型 (b) 改进模型

(a) The original model (b) The improved model
图 2摇 模拟的时停时走波密度波形

Fig. 2摇 Density profiles indicating a stop鄄and鄄go traveling wave

注意到扩散系数 浊0 和 资0 仅仅是理论参数,其取值应允许足够的范围以便与实测数据比

较. 因此,数值格式也应允许 浊0 和 资0 的取值变化,尤其是当 浊0 和 资0 较小时仍然适用. 对标准

的对流鄄扩散方程,LDG 格式对足够小的扩散系数可以保证某些非线性稳定性(如 L1 和 TV 稳

定) [23鄄24] . 然而,本文所讨论的模型还包含松弛项,因此类似的稳定性不能从理论上得到保证.
我们取扩散系数 浊0 = 资0 的 3 组较小的值,而其它参数取值不变,所得数值结果如图 3 所

示. 对原模型和改进模型,可以看到最大密度随扩散系数减小而增大这一合理变化. 同时,还可

以观察到由改进模型所产生的时停时走波的下游波阵面变陡,非常接近于激波;而由原模型产

生的下游波阵面无明显变化.
注意到其对扩散系数变化的敏感性以及向上游传播的特性,上述波阵面(尤其是对改进
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(a) 原模型 (b) 改进模型

(a) The original model (b) The improved model
图 3摇 t = 3 h 时的密度分布,其中取较小的扩散项系数 浊0 = 资0

Fig. 3摇 Density profiles at t = 3 h, with smaller diffusion coefficients 浊0 = 资0

模型而言)主要与 姿1 鄄特征场有关,其中,声速 c1 以 V - 姿1 关于 s(V) 单调递增. 而我们指出,较
大声速对应较强的非线性效应,因此对这一特征场而言,改进模型(对应 s(V) > 0) 具有比原

始模型(对应 s(V) = 0) 更强的非线性效应. 这解释了图 3(a)和(b)中下游波阵面的不同变化

趋势.
与经验数据比较,以上取值 浊0 = 资0 = 10 km / h 已经足够小. 然而,当我们为检验数值格式

的稳定性而取 浊0 = 资0 = 5 km / h 或更小时,则得到失真或不稳定的解. 进一步的改进同样应基

于方程组(11),通过引入“迎风冶限制器,其作用是使松弛效应与对流和扩散效应能得到较好

的耦合.

3摇 结摇 摇 论

本文推导了 Helbing 交通流动力学模型的标准守恒形式并证明其双曲性. 通过合理处理

扩散和松弛项,设计了适于求解这一模型的 LDG 方法. 通过数值模拟再现了从不稳定平衡态

到时停时走波的演化. 与原始模型比较,由改进模型模拟所得到的时停时走行波具有较光滑的

波形和较小的最大密度值. 通过比较扩散系数,可以看出改进模型具有更小的密度上界,由此

可确保模型不会产生车辆相撞的结果. 基于以上守恒形式及其相应的数值格式,在进一步的研

究中还可得到这一模型更多的性质.
本文所设计的 LDG 格式保证了取足够小扩散系数时的数值稳定性,但仍需改进以处理扩

散系数更小或消失的情形.
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Conservation Form of Helbing爷s Fluid
Dynamic Traffic Flow Model
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Abstract: A standard conservation form was derived, the hyperbolicity of Helbing爷 s fluid dy鄄
namic traffic flow model was proved, which was essential for general analytical and numerical
study of this model. On the basis of this conservation form, a local discontinuous Galerkin
scheme is designed to solve the resulting model efficiently. The evolution of an unstable equilib鄄
rium traffic state leading to a stable stop鄄and鄄go traveling wave was simulated. This simulation
also verifies that the model has been truly improved through the introduction of modified diffu鄄
sion coefficients, thereby helping to protect vehicles from collisions and avoiding the appear鄄
ance of extremely large density.

Key words: conservation form; hyperbolicity; local discontinuous Galerkin method; stop鄄and鄄
go wave
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