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摘要：　 针对纤维增强复合材料的有限变形，基于 Ｓｐｅｎｃｅｒ 的连续介质力学不变量理论，提出了一

种考虑纤维弯曲刚度的非线性超弹性本构模型．通过引入变形后纤维方向向量的梯度项，把单位体

积的自由应变能分解为便于参数识别的体积变形、等容变形、各向异性变形和弯曲刚度 ４ 部分．理
论和实验分析均表明传统的基于连续介质力学的纤维增强复合材料有限变形理论不适用于弯曲

变形，必须考虑纤维弯曲刚度的影响．数值仿真结果也验证了在应变能函数中增加弯曲刚度项是必

要的．
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引　 　 言

基于连续介质力学理论的纤维增强复合材料有限变形理论，由 Ａｄｋｉｎｓ 和 Ｒｉｖｌｉｎ 首先提出

并建立［１］ ．Ｓｐｅｎｃｅｒ 采用不变量的方法［２⁃３］，把纤维方向用参考构型的一个单位向量来表示，对
纤维增强复合材料有限变形的理论进一步细化．这种方法被广泛地应用于复合材料在有限变

形的情况下，特别是在工业和生物力学界，橡胶纤维增强材料组成的空气压缩弹簧［４］ 和生物

中的椎间盘组织，并取得了很好的成果，证明了这种方法的有效性．Ｐｅｎｇ 等提出一种新的本构

方程［５］，把人体椎间盘纤维环单位体积能量函数分为基质、纤维和两者的交互作用 ３ 部分，并
通过分步的实验确定材料参数，实验和仿真的数据符合得很好．在生物力学中另一重要应用是

动脉壁本构的建立［６］ ．但是当把这种基于连续介质力学建立的均质化本构模型用于弯曲模型

时，发现单纯的 Ｓｐｅｎｃｅｒ 建立的纤维增强的有限变形理论并不能准确描述弯曲的力学行为，因
为传统的 Ｓｐｅｎｃｅｒ 理论有一个前提即假设：纤维是无限柔软的．这在大部分情况下，比如拉伸和

１７４

　 应用数学和力学，第 ３５ 卷 第 ５ 期
　 ２０１４ 年 ５ 月 １５ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３５，Ｎｏ．５，Ｍａｙ．１５，２０１４

∗ 收稿日期：　 ２０１３⁃１２⁃１６； 修订日期：　 ２０１４⁃０４⁃０４
基金项目：　 国家自然科学基金（１１１７２１７１）
作者简介：　 孙书蕾（１９８０—），男，湖北荆门人，博士生（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｂｏｂｓｕｎｓｔｕｙ＠ ｇｍａｉｌ．ｃｏｍ）；

彭雄奇（１９７０—），男，湖南娄底人，教授，博士，博士生导师（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ：
ｘｑｐｅｎｇ＠ ｓｊｔｕ．ｅｄｕ．ｃｎ）．



压缩情况下是有效的假设．在传统的 Ｓｐｅｎｃｅｒ 理论中没有任何尺寸方面的参数，因而也不能解

释任何方面的尺寸效应，弯曲变形就是一个例子．Ｓｐｅｎｃｅｒ 为此建立了考虑纤维尺寸效应的基

于不变量的模型［７］，但是模型过于复杂，只具有理论方面的意义，至今没有见到任何实际应用．
本文在 Ｓｐｅｎｃｅｒ 建立的不变量理论［７］ 的基础上，试图建立一种考虑纤维弯曲刚度的各向

异性超弹性本构模型，即增加依赖于变形后纤维方向向量梯度的参数，从而和曲率建立关系．
仿真结果与橡胶帘线复合材料弯曲实验数据的对比证明了模型的正确性．

１　 橡胶⁃帘线本构模型

１．１　 传统的各向异性超弹性纤维增强复合材料本构模型

根据 Ｓｐｅｎｃｅｒ 的各向异性纤维增强复合材料理论［３］，单位体积的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 应变能量函数

依赖于变形梯度和纤维方向：
　 　 Ｗ ＝ Ｗ（Ｃ，Ａ） ． （１）

Ｃ ＝ ＦＴ·Ｆ是右 Ｃａｃｕｃｈｙ⁃Ｇｒｅｅｎ（柯西 ⁃格林） 变形张量，Ａ代表纤维初始方向的单位向量，这里Ｆ
是变形梯度张量．单位体积的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 应变能量函数也可以写成关于 Ｃ 和 Ａ 的不变量的形式：

　 　

Ｗ ＝ Ｗ［ Ｉ１（Ｃ）， Ｉ２（Ｃ）， Ｉ３（Ｃ）， Ｉ４（Ｃ，Ａ）， Ｉ５（Ｃ，Ａ）］，

Ｉ１（Ｃ） ＝ ｔｒ（Ｃ）， Ｉ２（Ｃ） ＝ １
２
［（ｔｒ Ｃ） ２ － ｔｒ（Ｃ２）］， Ｉ３（Ｃ） ＝ ｄｅｔ（Ｃ），

Ｉ４ ＝ （Ｃ，Ａ） ＝ Ａ·Ｃ·Ａ， Ｉ５（Ｃ，Ａ） ＝ Ａ·Ｃ２·Ａ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２）

变形梯度 Ｆ可以分解为等容变形和体积变形，因此可以把应变能量函数分解为以下 ３ 个部分［６］：

　 　 Ｗ ＝ Ｗｖｏｌ（Ｊ） ＋ Ｗｉｓｏ（ Ｉ
－

１，Ｉ
－

２） ＋ Ｗａｎｉ（ Ｉ
－

４，Ｉ
－

５）， （３）
Ｗｖｏｌ，Ｗｉｓｏ，Ｗａｎｉ 分别代表体积变形、各向同性变形和各向异性变形所引起的弹性变形能．Ｊ ＝ Ｉ３
＝ ｄｅｔ（Ｆ） 是变形体积比，Ｉ

－

１，Ｉ
－

２，Ｉ
－

４ 和 Ｉ
－

５ 为相应的偏不变量：

　 　 Ｉ
－

１ ＝ Ｊ －２ ／ ３Ｉ１， Ｉ
－

２ ＝ Ｊ －４ ／ ３Ｉ２， Ｉ
－

４ ＝ Ｊ －２ ／ ３Ｉ４， Ｉ
－

５ ＝ Ｊ －４ ／ ３Ｉ５ ． （４）
为了便于参数拟合，也可以把应变能分解为

　 　 Ｗ ＝ ＷＦ ＋ ＷＭ ＋ ＷＦＭ， （５）
这里，基质贡献的能量ＷＭ 为式（３） 中的Ｗｖｏｌ ＋ Ｗｉｓｏ，ＷＦ ＋ ＷＦＭ 贡献的能量约为式（３） 中的Ｗａｎｉ ．根
据上面的分析，对于各向异性的考虑可压缩性的纤维增强复合材料，单位体积应变能的一个常

见形式为［８⁃１０］

　 　 Ｗ ＝ １
Ｄ
（Ｊ － １） ２ ＋ ∑

３

ｉ ＝ １
ａｉ （ Ｉ

－

１ － ３） ｉ ＋ ∑
３

ｊ ＝ １
ｂ ｊ （ Ｉ

－

２ － ３） ｊ ＋

　 　 　 　 ∑
６

ｋ ＝ ２
ｃｋ （ Ｉ

－

４ － １） ｋ ＋ ∑
６

ｌ ＝ ２
ｄｌ （ Ｉ

－

５ － １） ｌ， （６）

式中， Ｄ 是与体积变形相关的参数，ａ，ｂ，ｃ，ｄ 则分别为不变量相关的参数．根据链导法则，将应

变能函数对右 Ｃａｃｕｃｈｙ⁃Ｇｒｅｅｎ 变量 Ｃ 求导数，就可以得到二阶 Ｐｉｏｌａ⁃Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 应力张量：

　 　 Ｓ ＝ Ｓｖｏｌ ＋ Ｓｉｓｏ ＋ Ｓａｎｉ ＝ ２ ∂Ｗ
∂Ｃ

． （７）

对于近似不可压缩材料

　 　 Ｓｉｓｏ ＋ Ｓａｎｉ ＝ Ｊ －２ ／ ３ｄｅｖ ２∑
５

α ＝ １
α≠３

∂Ｗｉｓｏ＋ａｎｉ

∂Ｉ
－

α

∂Ｉ
－

α

∂Ｃ
－

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ． （８）
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这里

　 　

ｄｅｖ（·） ＝ （·） － （１ ／ ３）［（·） ∶ Ｃ］Ｃ －１，

∂Ｉ
－

１

∂Ｃ
－ ＝ Ｉ，

∂Ｉ
－

２

∂Ｃ
－ ＝ Ｉ

－

１Ｉ － Ｃ
－
，

∂Ｉ
－

４

∂Ｃ
－ ＝ Ａ 􀱋 Ａ，

∂Ｉ
－

５

∂Ｃ
－ ＝ Ａ 􀱋 Ｃ

－
·Ａ ＋ Ａ·Ｃ

－
􀱋 Ａ，

Ｓｖｏｌ ＝ ２
∂Ｗｖｏｌ

∂Ｃ
＝ ＪｐＣ －１，
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ï
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ï
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（９）

ｐ ＝ ｄＷｖｏｌ ／ ｄＪ ．进而可以得到 Ｃａｕｃｈｙ 应力张量：

　 　 σ ＝ ２
Ｊ

Ｆ ∂Ｗ
∂Ｃ

ＦＴ ． （１０）

１．２　 考虑弯曲刚度的纤维增强复合材料本构模型

传统的本构模型中应变能的形式仅仅依赖于变形梯度 Ｆ 和变形前的单位向量 Ａ ．设变形

后的单位向量为 ａ ，纤维方向向量变形前后的关系为

　 　 Ｆ·Ａ ＝ λａ ＝ ｂ， （１１）
λ 为纤维的伸长率．考虑弯曲刚度时，增加一项变形后纤维方向向量 ｂ 的梯度项 Ｇ ＝ ∂ｂ ／ ∂Ｘ，

　 　 Ｗ ＝ Ｗ（Ｆ，Ｇ，Ａ） ． （１２）
根据刚体旋转不变性的要求，即，

　 　 Ｗ（Ｆ，Ｇ，Ａ） ＝ Ｗ（Ｑ·Ｆ，Ｑ·Ｇ，Ａ）， （１３）
这里 Ｑ 为任意正交张量，Ｆ，Ｇ 应该写成标量积的形式，分别为

　 　 Ｃ ＝ ＦＴ·Ｆ， Γ ＝ ＧＴ·Ｇ， Λ ＝ ＦＴ·Ｇ ． （１４）
可得 Γ ＝ ΛＴＣ －１Λ， 再由 Ｃａｙｌｅｙ⁃Ｈａｍｉｌｔｏｎ 公式［１１］：

　 　 Ｉ３Ｃ
－１ ＝ Ｃ２ － Ｉ１Ｃ ＋ Ｉ２Ｉ， （１５）

因此 Γ可以由 Λ，Ｃ 以及 Ｃ 的不变量来表示，最终，Ｗ 可以表示为 Λ，Ｃ，Ａ 的函数：
　 　 Ｗ ＝ Ｗ（Λ，Ｃ，Ａ） ． （１６）

根据文献［１２］中表 １ 的公式，Ｗ为关于Λ，Ｃ，Ａ各向同性的不变量一共有 ３３ 个．由于其过于复

杂，为了简化本构方程，现在假设 Ｗ 更严格依赖于纤维的曲率，即依赖于变形后纤维方向向量

ｂ 的方向导数 Ａ（∂ｂ ／ ∂Ｘ） ＝ Ａ·Ｇ ＝ κ，变形梯度 Ｆ 和变形前的单位向量 Ａ， 即

　 　 Ｗ ＝ Ｗ Ｆ，Ａ，Ａ ∂ｂ
∂Ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１７）

同上， Ｆ，κ 应写成乘积的形式，分别为

　 　 Ｃ ＝ ＦＴ·Ｆ， Ｋ ＝ κＦ ＝ Ａ·Ｇ·Ｆ， κ ２ ＝ κκ ． （１８）
这样 Ｗ 可以表示为 Ｃ，Ａ，Ｋ，κ ２ 的函数：

　 　 Ｗ ＝ Ｗ（Ｃ，Ａ，Ｋ，κ ２） ． （１９）
根据张量函数的表示理论［１２］，一共可以表示为 １１ 个不变量，其中前 ５ 个不变量与公式（２）中
的相同．

　 　

Ｉ６ ＝ Ｋ·Ｋ ＝ Ａ·ΛＴ·Λ·Ａ， Ｉ７ ＝ Ｋ·Ｃ·Ｋ ＝ Ａ·ΛＴ·Ｃ·Λ·Ａ，

Ｉ８ ＝ Ｋ·Ｃ２·Ｋ ＝ Ａ·ΛＴ·Ｃ２·Λ·Ａ， Ｉ９ ＝ Ａ·Ｋ ＝ Ａ·Λ·Ａ，

Ｉ１０ ＝ Ａ·Ｃ·Ｋ ＝ Ａ·Ｃ·Λ·Ａ， Ｉ１１ ＝ Ａ·Ｃ２·Ｋ ＝ Ａ·Ｃ２·Λ·Ａ，
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î

í

ï
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ïï

（２０）
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这里 Λ ＝ Ｆ·Ｇ， 由式（２０）可以得到

　 　

∂Ｉ６
∂Ｃ

＝ ０，
∂Ｉ７
∂Ｃ

＝ （Λ·Ａ） 􀱋 （Λ·Ａ），
∂Ｉ８
∂Ｃ

＝ Λ·Ａ 􀱋 （Ｃ·Λ·Ａ），

∂Ｉ９
∂Ｃ

＝ ０，
∂Ｉ１０
∂Ｃ

＝ Ａ 􀱋 （Λ·Ａ），
∂Ｉ１１
∂Ｃ

＝ Ａ 􀱋 （Ｃ·Λ·Ａ），

∂Ｉ６
∂Λ

＝ ２Λ·Ａ 􀱋 Ａ，
∂Ｉ７
∂Ａ

＝ ２（Ｃ·Λ·Ａ） 􀱋 Ａ，
∂Ｉ８
∂Λ

＝ ２（Ａ２·Λ·Ａ） 􀱋 Ａ，

∂Ｉ９
∂Λ

＝ Ａ 􀱋 Ａ，
∂Ｉ１０
∂Λ

＝ （Ｃ·Ａ） 􀱋 Ａ，
∂Ｉ１１
∂Λ

＝ （Ｃ２·Ａ） 􀱋 Ａ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（２１）

综上所述，考虑弯曲刚度的总应变能形式为

　 　 Ｗ ＝ Ｗｖｏｌ（Ｊ） ＋ Ｗｉｓｏ（ Ｉ
－

１，Ｉ
－

２） ＋ Ｗａｎｉ（ Ｉ
－

４，Ｉ
－

５） ＋ ＷＧ （ Ｉ
－

α ＝ ６，７，８，９，１０，１１）， （２２）
这里 ＷＧ 为不变量中与弯曲刚度相关的 Ｉ６ ～ Ｉ１１ 部分贡献的能量．

２　 应变能具体形式的讨论及相应参数的确定

如图 １ 所示的 Ｖ 带，是广泛应用于汽车、机器和机床等传动的传动带，其结构复杂，除橡

胶外还含有织物和芯线，因而具有各向异性的特性． Ｉｓｈｉｋａｗａ 等对其进行了一系列实验及仿真

研究［１３］，下面主要以他们的实验数据为主进行本构模型的参数拟合和仿真．

图 １　 齿形切边 Ｖ 带 图 ２　 橡胶横向单轴拉伸应力应变曲线

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｒａｗ ｅｄｇｅｄ ｃｏｇｇｅｄ Ｖ⁃ｂｅｌｔ Ｆｉｇ．２　 Ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｕｎｉａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｌｅ ｓｔｒｅｓｓ⁃ｓｔｒａｉｎ
ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｒｕｂｂｅｒ

２．１　 基质橡胶的应变能及参数

基质橡胶通常被看作是一种超弹性材料，为了得到准确的材料参数，对 Ｖ 带进行横向的

单轴拉伸试验，此时得到的应力⁃应变关系可以近似表征为超弹性基质橡胶的性能．运用

ＡＢＡＱＵＳ 超弹性部分自带的数据拟合模块， 考虑到可压缩性， 设定橡胶的 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比为

０．４７， 采用比较典型的 Ｍｏｏｎｅｙ⁃Ｒｉｖｌｉｎ 模型比较符合基质材料的力学性能， 拟合曲线如图 ２ 所

示．考虑可压缩性橡胶的 Ｍｏｏｎｅｙ⁃Ｒｉｖｌｉｎ 应变能形式如下所示：

　 　 Ｗｉｓｏ＋ｖｏｌ ＝ （Ｊ － １） ２ ／ Ｄ ＋ Ｃ１０（ Ｉ
－

１ － ３） ＋ Ｃ０１（ Ｉ
－

２ － ３） ． （２３）
由上述曲线拟合横向单轴拉伸得到的参数为

　 　 Ｄ ＝ ０．０１７ ６３ ＭＰａ －１， Ｃ１０ ＝ － ０．８７５ ＭＰａ， Ｃ０１ ＝ ４．３４７ ８ ＭＰａ ．
２．２　 纤维部分的应变能形式及参数确定

拉伸应变和纤维拉伸率有如下的近似关系：
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　 　 ε ＝ λ － １ ＝ Ｉ４ － １， （２４）

这里， λ 为纤维的伸长率，利用式（２４），通过力⁃位移曲线得到应力和 Ｉ４ － １ 之间的关系，最
后将拉伸应变能表示成 Ｉ４ － １ 的函数，Ｉ５ 贡献的能量与纤维和基质相互作用有关，在这里根据

式（６）写成如下的形式：

　 　 Ｗａｎｉ ＝ Ｃ２ （ Ｉ
－

４ － １） ２ ＋ Ｃ３ （ Ｉ
－

４ － １） ４ ＋ Ｃ４ （ Ｉ
－

５ － １） ２ ＋ Ｃ５ （ Ｉ
－

５ － １） ４ ． （２５）
用 ＭＡＴＬＡＢ 编制程序进行数据拟合．拟合曲线如图 ３ 所示．

图 ３　 纤维纵向单轴拉伸应力⁃应变曲线 图 ４　 数值算例几何模型示意图

Ｆｉｇ．３　 Ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｕｎｉａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｌｅ ｓｔｒｅｓｓ⁃ｓｔｒａｉｎ Ｆｉｇ．４　 Ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘａｍｐｌｅ
ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｂｅｒ

最终得到的材料参数为

　 　 Ｃ２ ＝ ７．９７１ ８ ＭＰａ， Ｃ３ ＝ － ６．７２２ ７ ＭＰａ， Ｃ４ ＝ ０．０８６ ＭＰａ， Ｃ５ ＝ － ０．０２７ ＭＰａ ．
从上面拟合的结果来看， Ｉ４ 贡献的能量要远远大于 Ｉ５ 所贡献的能量．关于 Ｉ５ 更详细的讨论

可以参考文献［５］．
２．３　 纤维弯曲刚度贡献的应变能及参数的确定

从方程（１４）可以看到，不变量中 Ｉ６ 到 Ｉ１１ 都与纤维的曲率相关．为方便起见，这里假设纤维

的变形为线弹性，忽略二次及以上的项，这样对于弯曲刚度贡献的应变能仅仅考虑 Ｉ９， 得到

　 　 ＷＧ ＝ Ｃ６ Ｉ
－ ２
９ ． （２６）

由于加入弯曲刚度的影响后，导致偶应力的产生及应力矩阵不再对称，采取 ＭＡＴＬＡＢ 编程进

行求解．由于缺乏相应的实验数据来确定 Ｃ６ 的具体数值，采取分别取值的方法来研究 ＷＧ 对弯

曲变形的影响．

３　 数 值 验 证

橡胶⁃帘线增强复合材料在实际使用时会产生弯曲现象， 结合前面参数拟合得到的材料

参数， 编制相应有限元程序， 模拟如图 ４ 所示橡胶帘线复合材料⁃传动 Ｖ 带的弯曲仿真．尺寸

为 ６０ ｍｍ×２５ ｍｍ×７ ｍｍ 的长方体试样从传动 Ｖ 带中裁出，纤维方向为一族纵向增强．
图 ５ 为 ＡＢＡＱＵＳ 仿真的有限元模型，加载速度为 １０ ｍｍ ／ ｍｉｎ，复合材料单元为 Ｃ３Ｄ８Ｒ 单

元，冲头和支持部分则设置为解析刚体．考虑对称性，仿真取一半模型以减少计算量．从图 ５ 中

可以看出，试样下部处于拉伸状态时，与压头接触的部分处于压缩状态．图 ６ 为刚性压头质量

力与相应位移的曲线图，可以看出不考虑弯曲刚度，即 Ｃ６ 为 ０ 的时候，仿真得到的曲线和实验

的曲线有很大差距，这也表明传统的连续介质本构模型只适用于单纯的拉伸和压缩，对于弯曲

５７４考虑纤维弯曲刚度的橡胶⁃帘线复合材料各向异性超弹性本构模型



工况并不适用．当分别取 Ｃ６ 为 ５ ＭＰａ 和 ２２．３ ＭＰａ 的时候，可以看到仿真得到曲线和实验的曲

线渐趋一致．从而证明了考虑弯曲刚度的超弹性本构模型的正确性．

图 ５　 弯曲有限元模型 图 ６　 弯曲力⁃位移曲线

Ｆｉｇ．５　 Ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｔｅｓｔ Ｆｉｇ．６　 Ｆｏｒｃｅ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｔｅｓｔ

４　 结　 　 论

１） 理论和仿真的结果均表明传统的基于 Ｓｐｅｎｃｅｒ 连续介质力学理论的纤维增强大变形理

论虽然取得了很大的成果，但仅仅适用于拉伸压缩变形，不适用于弯曲变形．
２） 基于 Ｓｐｅｎｃｅｒ 不变量理论，本文引入变形后纤维向量的梯度项，从而提出一种考虑纤维

弯曲刚度影响的各向异性橡胶⁃帘线复合材料超弹性本构模型，数值算例和实验的对比验证了

模型的正确性．
３） 提出一套参数识别方案，用横向单轴拉伸试验对基质材料进行了数据拟合，确定了基

质的材料参数．然后用沿帘线方向的单轴试验对本构模型其他参数进行数据拟合，最终确定除

弯曲刚度外本构方程的所有材料参数．
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Ｓｈａｎｇｈａｉ ２０００３０， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）
（Ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｅｄ ｂｙ ＰＥＮＧ Ｘｉｏｎｇ⁃ｑｉ， Ｍ． ＡＭＭ Ｅｄｉｔｏｒｉａｌ Ｂｏａｒｄ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｉｎｖａｒｉａｎｔ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｂｙ Ｓｐｅｎｃｅｒ， ａｎ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｈｙｐｅｒｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｍｏｄｅｌ ｉｎｖｏｌｖｉｎｇ ｆｉｂｒｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｅｆｆｅｃｔ ｗａｓ ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ ｆｏｒ ｃｏｒｄ⁃
ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄ ｒｕｂｂｅｒ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｍａｔｅｒｉａｌｓ． Ｔｈｒｏｕｇｈ ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｏｆ ｆｉｂｅｒ ｖｅｃｔｏｒ ａｆｔｅｒ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｕｎｉｔ⁃ｖｏｌｕｍｅ ｓｔｒａｉｎ ｅｎｅｒｇｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｗａｓ ｄｅｃｏｍｐｏｓｅｄ ｉｎｔｏ ｆｏｕｒ ｐａｒｔｓ： ｖｏｌｕｍｅｔ⁃
ｒｉｃ， ｉｓｏｃｈｏｒｉｃ， ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ａｎｄ ｂｅｎｄｉｎｇ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｅｎｅｒｇｙ ｔｅｒｍｓ， ｗｈｉｃｈ ｗｅｒｅ ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔ ｆｏｒ
ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ． Ｂｏｔｈ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｓｔｕｄｙ ｉｎｄｉｃａｔｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ
ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ｆｉｎｉｔｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｆｏｒ ｆｉｂｒｅ⁃ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｉｓ ｎｏｔ ｓｕｉｔａｂｌｅ ｆｏｒ ｂｅｎｄｉｎｇ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ． Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｉｂｒｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
ｔａｋｅｎ ｉｎｔｏ ｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｍｏｄｅｌ’ ｓ ｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓ ｉｓ ｖａｌｉｄａｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｎｕ⁃
ｍｅｒｉｃａｌ ｂｅｎｄｉｎｇ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｐｒｅｖｉｏｕｓ ｔｅｓｔ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ； ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ； ｈｙｐｅｒｅｌａｓｔｉｃ； ｂｅｎｄｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ； ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ
Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１１１７２１７１）

７７４考虑纤维弯曲刚度的橡胶⁃帘线复合材料各向异性超弹性本构模型


