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摘要：　 基于应力梯度理论修正的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ（铁木辛柯）梁模型，结合管间 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｗａａｌｓ（范德

华）力，研究了非局部效应对双壁碳纳米管中弹性波各阶模态的相速度、频率、临界频率、内外管振

幅比等频散特性的影响．数值模拟结果表明：在应力梯度理论修正模型下，对应同一波数，４ 阶模态

的相速度、频率均随剪力非局部因子的增大而减小，且随着剪力非局部因子的等幅增加，相速度、
频率的减小并没有明显的等幅规律；值得注意的是，３、４ 阶模态的内外管振幅比并不是随着剪力非

局部因子的增加依次减小；在波数较高阶段，剪力非局部因子对双壁碳纳米管中波的相速度、频
率、渐近频率、内外管振幅比等频散特性均有显著影响．
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引　 　 言

近年来，碳纳米管作为一种具有潜在用途的特殊材料引起了很多学者的广泛关注．例如，
它可用于制备原子力显微镜、场发射器件，作为飞行器的隐形涂料等等．因此，研究碳纳米管中

波的传播特性，进而深入了解碳纳米管的力学性能具有重要的意义．Ｗａｎｇ 和 Ｈｕ［１］用分子动力

学的方法给出了单壁碳纳米管中弯曲波的频散特性曲线，这种方法多适用于由少数原子或分

子组成的系统．在不考虑非局部效应的情况下，弹性梁模型［２⁃３］ 在研究碳纳米管中波的频散关

系方面已有一些应用．２００３ 年，Ｐｅｄｄｉｅｓｏｎ 等［４］指出纳尺度结构广泛存在非局部效应，Ｌｕ 等［５⁃６］

也指出非局部效应在与纳米技术应用有关的分析研究中起着重要作用，后续有一些研究［７⁃８］在

考虑非局部效应的影响下分析了碳纳米管的振动［９⁃１０］和屈曲［１１］等问题．

８７４

　 应用数学和力学，第 ３５ 卷 第 ５ 期
　 ２０１４ 年 ５ 月 １５ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３５，Ｎｏ．５，Ｍａｙ．１５，２０１４

∗ 收稿日期：　 ２０１３⁃１２⁃１９； 修订日期：　 ２０１４⁃０２⁃１８
基金项目：　 国家重点基础研究发展计划（９７３ 计划） （２０１１ＣＢ６１０３００）；１１１ 引智计划项目（Ｂ０７０５０）；

国家自然科学基金（１１３７２２５２；１１１７２２３９）；大连理工大学工业装备结构分析国家重点实验

室开放基金（ＧＺ０８０２）；高校博士点基金（２０１２６１０２１１００２３）
作者简介：　 王碧蓉（１９８９—），女，陕西人，硕士生（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｗａｎｇｂｉｒｏｎｇ＠ ｍａｉｌ．ｎｗｐｕ．ｅｄｕ．ｃｎ）；

邓子辰（１９６４—），男，辽宁人，教授，博士生导师（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｄｗｅｉｆａｎ＠ ｎｗｐｕ．ｅｄｕ．
ｃｎ）．



目前，碳纳米管中波传播问题的求解主要有分子动力学方法和连续介质力学方法等［２］ ．作
为一种考虑了非局部效应的连续介质模型，本文利用应力梯度修正的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型，在
考虑转动惯量和剪切变形的情况下，结合层间 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｗａａｌｓ 力，重点分析了变化的剪力非局

部因子对双壁碳纳米管中弯曲波的相速度、频率、振幅比等频散特性的影响．

１　 应力梯度修正的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型的建立

在非局部弹性理论中［１２］，定义于一点 ｘ 处的应力状态是由这个结构上所有点的应变共同

决定的［１］ ．为研究微结构的非局部效应对其动力学特性的影响，在处理一维梁模型时，取应力

梯度的本构关系有
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其中 Ｅ，Ｇ 是弹性模量；切应变 γ ＝ ∂ｗ ／ ∂ｘ － ϕ，ϕ 是截面转角；ｌ１，ｌ２ 分别表示非局部弹性材料的

弯矩非局部因子和剪力非局部因子．
为建立梁的动力学方程，建立 Ｏｘｙ坐标系，使 ｘ方向与梁的轴向重合．则梁的弯矩Ｍ和剪力

Ｑ 表示如下：

　 　 Ｍ ＝ ∫
Ａ
ｙσｄＡ， （３）

　 　 Ｑ ＝ ∫
Ａ
τｄＡ ＝ ＡβＧ， （４）

其中 σ ＝ σｘ，τ ＝ σｘｙ，ｙ 表示相应点离中性轴的距离，Ａ 表示梁的横截面面积，Ｉ 是惯性矩，β 是

横截面剪切系数．
由方程（１） ～ （４），有
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梁的平衡方程为［１３］
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由方程（５） ～ （８）得
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方程（９）和（１０）是应力梯度理论修正的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型的控制方程．
基于上述应力梯度理论修正的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型，分析了非局部效应对单壁碳纳米管中
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弯曲波频散关系的影响［１４］ ．并通过将所得结果与分子动力学［１］ 及应力梯度理论修正的 Ｅｕｌｅｒ
（欧拉）梁模型结果对比，证实了模型的可行性与优越性．基于此，拟结合管间 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｗａａｌｓ
力，将上述应力梯度修正的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型推广到研究非局部效应对双壁碳纳米管中弯曲

波频散特性的影响．

２　 双壁碳纳米管中弯曲波的频散关系

为分析弯矩非局部因子和剪力非局部因子不同时，非局部效应对双壁碳纳米管中弯曲波

频散特性的影响，结合控制方程（９）、（１０），在考虑管间 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｗａａｌｓ 力时有
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其中位移分量中下标 １，２ 分别用来区分内外管的变量， Ｃ（ｗ２ － ｗ１） 表示轴向单位长度上两管

间 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｗａａｌｓ 力．在小振幅的线性振动中，两相邻管间任一点处的相互作用力可以用其位

移差的线性函数来表示［３］ ．管间作用系数 Ｃ 表示为［１１］： Ｃ ＝ ３２０（２ｒ－） × １０ －３ Ｊ ／ ｍ２ ／ ０．１６ａ２ ＝
９􀆰 ９１８ ６６７（２ｒ－） × １０１９ Ｎ ／ ｍ３，内径 ｒ－ ＝ （ｄ１ ＋ ｄ２） ／ ４，碳原子晶格间距 ａ ＝ ０．１４２ × １０ －８ ｃｍ ．

在双壁碳纳米管的控制方程（１１）中消去截面转角 ϕ１，ϕ２，即得关于 ｗ１，ｗ２ 的位移方程：
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再代入波函数表达式 ｗ１（ｘ，ｔ） ＝ ｗ－ １ｅｘｐ［ｉｋ（ｘ － ｃｔ）］，ｗ２（ｘ，ｔ） ＝ ｗ－ ２ｅｘｐ［ｉｋ（ｘ － ｃｔ）］， 整理得
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η２
２

＋ ｋ２δ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃ２ －

　 　 　 　
ｃ２Ｌε２

ｃ２Ｓ
ｋ２δ２

２ ＋
ε２

η２
２

δ１δ２ ＋ ｃ２Ｌｋ４δ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

且有

　 　 ｃＬ ＝ Ｅ
ρ
， ｃＳ ＝ Ｇβ

ρ
， η１ ＝

Ｉ１
Ａ１

， η２ ＝
Ｉ２
Ａ２

，

　 　 ε１ ＝ Ｃ
ρＡ１

， ε２ ＝ Ｃ
ρＡ２

， δ１ ＝ １ ＋ ｌ２１ｋ２， δ２ ＝ １ ＋ ｌ２２ｋ２ ．

为研究双壁碳纳米管中波的传播特性，求方程（１４）的非平凡解，即
　 　 Ａ１１Ａ２２ － Ａ１２Ａ２１ ＝ ０． （１５）

代入整理有

　 　 Ｂ８ｃ８ ＋ Ｂ６ｃ６ ＋ Ｂ４ｃ４ ＋ Ｂ２ｃ２ ＋ Ｂ０ ＝ ０， （１６）
其中

　 　 Ｂ８ ＝ １
ｃ４Ｓ

ｋ８δ２
１δ４

２，

　 　 Ｂ６ ＝ － １
ｃ２Ｓ

ｋ６δ１δ３
２ δ１ ２ｋ２ ＋

ε１ ＋ ε２

ｃ２Ｓ
δ２ ＋ １

η２
１

＋ １
η２

２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

２ｃ２Ｌ
ｃ２Ｓ

ｋ２δ２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，
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　 　 Ｂ４ ＝ ｋ４δ２
１δ２

２ ｋ２ ＋ １
η２

１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｋ２ ＋ １

η２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｋ４δ１δ３
２

ｃ２Ｓ
１ ＋ １

η２
１

＋ １
η２

２

æ

è
ç

ö

ø
÷ δ１（ε１ ＋ ε２） ＋é

ë
ê
ê

　 　 　 　 ｃ２Ｌｋ２ ４ｋ２ ＋ １
η２

１

＋ １
η２

２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
ú
ú ＋

ｃ２Ｌｋ６δ４
２

ｃ４Ｓ
［ｃ２Ｌｋ２ ＋ ２δ１（ε１ ＋ ε２）］，

　 　 Ｂ２ ＝ － ｋ２δ１δ２
２ ｃ２Ｌｋ４ １

η２
１

＋ １
η２

２

＋ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ε１δ１

１
η２

１η２
２

＋ ｋ２

η２
１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ε２δ１

１
η２

１η２
２

＋ ｋ２

η２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú －

　 　 　 　
ｃ２Ｌ
ｃ２Ｓ

ｋ４δ３
２ （ε１ ＋ ε２） ２ｋ２ ＋ １

η２
１

＋ １
η２

２

æ

è
ç

ö

ø
÷ δ１ ＋ ２ｃ２Ｌｋ４é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú －

ｃ４Ｌ
ｃ４Ｓ

ｋ６δ４
２（ε１ ＋ ε２），

　 　 Ｂ０ ＝ ｃ２Ｌｋ４δ２
２

ε１

η２
１

＋
ε２

η２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ δ１ ＋ ｃ２Ｌｋ４é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋
ｃ４Ｌ
ｃ２Ｓ

ｋ６δ３
２（ε１ ＋ ε２） ．

从方程（１６）知，双壁碳纳米管有 ４ 阶模态的相速度和频率值，代入 ｋ ＝ ω ／ ｃ，且令 ｋ→０，可

得双壁碳纳米管的截止频率为

　 　 ω２
ｃ１ ＝

ｃ２Ｓ
η２

１

， ω２
ｃ２ ＝

ｃ２Ｓ
η２

２

， ω２
ｃ３ ＝ ε１ ＋ ε２ ． （１７）

从方程（１７）可以明显看出，截止频率与碳纳米管的非局部因子无关，但与 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｗａａｌｓ 系数

有关．同理，令 ｋ → ∞， 即得在应力梯度理论修正的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型下的另一组临界频率，
又称渐近频率：

　 　 ω２
ａ１ ＝

ｃ２Ｌ
ｌ２１
， ω２

ａ２ ＝
ｃ２Ｓ
ｌ２２
， ω２

ａ３ ＝
ｃ２Ｓ
ｌ２２

＋
ｌ２１
ｌ２２

ε１ ＋ ε２ ． （１８）

从上式明确看出，双壁碳纳米管的渐近频率受非局部因子和 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｗａａｌｓ 系数的共同影响．
从方程（１４）有，双壁碳纳米管外管与内管的振幅比为

　 　
ｗ－ ２

ｗ－ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｊ

＝
é

ë

ê
ê
－ １

ｃ２Ｓ
ｋ４δ１δ２

２ｃ４ｊ ＋ ｋ２δ２

ｃ２Ｌ
ｃ２Ｓ

ｋ２δ２ ＋
ε１

ｃ２Ｓ
δ１δ２ ＋ １

η２
１

δ１ ＋ ｋ２δ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃ２ｊ －

　 　 　 　
ｃ２Ｌε１

ｃ２Ｓ
ｋ２δ２

２ ＋
ε１

η２
１

δ１δ２ ＋ ｃ２Ｌｋ４δ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û

ú
ú

é

ë

ê
ê
－
ε１

ｃ２Ｓ
ｋ２δ１δ２

２ｃ２ｊ ＋
ε１

η２
１

δ１δ２ ＋
ｃ２Ｌ
ｃ２Ｓ

ε１ｋ２δ２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û

ú
ú
，

　 　 ｊ ＝ １，２，３，４． （１９）

３　 数 值 算 例

下面用具体数值算例，分析双壁碳纳米管中弯曲波的频散特性．
碳纳米管的材料和几何参数如表 １ 所示，剪切模量可通过 Ｇ ＝ Ｅ ／ ［２（１ ＋ ν）］ 导出，壁厚 ｔ

＝ ０􀆰 ３４ ｎｍ，ｄ１ ＝ ７ ｎｍ ．
图 １ 是应力梯度修正的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型下，双壁碳纳米管中弯曲波各阶模态的相速度

ｃ 随波数 ｋ的变化曲线．取弯矩非局部因子 ｌ１ ＝ ０．４ｒ－，剪力非局部因子根据 ｌ２ ／ ｌ１ 在 ０ 到 １ 之间取

一组值．综合各阶模态的相速度曲线，发现在波数 ｋ ＜ ２．８ × １０８ ｍ－１时，剪力非局部因子对其相

速度影响相对较小，而在波数稍大阶段，剪力非局部因子的变化对各阶模态的相速度均有明显

的影响．在相同波数下，各阶模态的相速度均随剪力非局部因子的增大而减小，当剪力非局部

因子增大到等于弯矩非局部因子时，相速度达到最小值，此时即退化到两个非局部因子相
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等［１５⁃１６］的情况．
表 １　 双壁碳纳米管的材料参数［１５］

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｄｏｕｂｌｅ⁃ｗａｌｌｅｄ ｃａｒｂｏｎ ｎａｎｏｔｕｂｅｓ［１５］

Ｅ ／ （Ｎ ／ ｍ２） ν ρ ／ （ｋｇ ／ ｍ３） β

ｎａｎｏｔｕｂｅ １．０６×１０１２ ０．２５ ２ ２７０ ０．８

（ａ） １，２ 阶模态相速度 ｃ 随波数 ｋ 的变化曲线 （ｂ） ３，４ 阶模态相速度 ｃ 随波数 ｋ 的变化曲线

（ａ） Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｃ ｖｓ． ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒ ｋ ｏｆ （ｂ） Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｃ ｖｓ． ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒ ｋ ｏｆ

ｍｏｄｅ １ ａｎｄ ｍｏｄｅ ２ ｍｏｄｅ ３ ａｎｄ ｍｏｄｅ ４

图 １　 修正的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型下双壁碳纳米管中弯曲波在不同剪力非局部因子取值时

相速度 ｃ 随波数 ｋ 的变化曲线

Ｆｉｇ．１　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｓｈｅａｒ ｆａｃｔｏｒ ｏｎ ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｃ ｖｓ． ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒ ｋ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｄｅｓ ｏｆ

ｄｏｕｂｌｅ⁃ｗａｌｌｅｄ ｃａｒｂｏｎ ｎａｎｏｔｕｂｅｓ， ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ ｂｅａｍ ｍｏｄｅｌ

（ａ） １，２ 阶模态频率 ω 随波数 ｋ 的变化曲线 （ｂ） ３，４ 阶模态频率 ω 随波数 ｋ 的变化曲线

（ａ） Ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω ｖｓ． ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒ ｋ ｏｆ （ｂ） Ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω ｖｓ． ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒ ｋ ｏｆ

ｍｏｄｅ １ ａｎｄ ｍｏｄｅ ２ ｍｏｄｅ ３ ａｎｄ ｍｏｄｅ ４

图 ２　 不同剪力非局部因子下双壁碳纳米管中弯曲波的频率 ω 随波数 ｋ 的变化曲线

Ｆｉｇ．２　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｓｈｅａｒ ｆａｃｔｏｒ ｏｎ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω ｖｓ． ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒ ｋ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｄｅｓ ｏｆ

ｄｏｕｂｌｅ⁃ｗａｌｌｅｄ ｃａｒｂｏｎ ｎａｎｏｔｕｂｅｓ， ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ ｂｅａｍ ｍｏｄｅｌ

　 　 图 ２ 用应力梯度修正的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型给出了双壁碳纳米管中弯曲波的频率 ω 随波

数 ｋ 的变化曲线．分别取 ｌ２ ／ ｌ１ ＝ ０，１ ／ ３，２ ／ ３，１ 这 ４ 组值来研究剪力非局部因子对弯曲波各阶模

态下频率的影响，ｌ１ 取值同图 １．从图中可以看出，随波数 ｋ 的增大，剪力非局部因子对频率的
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影响也越来越明显．在同一波数下，各阶模态的频率均随剪力非局部因子的增大而减小，且当

剪力非局部因子增大到等于弯矩非局部因子时，频率值达到最小．同时发现在 １，２ 阶模态中，
当剪力非局部因子以同等幅度增加时，其取值本身已经较大时频率的减幅比其本身取值小时

更明显；而在第 ３，４ 阶模态中，剪力非局部因子以同等幅度增加时，则得到与前面相反的结果．

（ａ） １，２ 阶模态外管与内管振幅比随波数 （ｂ） ３，４ 阶模态外管与内管振幅比随波数

ｋ 的变化曲线 ｋ 的变化曲线

（ａ） Ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｒａｔｉｏ ｖｓ． ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒ （ｂ） Ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｒａｔｉｏ ｖｓ． ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒ

ｋ ｏｆ ｍｏｄｅ １ ａｎｄ ｍｏｄｅ ２ ｋ ｏｆ ｍｏｄｅ ３ ａｎｄ ｍｏｄｅ ４

图 ３　 不同剪力非局部因子下双壁碳纳米管外管与内管振幅比随波数 ｋ 的变化曲线

Ｆｉｇ．３　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｓｈｅａｒ ｆａｃｔｏｒ ｏｎ ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｒａｔｉｏ ｖｓ． ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒ ｋ ｏｆ ｄｏｕｂｌｅ⁃ｗａｌｌｅｄ

ｃａｒｂｏｎ ｎａｎｏｔｕｂｅｓ， ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ ｂｅａｍ ｍｏｄｅｌ

图 ３ 给出了双壁碳纳米管外管与内管的振幅比随波数 ｋ 的变化曲线．在剪力非局部因子

分别取 ｌ２ ／ ｌ１ ＝ ０，１ ／ ３，２ ／ ３，１ 时分析其对各阶模态振幅比的影响．从图 ３（ａ）所示第 １，２ 阶模态

振幅比看出，随着剪力非局部因子的增大，外管与内管的振幅比在 １ 周围出现小的下降过程，
但随着剪力非局部因子的等幅增加，振幅比的减小没有明显的等幅规律．值得注意的是，图 ３
（ｂ）中 ３，４ 阶模态的振幅比并不是随着剪力非局部因子的增加依次减小．同时，可以从图中 ４
阶模态得到同样的规律，即随着波数的增大，双壁碳纳米管的振幅比趋于平缓．

４　 结　 　 论

本文用应力梯度修正的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型，结合管间 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｗａａｌｓ 力分析了剪力非局部

因子对双壁碳纳米管中弯曲波频散关系的影响．通过分析一系列剪力非局部因子取值下的频

散曲线，可以得到如下结论：剪力非局部因子对双壁碳纳米管各阶模态下的相速度曲线均有明

显的影响，在相同波数下，相速度随剪力非局部因子的增大而减小，当剪力非局部因子增大到

等于弯矩非局部因子时相速度达到最小值；由频率波数曲线知，当剪力非局部因子以同等幅度

增加时，不同阶模态下频率的变化幅度存在明显差异；另外，由双壁碳纳米管外管与内管的振

幅比曲线可知，随着波数的增大，各阶模态的振幅比均趋于平缓．
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