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摘要：　 以绝对坐标为节点参数的梁单元在结构的几何非线性分析和多柔体系统动力学中都有广

泛的应用前景．其中一种具有代表性的单元为基于精确几何模型的梁单元，但它的构造过程涉及对

节点转动矢量的插值，由此引起了很多数值求解方面的困难．由 Ｓｈａｂａｎａ 提出的绝对坐标梁单元，
其节点参数中不含转动矢量，从而避免了对转角的插值，但却为此大幅度地增加了节点参数．以大

变形梁虚功率方程为理论基础，先通过单元的形心曲线插值得到端面曲率及其对弧长的变化率，
进而对单元域内的曲率进行插值，提出了一种既可避免转动矢量插值同时又不增加节点参数的空

间梁单元，可用于梁的大变形几何非线性分析．数值算例验证了该单元的合理性．
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引　 　 言

梁是实际工程中应用最为广泛的一种结构形式，对它的研究也受到各个领域需要的推动．
大跨度轻质结构的采用，以及多柔体系统动力学的发展都对梁的建模理论提出了更高的要求．
其中，如何构造简洁高效的几何非线性梁单元是很多领域的共同需要．

当变形体的几何非线性效应不可忽略时，意味着小位移小转动假设基础上建立的应变与

位移导数之间的线性关系已不再成立．这引出了两方面的关键问题：如何描述几何非线性效

应，以及如何求解所得的非线性方程．早期的研究集中体现在对完全 Ｌａｇｒａｎｇｅ（拉格朗日）法和

更新 Ｌａｇｒａｎｇｅ 法［１⁃２］的研究上，提出了很多几何非线性单元及其求解方法，但其构造过程也往

往十分复杂．子结构法和共旋坐标法［３⁃５］则可以将现有的线性单元系统化地改造为可用于几何

非线性分析的单元，其核心思想是建立一个随单元或子结构一起运动的坐标架用于描述整体

刚体运动，而相对于这个坐标架的运动仍可视为小位移和小转动．这也是多柔体系统动力学中

被称为相对坐标描述方法的一种建模策略．但将这种策略用于高速轻质系统的分析时遇到了

很多困难，如动力刚化项的遗失、数值不稳定等．经过多年的研究，人们逐渐认识到：很多情况

下在单元水平上考虑非线性是必要的．
传统梁单元在计算单元应变时按小转动假设对单元应变做了线性化．以 Ｓｉｍｏ 为代表的一
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批学者在不限制转动大小的基础上，提出了一种基于精确几何模型的梁单元［６⁃９］ ．与传统单元

不同的是，这类单元以形心在总体坐标系中的坐标和描述截面转动的 ３ 个转角为节点参数，因
而也被称为绝对坐标单元．这类单元解决了很多过去解决不了的问题，但在实际应用时也遇到

了一些由转角插值引起的困难，诸如剪切闭锁现象、描述参数相互干涉等．
Ｓｈａｂａｎａ 等［１０］提出了一种可避免转角插值的绝对坐标梁单元，并在多体系统动力学中得

到了广泛应用［１１⁃１３］ ．这类单元的成功揭示了这样一个事实：传统的有限元法主要是在分析各种

结构变形和受力过程中逐步发展和完善的，因而积累了大量的以相对位移为节点参数的各种

单元．多体系统动力学主要以大范围运动的机构为研究对象，直接引用这些单元所建立的柔体

模型有时并不能完全适用．在这种情况下，采用绝对节点坐标的单元更符合解决问题的需要．
但是，这类单元的积累远不如线性单元，现有单元也存在有待改善之处．

梁的理论研究已有多年的历史，从中可以了解到：梁虽在结构上看似简单，但其描述参量

间的力学数学关系却是很复杂的［１４⁃１５］ ．首先，它内嵌了一个转动场；其次， 它的本构关系具有

方向性．为了避免对角度插值，Ｓｈａｂａｎａ 等提出的绝对坐标梁单元把梁在概念上看成了三维实

体，通过引入附加节点参数构造了一种很独特的单元位移场．这些措施在一定程度上解决了所

面临困难的同时也在一些方面有所损失，例如，用它不便于求解静力学问题．
一个值得研究的问题是：是否可能构造一种几何非线性梁单元使其满足以下几个条件：

１） 采用绝对节点坐标以便于在多体系统动力学等领域的应用； ２） 避免对转角进行插值以避

免剪切闭锁等数值困难； ３） 充分考虑梁本构关系中各向异性的特点．
本文对这一问题展开了研究，依据大变形梁的虚功率方程，采用单元域内曲率插值方法，

构造了一种可满足上述条件的空间梁单元．

１　 梁单元变形虚功率

在小位移小转动条件下，绝大多数单元都可由虚功原理导出．然而，将虚功原理用于研究

含大转动参数的空间单元时会遇到一个概念上的困难：如何描述节点内力矩的虚功．含转动自

由度的线性单元用转角与力矩构成相应的虚功，但它不能推广到大转动情况，原因在于：描述

大转动的角度参数可有多种，而且不同角度所代表的意义也各不相同．
虚功率原理在小位移小转动条件下与虚功原理等价， 但却可以无困难地用于研究含大转

动的单元．这是由于与力矩构成虚功率的一定是角速度的虚变分， 而角速度具有明确的物理

意义．
虚功率原理虽然是普适的，但其中的变形虚功率表达式却依赖于单元类型和单元节点参

数．大转动梁的变形虚功率虽已在多篇文献中被分析和研究过，但其形式和推导过程往往十分

复杂，本节将以尽可能简洁的形式给出其推导过程．

图 １　 梁的微元体

Ｆｉｇ．１　 Ａ ｍｉｃｒｏ ｕｎｉｔ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ

基于刚性截面假设，梁的截面做刚体运动．在此

条件下，本是三维实体梁其力学模型可以简化为一

维模型，即，梁的应变和内力都只是变形前弧长坐标

ｓ０ 以及时间坐标的函数．变形后梁的弧长 ｓ 也是这两

个坐标的函数，并将梁的轴向应变定义为

　 　 εｓ ＝
∂ｓ
∂ｓ０

－ １． （１）
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在梁中取出一段长为 ｄｓ ＝ （１ ＋ εｓ）ｄｓ０ 的微元体，其左右端面的受力如图１所示．其中， ｆ和ｍ分

别为左端面的合力和合力矩．由于应变虚功率表达式与外力无关，假设梁外表面上不受外力以

简化推导过程．
将微元体视为一小段刚体，由刚体的动力学方程可得［６］

　 　 ρ ０ｒ ＝ ｆ′， （２）
　 　 ρ ０Ｊ·ω ＋ ρ ０ω × （Ｊ·ω） ＝ ｍ′ ＋ ｒ′ × ｆ， （３）

其中，矢量上标‘′’表示该矢量对 ｓ０ 的导数；ｒ 为 ｓ０ 处截面的形心矢径；ω 为该截面转动角速

度；Ｊ 为该截面的惯性矩张量； ρ ０ 为变形前梁的质量线密度．微元体上的外力虚功率为

　 　 δｗ－ ｆ ＝ ｆｓ０＋ｄｓ０·δ ｒｓ０＋ｄｓ０ － ｆｓ０·δ ｒｓ０ ＋ ｍｓ０＋ｄｓ０·δω ｓ０＋ｄｓ０
－ ｍｓ０·δω ｓ０

＝
　 　 　 　 （δｒ·ｆ） ′ｄｓ０ ＋ （δω·ｍ） ′ｄｓ０； （４）

微元体上的惯性力虚功率为

　 　 δｗ－ ｋ ＝ ρ ０ｄｓ０δｒ·ｒ ＋ ρ ０ｄｓ０δω·（Ｊ·ω ＋ ω × （Ｊ·ω）） ＝
　 　 　 　 （δｒ·ｆ′）ｄｓ０ ＋ δω·（ｍ′ ＋ ｒ′ × ｆ）ｄｓ０ ． （５）

根据虚功率原理，微元体的变形虚功率为

　 　 δｗ－ ｅ ＝ δｗ－ ｆ － δｗ－ ｋ ＝ ｆ·δ（ｒ′）ｄｓ０ － δω·（ｒ′ × ｆ）ｄｓ０ ＋ ｍ·δ（ω′）ｄｓ０ ． （６）
由于虚功率原理中的变分是时刻相同位置相同条件下的变分，所有不依赖于速度的矢量其变

分皆为 ０，因而式（６）可以改写为

　 　 δｗ－ ｅ ＝ δ（ｒ′ － ω × ｒ′）·ｆｄｓ０ ＋ δ（ω′）·ｍｄｓ０ ． （７）
将其沿梁长积分可得梁的变形虚功率为

　 　 δｗｅ ＝ ∫ｌ ０
０
（δ（ｒ′ － ω × ｒ′）·ｆ ＋ δ（ω′）·ｍ）ｄｓ０ ． （８）

在梁的每一个横截面上定义一个固结于形心的截面连体基 （ｅｓ，ｅｔ，ｅｂ），其中 ｅｓ 沿截面法线方

向，ｅｔ 和 ｅｂ 分别为截面的两根形心主轴．它们对时间的导数可用截面的角速度 ω 表示为

　 　 ｅｓ ＝ ω × ｅｓ， ｅｔ ＝ ω × ｅｔ， ｅｂ ＝ ω × ｅｂ ． （９）
类比于角速度的定义，引入截面的曲率矢量 κ 使截面连体基矢量对 ｓ０ 的导数可表示为

　 　 ｅ′ｓ ＝ κ × ｅｓ， ｅ′ｔ ＝ κ × ｅｔ， ｅ′ｂ ＝ κ × ｅｂ ． （１０）
角速度 ω 和曲率 κ 可在截面连体基中分解为

　 　 ω ＝ ω ｓｅｓ ＋ ω ｔｅｔ ＋ ω ｂｅｂ， （１１）
　 　 κ ＝ κ ｓｅｓ ＋ κ ｔｅｔ ＋ κ ｂｅｂ ． （１２）

由式（９）和（１０）可知：其中的分解系数可表示为

　 　 ω ｓ ＝ ｅｔ·ｅｂ， ω ｔ ＝ ｅｂ·ｅｓ， ω ｂ ＝ ｅｓ·ｅｔ， （１３）
　 　 κ ｓ ＝ ｅ′ｔ·ｅｂ， κ ｔ ＝ ｅ′ｂ·ｅｓ， κ ｂ ＝ ｅ′ｓ·ｅｔ ． （１４）

将式（１１）和（１２）分别对 ｓ０ 和时间求导可得

　 　 ω′ ＝ （ω′ｓｅｓ ＋ ω′ｔｅｔ ＋ ω′ｂｅｂ） ＋ κ × ω， （１５）
　 　 κ ＝ κ ｓｅｓ ＋ κ ｔｅｔ ＋ κ ｂｅｂ ＋ ω × κ ． （１６）

由于 ｓ０ 与时间无关，截面连体基矢量对时间和 ｓ０ 的求导顺序是可交换的，因而由式（１３）可知

　 　 ω′ｓ ＝ （κ × ｅｔ ＋ κ × ｅｔ）·ｅｂ ＋ ｅｔ·（κ × ｅｂ） ＝ κ·ｅｓ， （１７）
　 　 ω′ｔ ＝ （κ × ｅｂ ＋ κ × ｅｂ）·ｅｓ ＋ ｅｂ·（κ × ｅｓ） ＝ κ·ｅｔ， （１８）
　 　 ω′ｂ ＝ （κ × ｅｓ ＋ κ × ｅｓ）·ｅｔ ＋ ｅｓ·（κ × ｅｔ） ＝ κ·ｅｂ ． （１９）

将式（１７） ～ （１９）代入式（１５）后，再将式（１６）代入所得方程，可将式（１５）改写为
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　 　 ω′ ＝ κ ＋ κ × ω ＝ κ ｓｅｓ ＋ κ ｔｅｔ ＋ κ ｂｅｂ ． （２０）
按 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ（伯努利）梁理论，截面法向与形心线切向一致，即

　 　 ｒ′ ＝ （１ ＋ ε ｓ）ｅｓ， （２１）
因而

　 　 ｒ′ － ω × ｒ′ ＝ ε ｓｅｓ ． （２２）
将式（２０）、（２２）代入式（８）中可得梁单元的变形虚功率：

　 　 δｗｅ ＝ ∫ｌ ０
０
（δε ｓ ｆｓ ＋ δκ ｓｍｓ ＋ δκ ｔｍｔ ＋ δκ ｂｍｂ）ｄｓ０， （２３）

其中， ｌ０ 为变形前的梁长； ｆｓ，ｍｓ，ｍｔ 和 ｍｂ 分别为内力和内力矩在截面连体基中的分量，即
　 　 ｆ ＝ ｆｓｅｓ ＋ ｆｔｅｔ ＋ ｆｂｅｂ， （２４）
　 　 ｍ ＝ ｍｓｅｓ ＋ ｍｔｅｔ ＋ ｍｂｅｂ ． （２５）
梁的虚功率方程中所涉及的参量与梁的刚体运动无关，严格依据该方程所推导出的单元

将不会由于大位移和大转动而产生虚假应变，因而可作为几何非线性梁单元的理论基础．
构造梁单元所需的本构关系可用截面连体基中力和力矩的分量描述为

　 　 ｆｓ ＝ ＥＡε ｓ， ｍｓ ＝ ＧＪκ ｓ， ｍｔ ＝ ＥＩｔκ ｔ， ｍｂ ＝ ＥＩｂκ ｂ， （２６）
其中 ＥＡ，ＧＪ，ＥＩｔ 和 ＥＩｂ 分别为梁的抗拉、抗扭以及其在 ｔ方向和 ｂ 方向的抗弯模量．由于梁的本

构方程中所涉及的力和力矩均与截面的方位相关，因而梁的本构关系实际上是各向异性的，忽
略这一点将会引起虚假内力．

２　 单元节点参数及其形函数

如图 ２ 所示，空间梁单元的两个节点分别为左右端面的形心；节点参数为端面形心在总体

坐标系 （ｇ１，ｇ２，ｇ３） 中的矢径（ｒ１ 和 ｒ２） 和描述端面方位的转动矢量（θ１ 和 θ２） ．用任一转动矢

量 θ 所描述的正交矩阵为

　 　 Ｒθ ＝ Ｅ ＋ １ － ｃｏｓ θ
θ ２ θθ ＋ ｓｉｎ θ

θ
θ ． （２７）

将单元左右端面连体基矢量分别记作 （ｅ１ｓ，ｅ１ｔ，ｅ１ｂ） 以及（ｅ２ｓ，ｅ２ｔ，ｅ２ｂ），则端面转动矢量所对应

的正交矩阵 Ｒθ１ 和 Ｒθ２ 的意义为：这两个矩阵的列向量分别为（ｅ１ｓ，ｅ１ｔ，ｅ１ｂ） 和（ｅ２ｓ，ｅ２ｔ，ｅ２ｂ） 在总

体基中的分量．

图 ２　 梁单元的节点参数

Ｆｉｇ．２　 Ｎｏｄａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ａ ｂｅａｍ ｅｌｅｍｅｎｔ

形心矢径和截面的转动矢量都是相对于总体基度量的，因而称为绝对坐标．尽管有限元理

论已经发展得十分成熟，但其中的大多数单元都以相对于单元坐标系的位移或转角为节点参

数．以绝对坐标为节点参数的梁单元在多体系统动力学以及结构的几何非线性分析中有很好

的表现，因而也受到越来越多的关注，但仍存在可进一步完善之处．
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实际工程中的梁主要用于承受弯曲载荷，一般不会承受很大的轴向载荷．因而，除特殊工

况外，大部分梁的轴向应变和扭转曲率都可假定为小量并在单元域内近似为常量．在这种情况

下，若将左右端面形心之间的矢径描述为

　 　 ｒａ ＝ ｒ２ － ｒ１ ＝ χｅａ， χ ＝ ‖ｒ２ － ｒ１‖ ． （２８）
则变形后的弧长可近似为

　 　 ｌ ＝ η χ， （２９）
其中 η 为单元的弧长与弦长比．

图 ３　 梁单元弧长与弦长 图 ４　 右端面相对于左端面的扭转角

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ａｒｃ ａｎｄ ｃｈｏｒｄ ｏｆ ａ ｂｅａｍ ｅｌｅｍｅｎｔ Ｆｉｇ．４　 Ｔｗｉｓｔ ａｎｇｌｅ ｏｆ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ⁃ｅｎｄ ｓｅｃｔｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｖｅ
ｔｏ ｔｈｅ ｌｅｆｔ⁃ｅｎｄ ｓｅｃｔｉｏｎ

如图 ３ 所示，如果单元尺寸足够小，变形后梁的形状可看作为一段半径为 ｒ的圆弧，此时 η
可近似为

　 　 η ＝ ｒθ
２ｒｓｉｎ（θ ／ ２）

＝ θ ／ ２
ｓｉｎ（θ ／ ２）

， （３０）

其中， θ 为单元两端面法线的夹角，并满足方程：
　 　 ｃｏｓ θ ＝ ｅ１ｓ·ｅ２ｓ ． （３１）

在单元范围内 θ 不可能大于π，因而 η 一定为正数．当 θ 接近于 ０时，η 将趋近于 １，这与实际情

况相符．由式（２９）得到变形后单元的弧长，单元的轴向常应变可按下式确定：
　 　 ε ｓ ＝ ｌ ／ ｌ０ － １， （３２）

其中， ｌ０ 为梁单元的原长．如图 ４ 所示，单元右端面相对于左端面的扭转角 α 可按下述过程近

似：将右端面内的形心主轴矢量 ｅ２ｔ 在左端面连体基中分解为

　 　 ｅ２ｔ ＝ ｃ１ｅ１ｓ ＋ ｃ２ｅ１ｔ ＋ ｃ３ｅ１ｂ， （３３）
然后利用分解系数 ｃ１，ｃ２，ｃ３ 按方程

　 　 ｓｉｎ α ＝ ｃ３ ／ ｃ２２ ＋ ｃ２３ （３４）
计算 ｅ２ｔ 在左端面中的投影与 ｅ１ｔ 之间的夹角 α，其中 ｃ２ ＝ ｅＴ

２ｔｅ１ｔ，ｃ３ ＝ ｅＴ
２ｔｅ１ｂ ．单元的扭转曲率可近

似为

　 　 κ ｓ ＝
α
ｌ０

． （３５）

为了计算单元的弯曲曲率，将截面形心矢径用 ３ 次 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值近似为

　 　 ｒ ＝ Ｎ１ｒ１ ＋ Ｎ２ｒ２ ＋ （１ ＋ ε ｓ） ｌ０（Ｓ１ｅ１ｓ ＋ Ｓ２ｅ２ｓ）， （３６）
其中的形函数为

　 　 Ｎ１ ＝ （ ｌ０ － ｓ０） ２（ ｌ０ ＋ ２ｓ０） ／ ｌ３０， Ｓ１ ＝ （ ｌ０ － ｓ０） ２ｓ０ ／ ｌ３０， （３７）
　 　 Ｎ２ ＝ ｓ２０（３ｌ０ － ２ｓ０） ／ ｌ３０， Ｓ２ ＝ ｓ２０（ ｓ０ － ｌ０） ／ ｌ３０ ． （３８）

截面法向矢量 ｅｓ ＝ ｒ′ ／ （１ ＋ ε ｓ），它对 ｓ０ 的导数为

２０５ 基于曲率离散的几何非线性空间梁单元



　 　 ｅ′ｓ ＝
Ｎ″２ ｌ０
ｌ

ｒａ ＋ ｌ０Ｓ″１ｅ１ｓ ＋ ｌ０Ｓ″２ｅ２ｓ， （３９）

　 　 ｅ″ｓ ＝ ｌ０λ ０（ｅ１ｓ ＋ ｅ２ｓ） －
２ｌ０λ ０

ｌ
ｒａ， （４０）

其中， λ ０ ＝ Ｓ‴１ ＝ Ｓ‴２ ＝ Ｎ‴１ ／ ２ ＝ － Ｎ‴２ ／ ２ ＝ ６ ／ ｌ３０，推导过程中利用了等式 Ｎ″１ ＝ － Ｎ″２ ．
对式（３９）和（４０）求时间导数可得

　 　 ｅ′ｓ ＝
ｌ０Ｎ″２
ｌ２

（ ｌｒａ － ｌｒａ） － ｌ０（Ｓ″１ｅ１ｓω１ ＋ Ｓ″２ｅ２ｓω２）， （４１）

　 　 ｅ″ｓ ＝
２ｌ０λ ０

ｌ２
（ ｌｒａ － ｌｒａ） － ｌ０λ ０（ｅ１ｓω１ ＋ ｅ２ｓω２）， （４２）

其中， ω１ 和 ω２ 分别为左右端面的角速度．文中，矢量上方带‘ ～ ’ 号表示该矢量生成的反对称

矩阵，即两矢量的叉积 ａ × ｂ 可以表示为 ａｂ ．
由式（１０）可知，截面的弯曲曲率为

　 　 κ ｔ ＝ － ｅＴ
ｂ ｅ′ｓ， （４３）

　 　 κ ｂ ＝ ｅＴ
ｔ ｅ′ｓ ． （４４）

弯曲曲率对 ｓ０ 的导数

　 　 κ′ｔ ＝ － ｅＴ
ｂ ｅ″ｓ － ｅ′Ｔｂ ｅ′ｓ ＝ κ ｓκ ｂ － ｅＴ

ｂ ｅ″ｓ， （４５）
　 　 κ′ｂ ＝ ｅＴ

ｔ ｅ″ｓ ＋ ｅ′Ｔｔ ｅ′ｓ ＝ ｅＴ
ｔ ｅ″ｓ － κ ｓκ ｔ， （４６）

它们的变化率分别为

　 　 κ ｔ ＝ － ｅＴ
ｂ ｅ′ｓ ＋ （ｅ′ｓ） Ｔｅｂω， （４７）

　 　 κ ｂ ＝ ｅＴ
ｔ ｅ′ｓ － （ｅ′ｓ） Ｔｅｔω， （４８）

　 　 κ′ｔ ＝ κ ｓκ ｂ ＋ κ ｓκ ｂ ＋ （ｅ″ｓ） Ｔｅｂω － ｅＴ
ｂ ｅ″ｓ， （４９）

　 　 κ′ｂ ＝ ｅＴ
ｔ ｅ″ｓ － （ｅ″ｓ） Ｔｅｔω － κ ｓκ ｔ － κ ｓκ ｔ ． （５０）

从方程（４３） ～ （５０）中可以看出：弯曲曲率及其导数与截面连体基矢量相互耦合．
为了得到单元域内任一点曲率，传统的方法通过对端面转动矢量进行插值得到任一截面

的转动矢量，再由转动矢量确定截面基矢量．但转动矢量与位移矢量不同，对其进行插值会引

起很多问题．

３　 单元域内曲率插值

按式（３９） ～ （４２），端面法向矢量对 ｓ０ 的导数为

　 　

ｅ′１ｓ
ｅ′２ｓ
ｅ″１ｓ
ｅ″２ｓ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝ １
ｌ２０ ｌ

６ｌ０ｒａ
－ ６ｌ０ｒａ
－ １２ｒａ
－ １２ｒａ

é
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êê

ù

û
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ú
úú

＋ １
ｌ２０

－ ４ｌ０ｅ１ｓ － ２ｌ０ｅ２ｓ

２ｌ０ｅ１ｓ ＋ ４ｌ０ｅ２ｓ

６ｅ１ｓ ＋ ６ｅ２ｓ

６ｅ１ｓ ＋ ６ｅ２ｓ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

． （５１）

由式（４３）和（４４）可得端面弯曲曲率及其对 ｓ０ 的导数：

　 　

κ １ｔ

κ １ｂ

κ ２ｔ

κ ２ｂ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝

－ ｅＴ
１ｂｅ′１ｓ

ｅＴ
１ｔｅ′１ｓ

－ ｅＴ
２ｂｅ′２ｓ

ｅＴ
２ｔｅ′２ｓ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

κ′１ｔ
κ′１ｂ
κ′２ｔ
κ′２ｂ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝

κ ｓκ １ｂ

－ κ ｓκ １ｔ

κ ｓκ ２ｂ

－ κ ｓκ ２ｔ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＋

－ ｅＴ
１ｂｅ″１ｓ

ｅＴ
１ｔｅ″１ｓ

－ ｅＴ
２ｂｅ″２ｓ

ｅＴ
２ｔｅ″２ｓ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

． （５２）

３０５齐 朝 晖　 　 　 方 慧 青　 　 　 张 志 刚　 　 　 王　 　 刚



在得到端部弯曲曲率及其对弧长的导数后，类比于形心矢径的插值，可以将单元域内的弯

曲曲率近似为

　 　 κ ｔ ＝ Ｎ１κ １ｔ ＋ Ｎ２κ ２ｔ ＋ ｌ０（Ｓ１κ′１ｔ ＋ Ｓ２κ′２ｔ）， （５３）
　 　 κ ｂ ＝ Ｎ１κ １ｂ ＋ Ｎ２κ ２ｂ ＋ ｌ０（Ｓ１κ′１ｂ ＋ Ｓ２κ′２ｂ） ． （５４）
以这种方式计算单元域内的弯曲曲率，不仅可以避免对转角的插值，还可以使单元的节点

力表达为节点参数的显式函数．

４　 轴向应变与曲率的变化率

参照由式（２３）所表述的虚功率原理可知，为了得到单元的节点力，首先应求得轴向应变

和曲率变化率的虚变分．
对式（２９）求时间导数可得单元弧长的变化率：
　 　 ｌ ＝ ｌＴｓ ｒａ ＋ ｌＴｗ（ω２ － ω１）， （５５）

其中

　 　 ｌｓ ＝ ηｅａ， ｌｗ ＝ χμｅ２ｓｅ１ｓ， （５６）
μ 为单元端面法向矢量间的夹角 θ （参见式（３１））的函数：

　 　 μ ＝

θｃｏｓ（θ ／ ２） － ２ｓｉｎ（θ ／ ２）
８ ｓｉｎ３（θ ／ ２）ｃｏｓ（θ ／ ２）

， θ ＞ １０ －４，

θ ２ － ４０
４８０ － １２０θ ２， θ ≤ １０ －４，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（５７）

当 θ 可视为无穷小量时， μ ≈－ １ ／ １２．对式（３２）求导可得轴向应变的变化率：

　 　 ε ｓ ＝
１
ｌ０

ｌＴｓ ｒａ ＋ １
ｌ０

ｌＴｗ（ω２ － ω１） ． （５８）

为了得到扭转曲率的时间导数，本文先由式（３４）求得右端面相对于左端面扭转角 α 的变

化率：
　 　 α ＝ τＴ（ω２ － ω１）， （５９）

其中

　 　 τ ＝ ｅ２ｔ（ｃ２ｅ１ｂ － ｃ３ｅ１ｔ） ／ （ｃ２２ ＋ ｃ２３） ． （６０）
扭转曲率的变化率可以表示为

　 　 κ ｓ ＝
１
ｌ０

（τＴω２ － τＴω１） ． （６１）

由式（４１）和（４２）可得端面法向矢量对弧长导数的变化率：

　 　

ｅ′１ｓ
ｅ′２ｓ
ｅ″１ｓ
ｅ″２ｓ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝ １
ｌ０

λ１１ λ１２ λ１３ λ１４

δ １１ δ １２ δ １３ δ １４

λ２１ λ２２ λ２３ λ２４

δ ２１ δ ２２ δ ２３ δ ２４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

ｒ１
ｒ２
ω１

ω２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， （６２）

其中的子矩阵 λｉｊ，δ ｉｊ（ ｉ ＝ １，２； ｊ ＝ １，２，３，４） 分别为

　 　

λ１１ δ １１

λ１２ δ １２

λ１３ δ １３

λ１４ δ １４
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ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
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úú

＝ １
ｌ

－ ６Ｅ ６Ｅ
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４ｌｅ１ｓ ２ｌｅ１ｓ
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é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
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ú
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ú
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ú
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， （６３）

４０５ 基于曲率离散的几何非线性空间梁单元
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． （６４）

将式（６２）代入式（４７）和（４８）中可得弯曲曲率的变化率：

　 　

κ １ｔ

κ １ｂ

κ ２ｔ
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é

ë

ê
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ù
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． （６５）

通过将式（６２）代入式（４９）和（５０）中可得弯曲曲率弧长导数的变化率：
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， （６６）

其中
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为了简化节点力的表达式，将式（６５）和（６６）缩写为如下形式：
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３４

ｋＴ
４１ ｋＴ

４２ ｋＴ
４３ ｋＴ

４４

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

ｒ１
ｒ２
ω１

ω２

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

， （６８）
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κ′１ｔ
κ′１ｂ
κ′２ｔ
κ′２ｂ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝ １
ｌ０

ｋ
－ Ｔ
１１ ｋ

－ Ｔ
１２ ｋ

－ Ｔ
１３ ｋ

－ Ｔ
１４

ｋ
－ Ｔ
２１ ｋ

－ Ｔ
２２ ｋ

－ Ｔ
２３ ｋ

－ Ｔ
２４

ｋ
－ Ｔ
３１ ｋ

－ Ｔ
３２ ｋ

－ Ｔ
３３ ｋ

－ Ｔ
３４

ｋ
－ Ｔ
４１ ｋ

－ Ｔ
４２ ｋ

－ Ｔ
４３ ｋ

－ Ｔ
４４

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ｒ１
ｒ２
ω１

ω２

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

， （６９）

其中的子矩阵 ｋｉｊ 和 ｋ
－

ｉｊ（ ｉ， ｊ ＝ １，２，３，４） 按式（６５）和（６６）定义，它们都可由单元的节点参数完

全确定．

５　 单元节点内力和内力矩

将式（２６）、（５３）和（５４）代入单元应变虚功率方程（２３）中，经过积分后可得

　 　 δｗｅ ＝ ＥＩｔ ｌ０（δκ １ｔψ １ｔ ＋ δκ ２ｔψ ２ｔ ＋ δκ′１ｔΦ１ｔ ＋ δκ′２ｔΦ２ｔ） ＋
　 　 　 　 ＥＩｂ ｌ０（δκ １ｂψ １ｂ ＋ δκ ２ｂψ ２ｂ ＋ δκ′１ｂΦ１ｂ ＋ δκ′２ｂΦ２ｂ） ＋
　 　 　 　 δε ｓ（ＥＡｌ０ε ｓ） ＋ δκ ｓ（ＧＪｌ０κ ｓ）， （７０）

其中

　 　

ψ １ｔ

ψ ２ｔ

Φ１ｔ

Φ２ｔ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝ １
４２０

１５６ ５４ ２２ｌ０ － １３ｌ０
５４ １５６ １３ｌ０ － ２２ｌ０
２２ｌ０ １３ｌ０ ４ｌ２０ － ３ｌ２０
－ １３ｌ０ － ２２ｌ０ － ３ｌ２０ ４ｌ２０

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

κ １ｔ

κ ２ｔ

κ′１ｔ
κ′２ｔ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

， （７１）

　 　

ψ １ｂ

ψ ２ｂ

Φ１ｂ

Φ２ｂ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝ １
４２０

１５６ ５４ ２２ｌ０ － １３ｌ０
５４ １５６ １３ｌ０ － ２２ｌ０
２２ｌ０ １３ｌ０ ４ｌ２０ － ３ｌ２０
－ １３ｌ０ － ２２ｌ０ － ３ｌ２０ ４ｌ２０

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

κ １ｂ

κ ２ｂ

κ′１ｂ
κ′２ｂ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

． （７２）

将式（６８）和（６９）代入式（７０）中可得

　 　 δｗｅ ＝ δｒＴ１ ｆ１ ＋ δｒＴ２ ｆ２ ＋ δωＴ
１ｍ１ ＋ δωＴ

２ｍ２， （７３）
其中，单元左端节点内力可由式（６８）、（６９）、（７１）、（７２）所定义的系数和系数矩阵表述为

　 　 ｆ１ ＝ ＥＡε ｓ ｌｓ ＋ ＥＩｔ（ψ １ｔｋ１１ ＋ ψ ２ｔｋ３１ ＋ Φ１ｔｋ
－

１１ ＋ Φ２ｔｋ
－

３１） ＋

　 　 　 　 ＥＩｂ（ψ １ｂｋ２１ ＋ ψ ２ｂｋ４１ ＋ Φ１ｂｋ
－

２１ ＋ Φ２ｂｋ
－

４１）； （７４）
单元右端节点内力

　 　 ｆ２ ＝ － ＥＡε ｓ ｌｓ ＋ ＥＩｔ（ψ １ｔｋ１２ ＋ ψ ２ｔｋ３２ ＋ Φ１ｔｋ
－

１２ ＋ Φ２ｔｋ
－

３２） ＋

　 　 　 　 ＥＩｂ（ψ １ｂｋ２２ ＋ ψ ２ｂｋ４２ ＋ Φ１ｂｋ
－

２２ ＋ Φ２ｂｋ
－

４２）； （７５）
单元左端节点内力矩

　 　 ｍ１ ＝ － ＥＡε ｓ ｌｗ ＋ ＥＩｔ（ψ １ｔｋ１３ ＋ ψ ２ｔｋ３３ ＋ Φ１ｔｋ
－

１３ ＋ Φ２ｔｋ
－

３３） －

　 　 　 　 ＧＪκ ｓτ ＋ ＥＩｂ（ψ １ｂｋ２３ ＋ ψ ２ｂｋ４３ ＋ Φ１ｂｋ
－

２３ ＋ Φ２ｂｋ
－

４３）； （７６）
单元右端节点内力矩

　 　 ｍ２ ＝ ＥＡε ｓ ｌｗ ＋ ＥＩｔ（ψ １ｔｋ１４ ＋ ψ ２ｔｋ３４ ＋ Φ１ｔｋ
－

１４ ＋ Φ２ｔｋ
－

３４） ＋

　 　 　 　 ＧＪκ ｓτ ＋ ＥＩｂ（ψ １ｂｋ２４ ＋ ψ ２ｂｋ４４ ＋ Φ１ｂｋ
－

２４ ＋ Φ２ｂｋ
－

４４） ． （７７）

６０５ 基于曲率离散的几何非线性空间梁单元



从式（７４） ～ （７７）中可以看出：梁的拉弯以及弯扭之间存在耦合效应；将节点内力和内力矩所

涉及变量代入式（７４） ～ （７７）后，还可以证明节点力及其力矩满足方程：
　 　 ｆ１ ＋ ｆ２ ＝ ０， （７８）
　 　 ｍ１ ＋ ｍ２ ＋ （ ｒ２ － ｒ１） ｆ２ ＝ ０， （７９）

即，单元节点内力及内力矩构成一组平衡力系，说明它们符合单元节点力的定性要求．

６　 数 值 算 例

为了验证本文所提单元的合理性， 分析了两个算例， 并将所得结果与解析解作了比较．
６．１　 端部受集中力的悬臂梁

图 ５　 受端部横向力的空间悬臂梁

Ｆｉｇ．５　 Ａ ｓｐａｔｉａｌ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ａ ｐｏｉｎｔ ｅｎｄ ｌｏａｄ

如图 ５ 所示，长度 Ｌ ＝ １ ｍ，截面为边长 ０．１ ｍ 正方形的悬臂梁，由弹性模量 ２１０×１０９ Ｐａ，
Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比为 ０．３ 的材料组成（梁的抗弯模量 ＥＩ ＝ １．７５ × １０６ Ｎ·ｍ２），在其自由端作用沿

ｚ 轴方向的集中载荷 Ｐ ．
文献［１６］用椭圆函数给出了端部位移随载荷变化规律的解析解．将梁划分为 ４ 个单元，本

文所得结果与该问题解析间的比较如图 ６ 所示．其中 Ｕ，Ｗ 为梁右端点沿 ｘ，ｚ 方向的位移．从图

中可见：本文结果与解析解相符得很好．

图 ６　 集中载荷作用下梁端位移曲线 图 ７　 纯弯矩作用下梁的端部位移

Ｆｉｇ．６　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｆｒｅｅ⁃ｅｎｄ ｕｎｄｅｒ Ｆｉｇ．７　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｆｒｅｅ⁃ｅｎｄ ｕｎｄｅｒ
ｔｈｅ ａｃｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｅｎｄ ｆｏｒｃｅ ｔｈｅ ａｃｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｐｕｒｅ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｅｎｄ ｔｏｒｑｕｅ

６．２　 端部受纯弯载荷的悬臂梁

将算例 １ 中的集中载荷替换为纯弯矩 Ｍ，该问题的解析解可由弯矩与曲率间的关系得到．
图 ７为本文结果与解析解间的比较，其中 Ｕ，Ｖ为梁右端点沿 ｘ，ｚ 方向的位移．从图中可见：两者

之间是吻合的．
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７　 结 束 语

梁的应变虚功率由梁的轴向应变、截面曲率矢量在截面连体基中的分量以及它们的变化

率确定．传统线性梁单元依据小位移假设对这些参量做了很大程度的简化，因而不适用于梁的

大变形几何非线性分析．构造几何非线性梁单元的关键是如何由节点参数求得这些参量．本文

工作表明：由截面曲率与形心线之间的几何关系可以求梁端面曲率及其导数，进而可通过对曲

率离散得到单元域内的曲率，而不必对转动矢量进行插值，也不需要引入新的节点参数．数值

算例也验证了该方法的有效性．
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