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摘要：　 提出了一个基于旋转 Ｒｉｅｍａｎｎ 求解器的二阶精度的 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）通量函数．不同于“网格相

关”的有限体积方法或者维数分裂的有限差分方法，本格式是基于旋转 Ｒｉｅｍａｎｎ 求解器将 ＨＬＬＣ
格式与 ＨＬＬ 格式进行特定结合而得到的一类混合型数值格式．在激波法向采用 ＨＬＬ 格式从而抑制

红斑现象，在激波方向采用 ＨＬＬＣ 格式从而避免产生过多的耗散．新的旋转混合型格式具有结构简

单、无红斑、高分辨率等优点．数值算例充分说明了新格式消除 Ｅｕｌｅｒ 方程激波不稳定现象的有效

性和鲁棒性．

关　 键　 词：　 激波不稳定；　 Ｅｕｌｅｒ 方程；　 无红斑；　 旋转混合型格式

中图分类号：　 Ｏ３５４； Ｏ２４１．８２　 　 　 文献标志码：　 Ａ
ｄｏｉ： １０．３８７９ ／ ｊ．ｉｓｓｎ．１０００⁃０８８７．２０１４．０５．００８

引　 　 言

长期以来，双曲型守恒律方程的计算取得了巨大的进步．以通量差分分裂格式（ＦＤＳ）和

Ｇｏｄｕｎｏｖ 格式为代表的流体力学数值方法在双曲守恒律方程的求解中占据了很重要的地位，
这些格式在大多数情况下都表现出很好的鲁棒性．然而，当计算二维问题时，它们还是会出现

一些非物理现象，比如说“红斑（ｃａｒｂｕｎｃｌｅ）”和“奇偶失联（ｏｄｄ⁃ｅｖｅｎ ｄｅｃｏｕｐｌｉｎｇ）”两个现象［１］，
即使是常用的 Ｒｏｅ 近似 Ｒｉｅｍａｎｎ（黎曼）求解器［２］、ＨＬＬＣ 近似 Ｒｉｅｍａｎｎ 求解器［３］ 也出现了不

同程度的红斑现象．在过去的十几年中，人们进行了一系列研究试图避免非物理现象的产生，
详见文献［４⁃１０］．虽然他们作了详细的解释并提出了不同的格式，但这些格式都没有完全消除

此类现象．众所周知，一条波的 Ｒｕｓａｎｏｖ 通量函数及两条波的 ＨＬＬ 通量函数都是“无红斑”
的［１１］ ．这些通量函数对于涉及激波的非粘性计算是非常稳健的，但对于剪切层特别是 Ｎ⁃Ｓ
（Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ）方程边界层，计算时会产生较大耗散．

Ｎｉｓｈｉｋａｗａ 等提出了将无红斑通量函数与 Ｒｏｅ 通量函数相结合的方法［１１］，并利用旋转 Ｒｉ⁃
ｅｍａｎｎ 求解器［１２⁃１３］将这两个通量函数相结合以达到自动选择迎风方向的目的．在此之前，
Ｒｅｎ［１３］已经采取了旋转通量，获得了对激波捕捉的稳健性，但并没有提高精度．受 Ｒｅｎ 及 Ｎｉｓｈ⁃
ｉｋａｗａ 等的启示，本文将单元交界面的法向量分解成两个正交方向，一个是垂直于激波的速度
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差矢量方向，另一个是与之正交的方向．在两个方向上，分别采用两个不同的通量函数，这样得

到的新格式称之为旋转混合型格式．新格式并没有依赖于由旋转机制自身所引起的额外耗散，
而是将一个无红斑现象的通量函数 ＨＬＬ 直接应用于速度差矢量方向．在另一个方向上，采用

ＨＬＬＣ 求解器来阻止产生过多耗散，提高对接触间断及剪切波的分辨率．这意味着混合型格式

的通量在垂直于激波方向是无红斑通量，另一个方向是较少耗散的通量．因此，本文的格式是

无红斑、边界层高分辨率的．另外，当速度差矢量太小时，通常使用单元交界面的法向［１３］ 来代

替速度差矢量方向．
将具有高分辨率的数值格式与耗散较大的格式进行混合使用的思想早已被提出．Ｑｕｉｒｋ［１］

在消除红斑时已经考虑到了，他使用一个压强梯度来探测激波，从而将通量由 Ｒｏｅ 通量转化为

ＨＬＬ 通量来避免红斑现象．虽然非常高效，但最终的算法似乎并没有得到广泛采用．后来，Ｊａｎ⁃
ｈｕｎｅｎ［１４］基于对密度及压强的正性检查，对磁流体力学模拟提出了混合使用的思想．还有文献

［１５］中通量也可以认为是两个通量的混合型．本文中，通过使用旋转 Ｒｉｅｍａｎｎ 求解器构造混合

型通量，数值算例表明该混合型格式具有消除 Ｅｕｌｅｒ 方程激波不稳定现象的稳定性和有效性．

１　 有限体积格式

二维守恒型 Ｅｕｌｅｒ 方程为
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ρ 是密度，ｕ 和 ｖ 分别为 ｘ⁃ 方向和 ｙ⁃ 方向的速度，ｐ 是静态压强．具体的总能及总焓分别为
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将计算区域离散成四边形网格，分解成一系列四边形单元，其中任意一个单元 ｉ∈ Ｉ都有 ｋ

个界面（ｋ ＝ ４） ．Ｒｅｓｉ 定义为空间算子在单元 ｉ上的积分近似值除以单元区域面积 Ｓｉ， 采用中点

公式来计算线积分，则空间上可以达到二阶精度，即

　 　 Ｒｅｓｉ ＝ －
１
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Φｋ（ｎｋ）Δｌｋ， （２）

其中 ｌｋ 是 ｋ 界面长度，ｎｋ 表示 ｋ 界面中心的外法线单位向量，Φｋ（ｎｋ） 是 Ｈｋ ＝ ［Ｆ，Ｇ］·ｎｋ 的数

值近似．由此，方程（１）可以半离散为
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ｉ 为第 ｉ 个单元上的平均值．时间层上的推进采用二步二阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法［１３］：
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时间步
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Ｓｋ ｍａｘ 是垂直于单元交界面 ｋ 的最大波速．
数值通量 Φｋ 是利用交界面的左右状态计算而得到的．如果只是简单地将邻近单元平均值

作为左右状态量，则该方法在空间上是一阶精度的．为了达到二阶精度，本文采用 Ｖａｎ Ｌｅｅｒ 的
κ⁃ 格式，对邻近单元进行线性插值来近似单元平均值，即单元交界面的值为
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平均函数选择 Ｖａｎ Ａｌｂａｄａ 限制器［１２］来消除振荡，即

　 　 ａｖｅ（ａ，ｂ） ＝ ２（ａｂ ＋ ε）
ａ２ ＋ ｂ２ ＋ ２ε

，　 　 ε ＝ １０ －６ ． （６）

２　 基本的 Ｒｉｅｍａｎｎ 求解器

穿过每个单元交界面 ｋ的数值通量Φｋ 可以通过求解一维 Ｅｕｌｅｒ 方程沿着界面法线方向 ｎｋ

的 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题：
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所获得．本文中左右两侧的常数 ＵＬ，ＵＲ 是通过线性插值式（５）得到的．
２．１　 ＨＬＬ Ｒｉｅｍａｎｎ求解器

Ｈａｒｔｅｎ， Ｌａｘ 和 Ｖａｎ Ｌｅｅｒ 于 １９８３ 年提出一种近似 Ｒｉｅｍａｎｎ 求解器［１６］ ．它从守恒律的积分

形式出发，得到一种不需要像 Ｒｏｅ 方法那样做特征分解，而可以直接求出数值通量的格式．两
条波近似的数值通量函数为
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其中 Ｓ ＋
Ｒ ＝ ｍａｘ（０，ＳＲ），Ｓ

＋
Ｌ ＝ ｍａｘ（０，ＳＬ） ．关于 ＳＬ，ＳＲ， Ｅｉｎｆｅｌｄｔ 等将其定义为 Ｊａｃｏｂｉ（雅可比）矩

阵 Ａｎ ＝ ∂Ｈｋ ／ ∂Ｕ 的最小和最大特征值［１５］：
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（ｑｎ） Ｌ，Ｒ ＝ （ｕ，ｖ） Ｌ，Ｒ·ｎ ．法向量 ｎ ＝ （ｎｘ，ｎｙ），法向速度 ｑｎ ＝ （ｕ，ｖ）·ｎ，切向速度 ｑｔ ＝ （ｕ，ｖ）·（ － ｎｙ，
ｎｘ） ．Ｒｏｅ 平均量为
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穿过孤立激波间断时，ＨＬＬ 通量等价于 Ｒｏｅ 通量．此 ＨＬＬ 数值通量有时候也被称为 ＨＬＬＥ 通量．
ＨＬＬ 数值通量也可以写作如下形式：
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其中

　 　 ΔＨｋ ＝ Ｈｋ（ＵＲ） － Ｈｋ（ＵＬ） ．
ＨＬＬ Ｒｉｅｍａｎｎ 求解器满足离散熵条件，一般不会像 Ｒｏｅ 格式那样出现非物理解，并且不需

要做特征分解，计算效率相对较高．结合波速选择的 ＨＬＬ 通量式（８）是一个稳定格式，这就保

证了耗散矩阵的正定性．此通量函数是无红斑的，但其缺点是格式粘性较大，对接触间断、剪切

波和物质界面的分辨率低．
２．２　 ＨＬＬＣ Ｒｉｅｍａｎｎ求解器

为了减小 ＨＬＬ 方法的数值粘性，提高该格式对接触间断和剪切波的分辨率，Ｔｏｒｏ， Ｓｐｒｕｃｅ
和 Ｓｐｅａｒｅｓ［３］对其进行改进，在两波系中间增加了一个接触波 Ｓ∗， 得到了 ＨＬＬＣ 方法．对于求

解二维 Ｅｕｌｅｒ 方程的完整波近似的 ＨＬＬＣ 数值通量为
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Ｈｋ（ＵＲ）， ０ ≥ ＳＲ ．
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其中波速 ＳＬ，ＳＲ 的近似见式（９），Ｕ∗Ｋ 如下（Ｋ ＝ Ｌ，Ｒ）：
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关于 Ｓ∗， Ｔｏｒｏ 等给出了它的估计式［３］：

　 　 Ｓ∗ ＝
ｐＲ － ｐＬ ＋ ρ ＬｕＬ（ＳＬ － ｕＬ） － ρＲｕＲ（ＳＲ － ｕＲ）

ρ Ｌ（ＳＬ － ｕＬ） － ρＲ（ＳＲ － ｕＲ）
． （１３）

ＨＬＬＣ Ｒｉｅｍａｎｎ 求解器可以对波速进行调整，从而具有可调的粘性，这与 Ｒｏｅ 方法是不同

的，且该 Ｒｉｅｍａｎｎ 求解器对接触间断和激波都有较高的分辨率．

３　 旋转混合 Ｒｉｅｍａｎｎ 求解器

３．１　 旋转 Ｒｉｅｍａｎｎ求解器的一般形式

对于标准的有限体积方法，无论怎么求解 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题，一维问题的方向完全是由网格的

几何性质所决定．明显地，“网格相关”法方向不一定总是与迎风方向相一致．提出旋转 Ｒｉｅｍａｎｎ
方法的初衷是为了能够自由地选择一维 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题的方向，从而提高精度［１２］ ．本文的主要

目的是为了获得鲁棒性，然而对方向的巧妙选择也可以达到更高精度．
旋转 Ｒｉｅｍａｎｎ 求解器是基于将法向量 ｎ 分解成两个方向正交的单位向量．假设已经选择

ｎ１，那么取与之正交的方向为 ｎ２，即 ｎ１·ｎ２ ＝ ０， ｎ１ ＝ ｎ２ ＝ １．单元交界面法向量 ｎ就被投影到

这两个正交方向上：
　 　 ｎ ＝ α１ｎ１ ＋ α２ｎ２， α１ ＝ ｎ·ｎ１， α２ ＝ ｎ·ｎ２ ． （１４）

那么交界面的通量被分解为

　 　 Φ ＝ Φ（ｎ） ＝ α１Φ（ｎ１） ＋ α２Φ（ｎ２） ． （１５）
为了定义交界面通量，需要求解两个方向上的 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题，以此得到两个方向上的数值通

量．如果在两个方向上都采用 Ｒｏｅ Ｒｉｅｍａｎｎ 求解器，那么就可以得到 Ｒｅｎ 的旋转 Ｒｉｅｍａｎｎ 求解

器［１３］，它的性质依赖于对方向 ｎ１ 的选择．例如，Ｒｅｎ 将旋转格式的迎风方向 ｎ１ 取为控制体界
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面两侧速度差矢量的方向，该格式在线性区域产生更多耗散，能够完全消除基于 Ｒｉｅｍａｎｎ 求解

器的通量差分分裂格式存在的“红斑现象”．
３．２　 新的旋转混合 Ｒｉｅｍａｎｎ求解器

在式（１５）中，两个正交方向上分别采取 ＨＬＬ 通量与 ＨＬＬＣ 通量，便得到新的通量函数．具
体地，ＨＬＬ 通量（见式（１０））应用于 ｎ１ 方向上，ＨＬＬＣ 通量（见式（１１））应用于 ｎ２ 方向上，如此

新的通量函数将会提高激波捕捉能力，保持了 ＨＬＬ Ｒｉｅｍａｎｎ 求解器对孤立的激波间断的捕捉

能力．新的旋转混合 Ｒｉｅｍａｎｎ 求解器的通量函数为

　 　 ΦＨＨＬＬＣ ＝ α１ΦＨＬＬ（ｎ１） ＋ α２ΦＨＬＬＣ（ｎ２） ＝

　 　 　 　
α１

２
［Ｈ１（ＵＬ） ＋ Ｈ１（ＵＲ）］ ＋ α１

Ｓ ＋
ＲＳ

－
Ｌ

Ｓ ＋
Ｒ － Ｓ －

Ｌ

ΔＵ －

　 　 　 　
α１

２
Ｓ ＋

Ｒ ＋ Ｓ －
Ｌ

Ｓ ＋
Ｒ － Ｓ －

Ｌ

ΔＨ１ ＋ α２ΦＨＬＬＣ（ｎ２）， （１６）

其中 Ｓ ＋
Ｒ，Ｓ

－
Ｌ 是 ｎ１ 方向计算得到的．

新格式并没有依赖于由旋转机制自身所引起的额外耗散，而是将一个无红斑现象的通量

函数 ＨＬＬ 直接应用于 ｎ１ 方向．在另一个方向上，采用 ＨＬＬＣ 求解器来阻止产生过多耗散，提高

对接触间断及剪切波的分辨率．这意味着混合型格式的通量在垂直于激波方向是无红斑通量，
较少耗散的 ＨＬＬＣ 通量穿过剪切层．因此，最终的通量是无红斑、边界层高分辨率的，显然比

ＨＬＬ 有更高的分辨率．本文将新格式称为 ＨＬＬ 与 ＨＬＬＣ 的旋转混合型通量（ｒｏｔａｔｅｄ⁃ＨＨＬＬＣ）．
３．３　 ｎ１ 方向的选择

在旋转混合 Ｒｉｅｍａｎｎ 求解器（１６）的数值计算中， ｎ１，ｎ２ 是不知道的，总是假设 ｎ２ 与 ｎ１ 互

相垂直．可以通过相邻两个网格的速度差分向量来近似估计 ｎ１：

　 　 ｎ１ ＝
Δｑ

‖Δｑ‖
， ‖Δｑ‖ ＞ ε，

ｎ， ｏｔｈｅｒ，

ì

î

í
ïï

ïï
（１７）

其中

　 　 Δｑ ＝ （Δｕ，Δｖ） ＝ （ｕＲ － ｕＬ，ｖＲ － ｖＬ）， ‖Δｑ‖ ＝ （Δｕ） ２ ＋ （Δｖ） ２ ，
ε 是一个较小参数．即 ｎ１ 是激波法向．

已知非线性不稳定性是由横向扰动引起的，因此一个耗散通量应该应用于平行于激波的

方向［６］ ．只要存在垂直于单元交界面的速度差矢量方向，就在该方向上利用 ＨＬＬ Ｒｉｅｍａｎｎ 求解

器，故新的旋转混合 Ｒｉｅｍａｎｎ 求解器总是比 ＨＬＬＣ 通量具有更多耗散．另一方面，横向扰动是

由垂直于激波的一个扰动引起的，也就是说垂直于激波的耗散通量抑制了非线性不稳定性．由
此，本文的旋转通量在垂直于激波方向直接采用 ＨＬＬ 通量来消除非线性不稳定性．数值实验

表明新的旋转 Ｒｉｅｍａｎｎ 求解器完全消除了激波不稳定现象，至少对于激波衍射问题、双 Ｍａｃｈ
（马赫）反射问题是这样的．

可以将此旋转 Ｒｉｅｍａｎｎ 求解器直接推广到三维问题上，只是相当于定义 ｎ２ 垂直于主方向

ｎ１ ．例如，有如下形式：

　 　 ｎ２ ＝
（ｎ１ × ｎ） × ｎ１

‖（ｎ１ × ｎ） × ｎ１‖
． （１８）

这可以应用于任意类型的单元，比如说六面体或者四面体．很明显，本文的旋转通量只适用于

多维问题．
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４　 数 值 算 例

算例 １　 激波衍射问题

激波衍射问题是一个对许多 Ｇｏｄｕｎｏｖ 型格式都失效的数值试验．在这个问题中，一个

Ｍａｃｈ 数为 ５．０９ 的向右行正激波环绕一个 ９０°角发生衍射．计算区域是正方形［０，１］×［０，１］，将
其剖分为 ４００×４００ 的均匀网格．为简单起见，将角选择在左边界的中点，则左边下半部分取为

固定壁，而左边上半部分设为流入条件，上边界也取为固定壁，右边界及下边界都取为出流条

件．在计算中， ＣＣＦＬ ＝ ０．９５，时间推进到 ｔ ＝ ０．１８．激波右边的初始条件为

　 　 （ρ，ｕ，ｖ，ｐ） ＝ １，０，０， １
１．４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

激波左边的初始条件由移动激波关系给出．

（ａ） 密度 （ｂ） ｘ⁃ 方向速度 ｕ
（ａ） Ｄｅｎｓｉｔｙ （ｂ） ｘ⁃ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｕ

（ｃ） ｙ⁃ 方向速度 ｖ （ｄ） 压强

（ｃ） ｙ⁃ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｖ （ｄ） Ｐｒｅｓｓｕｒｅ
图 １　 ＨＬＬＣ 格式求解激波衍射问题的结果图

Ｆｉｇ．１　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｈｏｃｋ ｗａｖｅ ｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＨＬＬＣ ｓｃｈｅｍｅ
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图 １ 是采用 ＨＬＬＣ 格式计算的密度、速度、压强结果图．我们可以看到出现了很明显的激

波不稳定现象．图 ２ 中是采用本文的二阶旋转混合型格式计算的密度、速度、压强结果图．可以

发现该格式很好地捕捉了超音速激波，消除了红斑现象．

（ａ） 密度 （ｂ） ｘ⁃ 方向速度 ｕ
（ａ） Ｄｅｎｓｉｔｙ （ｂ） ｘ⁃ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｕ

（ｃ） ｙ⁃ 方向速度 ｖ （ｄ） 压强

（ｃ） ｙ⁃ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｖ （ｄ） Ｐｒｅｓｓｕｒｅ
图 ２　 二阶旋转混合型格式（ｒｏｔａｔｅｄ⁃ＨＨＬＬＣ）求解激波衍射问题的结果图

Ｆｉｇ．２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｈｏｃｋ ｗａｖｅ ｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｒｏｔａｔｅｄ⁃ＨＨＬＬＣ ｓｃｈｅｍｅ

算例 ２　 双 Ｍａｃｈ反射问题

这个问题最早由 Ｗｏｏｄｗａｒｄ 和 Ｃｏｌｅｌｌａ［１７］提出，之后被广泛地用来测试激波的稳定性．
众所周知，Ｒｏｅ 格式、ＨＬＬＣ 格式求解该问题会出现很明显的不稳定现象．计算区域为［０，４］×

［０，１］，在其底部有一个开始于 ｘ ＝ １ ／ ６ 的墙．计算开始时刻，一个 Ｍａｃｈ 数为 １０ 的右行激波通

过 （ｘ ＝ １ ／ ６，ｙ ＝ ０） 并且和 ｘ⁃轴成 ６０°角，激波右侧的初始条件为（ρ，ｕ，ｖ，ｐ） ＝ （１．４，０，０，１） ．计
算区域的网格为 ３２０×８０，左边界设为流入条件，右边界取为出口条件，上边界需考虑激波运

动，下边界始于 ｘ ＝ １ ／ ６ 部分采用无穿透绝热条件．在计算中，ＣＣＦＬ ＝ ０．７，时间推进到 ｔ ＝ ０．２．计
算结果见图 ３，可以看出本文的二阶旋转混合型格式能以高分辨率捕捉激波并且没有表现出

任何不稳定性．
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（ａ） 密度

（ａ） Ｄｅｎｓｉｔｙ

（ｂ） ｘ⁃ 方向速度 ｕ
（ｂ） ｘ⁃ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｕ

（ｃ） ｙ⁃ 方向速度 ｖ
（ｃ） ｙ⁃ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｖ

（ｄ） 压强

（ｄ） Ｐｒｅｓｓｕｒｅ
图 ３　 二阶旋转混合型格式（ｒｏｔａｔｅｄ⁃ＨＨＬＬＣ）求解双 Ｍａｃｈ 反射问题的结果图

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｄｏｕｂｌｅ⁃Ｍａｃｈ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｃｏｍｐｕｔｅｄ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｒｏｔａｔｅｄ⁃ＨＨＬＬＣ ｓｃｈｅｍｅ

算例 ３　 二维 Ｅｕｌｅｒ 方程的 Ｒｉｅｍａｎｎ问题

二维 Ｅｕｌｅｒ 方程的 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题，初值为
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　 　 Ｕ０（ｘ，ｙ，０） ＝

（ρ １，ｕ１，ｖ１，ｐ１）， ｘ ＞ ０．５， ｙ ＞ ０．５，
（ρ ２，ｕ２，ｖ２，ｐ２）， ｘ ＜ ０．５， ｙ ＞ ０．５，
（ρ ３，ｕ３，ｖ３，ｐ３）， ｘ ＜ ０．５， ｙ ＜ ０．５，
（ρ ４，ｕ４，ｖ４，ｐ４）， ｘ ＞ ０．５， ｙ ＜ ０．５ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

根据稀疏波 （Ｒ
→
）、激波（Ｓ

←
） 和接触间断（Ｊ ±） 等 ３ 类一维中心波的结构，多元气体的 Ｒｉｅｍａｎｎ

问题共有 １９ 种不同的容许结构［１８⁃１９］，箭头（·
→
）和（·

←
）表示正向波和反向波， Ｊ ± 表示正负接

触间断．本文只考虑下列 ４ 种初值问题［２０］：
① 两稀疏波、两接触间断结构

　 　

Ｊ －
２１

Ｒ
→

３２ Ｒ
→

４１

Ｊ ＋
３４

，

初值

　 　 Ｕ０ ＝

（１，０，０．４２９ ７，１），
（０．５，０，０．６０７ ６，１），
（０．２２８ １，０， － ０．６０７ ６，０．３３３ ３），
（０．４５６ ２，０， － ０．４２９ ７，０．３３３ ３）；

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

② 单激波、单稀疏波、两接触间断结构

　 　

Ｒ
←

２１

Ｊ －
３２ Ｓ

→

４１

Ｊ ＋
３４

，

初值

　 　 Ｕ０ ＝

（０．５３１ ３，０．１，０．１，０．４），
（１．０２２ ２， － ０．６１７ ９，０．１，１），
（０．８，０．１，０．１，１），
（１，０．１，０．８２７ ６，１）；

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

③ 单激波、单稀疏波、两接触间断结构

　 　

Ｊ ＋
２１

Ｓ
←

３２ Ｒ
→

４１

Ｊ ＋
３４

，

初值

　 　 Ｕ０ ＝

（１，０，１，１），
（２，０， － ０．３，１），
（１．０６２ ５，０，０．２１４ ５，０．４），
（０．５１９ ７，０，０．２７４ １，０．４）；

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

④ 单激波、单稀疏波、两接触间断结构
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Ｊ ＋
２１

Ｓ
←

３２ Ｒ
→

４１

Ｊ －
３４

，

初值

　 　 Ｕ０ ＝

（１，０，０．３，１），
（２，０， － ０．３，１），
（１．０６２ ５，０，０．２１４ ５，０．４），
（０．５１９ ７，０， － ０．４２５ ９，０．４） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

采用 ４００×４００ 的网格， ＣＣＦＬ ＝ ０．２，０．２，０．２，０．３，时间推进到 Ｔ ＝ ０．１５，０．２，０．２，０．３．图 ４ 给出

用 ｒｏｔａｔｅｄ⁃ＨＨＬＬＣ 方法计算得到的密度等值线．从计算结果可以看出，对激波、稀疏波和接触间

断都有很高的分辨率．

（ａ） 初值 ① （Ｔ ＝ ０．１５， ＣＣＦＬ ＝ ０．２） （ｂ） 初值 ② （Ｔ ＝ ０．２， ＣＣＦＬ ＝ ０．２）

（ａ） Ｉｎｉｔｉａｌ ｄａｔａ ① （Ｔ ＝ ０．１５， ＣＣＦＬ ＝ ０．２） （ｂ） Ｉｎｉｔｉａｌ ｄａｔａ ② （Ｔ ＝ ０．２， ＣＣＦＬ ＝ ０．２）

（ｃ） 初值 ③ （Ｔ ＝ ０．２， ＣＣＦＬ ＝ ０．２） （ｄ） 初值 ④ （Ｔ ＝ ０．３， ＣＣＦＬ ＝ ０．３）

（ｃ） Ｉｎｉｔｉａｌ ｄａｔａ ③ （Ｔ ＝ ０．２， ＣＣＦＬ ＝ ０．２） （ｄ） Ｉｎｉｔｉａｌ ｄａｔａ ④ （Ｔ ＝ ０．３， ＣＣＦＬ ＝ ０．３）

图 ４　 二阶旋转混合型格式（ｒｏｔａｔｅｄ⁃ＨＨＬＬＣ）求解二维 Ｅｕｌｅｒ 方程 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题的结果图

Ｆｉｇ．４　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｒｉｅｍａｎｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｅｕｌｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ
ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｒｏｔａｔｅｄ⁃ＨＨＬＬＣ ｓｃｈｅｍｅ
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５　 总　 　 结

本文提出了一个用于求解多维 Ｅｕｌｅｒ 方程的二阶旋转混合型格式．该格式具有强大的激波

捕捉能力．数值算例的有效性、鲁棒性及精确性表明该格式可以快速有效地避免 “红斑现象”．
本文只是通量函数的一个特殊组合，其它的组合将在后续的文章中详述．
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ｍｅｒｉｃａｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｎｅｗ ｒｏｔａｔｅｄ⁃ｈｙｂｒｉｄ ｓｃｈｅｍｅ ｉｓ ｅｘｔｒｅｍｅｌｙ ｓｉｍｐｌｅ， ｃａｒｂｕｎｃｌｅ⁃
ｆｒｅｅ ａｎｄ ｈｉｇｈｌｙ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｈｏｃｋ ｗａｖｅ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ； Ｅｕｌｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ； ｃａｒｂｕｎｃｌｅ⁃ｆｒｅｅ； ｒｏｔａｔｅｄ⁃ｈｙｂｒｉｄ
ｓｃｈｅｍｅ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１１１７１０４３）

３５５刘 友 琼　 　 　 封 建 湖　 　 　 任　 　 炯　 　 　 龚 承 启


