
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１４）０９⁃１０４６⁃０９ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

一类非线性强阻尼扰动
发展方程的解

∗

史娟荣１
，　 石兰芳２

，　 莫嘉琪３

（１． 安徽机电职业技术学院， 安徽 芜湖 ２４１００２；
２． 南京信息工程大学 数学与统计学院， 南京 ２１００４４；

３． 安徽师范大学 数学计算机科学学院 数学系， 安徽 芜湖 ２４１００３）

摘要：　 研究了在数学、力学中广泛出现的一类三阶非线性强阻尼发展扰动偏微分方程，并求其近

似解析解．首先，构造一个泛函同伦映射，将方程的解表示以人工参数的幂级数形式，代入同伦映

射，得到一个非线性扰动方程解的逐次迭代关系式，并考虑对应的一个无扰动项情形下的强阻尼

发展方程，利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换理论，求出其精确解．其次，以得到的精确解为同伦映射迭代式的初始

函数，通过非线性扰动方程解的迭代关系式，再用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换法求解对应的方程．最后，便依次地

得到了非线性强阻尼发展扰动偏微分方程的各次近似解析解．用上述方法得到的各次近似解，具有

便于求解、精度高等特点．
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引　 　 言

非线性扰动发展方程在物理学、力学的许多领域中是十分重视的研究对象．近来许多学

者，例如在激波、光波散射、量子力学、大气物理、神经网络等方面都作了研究［１⁃５］ ．非线性扰动

发展方程的各种定量和定性方法也大量涌现．当前研究非线性发展方程的有效方法不断地被

提出和发展，如非经典 Ｌｉｅ（李）群方法，修正的 ＣＫ 方法，双曲函数展开法， Ｇ′ ／ Ｇ 展开法，齐次

平衡法，反散射法，Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数展开法［６⁃１２］ 等．作者也利用摄动理论、微分不等式、同伦映

射、不动点原理等方法研究了一系列非线性问题［１３⁃１９］ ．
本文是利用同伦映射方法［２０⁃２１］研究了一类非线性发展扰动方程．非线性扰动方程的渐近

方法其要点是用扰动理论的渐近展开式将非线性方程转化为可求得的近似式去逼近原非线性

方程的解［２２⁃２３］ ．本文使用的同伦映射方法就是属于这一类．本方法的优点在于思路简明，计算

简单，得到的近似解具有较高的精度．本方法具有较广泛的研究前景．
今讨论如下一类强阻尼发展方程：
　 　 ｕｔｔ － ｕｘｘ ＋ ａｕｔ ＋ ｂｕｔｘ － ｃｕｔｘｘ ＝ ｆ（ ｔ，ｘ，ｕ）， （１）
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其中， ａ，ｂ，ｃ 为阻尼参数， ｆ 为扰动项．Ｓｉｎｅ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程就是这类重要非线性扰动发展方程，它
是物理学中很受关注的模型．由于非线性方程（１）一般不能用有限个初等函数来表示其精确

解．为此，本文引入一个同伦映射来得到求解的表示式．
假设

（Ｈ１）　 ｆ 是关于其变量为充分光滑的有界函数，并可进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换；
（Ｈ２）　 存在一个正常数 Ｍ，使得 ｆｕ ≤ Ｍ 成立．

１　 同 伦 映 射

为了得到模型（１）的近似解，首先引入同伦映射 Ｈ（ｕ，ｐ）：Ｒ × Ｉ → Ｒ［２０⁃２１］：
　 　 Ｈ（ｕ，ｐ） ＝ Ｌ（ｕ） － Ｌ（ｖ） ＋ ｐ［Ｌ（ｖ） － ｆ（ ｔ，ｘ，ｕ）］， （２）

其中 Ｒ ＝ （ －∞， ＋∞），Ｉ ＝ ［０，１］，ｐ为人工参数，ｖ为辅助函数，将在下面决定，而线性算子 Ｌ为

　 　 Ｌ（ｕ） ＝ ｕｔｔ － ｕｘｘ ＋ ａｕｔ ＋ ｂｕｔｘ － ｃｕｔｘｘ ．
于是由式（２）， Ｈ（ｕ，１） ＝ ０ 与方程（１） 相同．故方程（１） 的解 ｕ（ ｔ，ｘ） 就是 Ｈ（ｕ，ｐ） ＝ ０ 的解

当 ｐ → １ 时的情形．
先考虑无扰动项情形下的强阻尼发展方程：
　 　 ｖｔｔ － ｖｘｘ ＋ ａｖｔ ＋ ｂｖｔｘ － ｃｖｔｘｘ ＝ ０． （３）
现利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换法来求方程（３）的解．对方程（３）的两边关于变量 ｘ 进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，

并设 ｖ（ｘ，ｔ） 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换为 ｖ－（λ，ｔ） ．这时有

　 　 ∂２ｖ－

∂ｔ２
＋ （ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２） ∂ｖ－

∂ｔ
＋ λ ２ｖ－ ＝ ０． （４）

方程（４）的解为

　 　 ｖ－（ ｔ，λ） ＝ １

（ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２） ２ － ４λ ２
×

　 　 　 　 ［（ψ
－
－ ｒ２ϕ

－
）ｅｘｐ（ ｒ１ ｔ） － （ψ

－
－ ｒ１ϕ

－
）ｅｘｐ（ ｒ２ ｔ）］， （５）

其中 ϕ
－
，ψ

－
分别为初始状态 ｖ ｔ ＝ ０ ＝ ϕ，ｖｔ ｔ ＝ ０ ＝ ψ 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，而特征值 ｒ１，２ 为

　 　 ｒ１，２ ＝ １
２
（ － （ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２） ± （ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２） ２ － ４λ ２ ） ． （６）

取关系式（６）的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 逆变换，便得到方程（３）的解 ｖ：

　 　 ｖ（ ｔ，ｘ） ＝ １

２π （ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２） ２ － ４λ ２ ∫
∞

－∞
［（ψ

－
（λ） － ｒ２ϕ

－
（λ））ｅｘｐ（ ｒ１ ｔ） －

　 　 　 　 （ψ
－
（λ） － ｒ１ϕ

－
（λ））ｅｘｐ（ ｒ２ ｔ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄλ ． （７）

再设方程（１）的解为

　 　 ｕ ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
ｕ ｊ（ ｔ，ｘ）ｐ ｊ ． （８）

考虑到式（２），将式（８）代入 Ｈ（ｕ，ｐ） ＝ ０，展开非线性项，合并方程 Ｈ（ｕ，ｐ） ＝ ０ 关于 ｐ 的同次幂

的系数．由 Ｈ（ｕ，ｐ） ＝ ０ 关于 ｐ 的零次幂的系数得

　 　 Ｌ（ｕ０） ＝ Ｌ（ｖ） ． （９）
选取无扰动情形下的强阻尼发展方程的解作为同伦映射（２）中的辅助函数 ｖ ．因此由式

（７）、（９），便可得到 ｕ０ ．即
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　 　 ｕ０（ ｔ，ｘ） ＝ １

２π （ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２） ２ － ４λ ２ ∫
∞

－∞
［（ψ

－
（λ） － ｒ２ϕ

－
（λ））ｅｘｐ（ ｒ１ ｔ） －

　 　 　 　 （ψ
－
（λ） － ｒ１ϕ

－
（λ））ｅｘｐ（ ｒ２ ｔ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄλ ． （１０）

再由式（２），取 Ｈ（ｕ，ｐ） ＝ ０ 关于 ｐ 的一次幂的系数为 ０，得
　 　 Ｌ（ｕ１） ＝ ｆ（ ｔ，ｘ，ｕ０） ． （１１）

用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换方法，对方程（１１）关于 ｘ 进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，有

　 　
∂２ｕ－ １

∂ｔ２
＋ （ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２）

∂ｕ－ １

∂ｔ
＋ λ ２ｕ－ １ ＝ ｆ

　 －
， （１２）

其中 ｕ－ １， ｆ
　 －

分别为 ｕ１（ ｔ，ｘ）， ｆ（ ｔ，ｘ，ｕ０） 关于 ｘ 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换．于是方程（１２）在零初始条件下的

解为

　 　 ｕ－ １（ ｔ，λ） ＝ １

２π （ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２） ２ － ４λ ２
×

　 　 　 　 ∫ｔ
０
ｆ
　 －
［ｅｘｐ（ ｒ１ ｔ － ｒ２τ） － ｅｘｐ（ ｒ２ ｔ － ｒ１τ）］ｄτ， （１３）

其中， ｒ１， ｒ２ 如式（６） 所示．取关系式（１３） 关于 ｘ 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 逆变换．便可得到方程（１２）的解

ｕ１（ ｔ，ｘ）：

　 　 ｕ１（ ｔ，ｘ） ＝ １

２π （ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２） ２ － ４λ ２ ∫
∞

－∞
∫ｔ

０
ｆ
　 －
（τ，λ，ｕ０（τ，ｘ）） ×

　 　 　 　 ［ｅｘｐ（ ｒ１ ｔ － ｒ２τ） － ｅｘｐ（ ｒ２ ｔ － ｒ１τ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄτｄλ ． （１４）
同理，再由式（２），取 Ｈ（ｕ，ｐ） ＝ ０ 关于 ｐ ｊ（ ｊ ＝ ２，３，４，…） 的系数为 ０，得
　 　 Ｌ（ｕ ｊ） ＝ Ｆ ｊ（ ｔ，ｘ）， （１５）

其中 Ｆ ｊ 为

　 　 Ｆ ｊ（ ｔ，ｘ） ＝ １
（ ｊ － １）！

∂ｊ －１

∂ｐ ｊ －１ ｆ ( ｔ，ｘ，∑
∞

ｋ ＝ ０
ｕｋ（ ｔ，ｘ）ｐｋ )，　 　 ｊ ＝ ２，３，４，… ．

对方程（１５）关于 ｘ 进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，有

　 　
∂２ｕ－ ｊ

∂ｔ２
＋ （ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２）

∂ｕ－ ｊ

∂ｔ
＋ λ ２ｕ－ ｊ ＝ Ｆ

－

ｊ，　 　 ｊ ＝ ２，３，４，…， （１６）

其中 Ｆ
－

ｊ 为 Ｆ ｊ 关于 ｘ 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换．于是方程（１５）在零初始条件下的解为

　 　 ｕ－ ｊ（ ｔ，λ） ＝ １

２π （ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２） ２ － ４λ ２
×

　 　 　 　 ∫ｔ
０
Ｆ
－

ｊ［ｅｘｐ（ ｒ１ ｔ － ｒ２τ） － ｅｘｐ（ ｒ２ ｔ － ｒ１τ）］ｄτ ． （１７）

取关系式（１７）关于 ｘ 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 逆变换．便得到方程（１５）的解 ｕ ｊ（ ｔ，ｘ）：

　 　 ｕ ｊ（ ｔ，ｘ） ＝ １

２π （ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２） ２ － ４λ ２ ∫
∞

－∞
∫ｔ

０
Ｆ
－

ｊ（τ，λ） ×

　 　 　 　 ［ｅｘｐ（ ｒ１ ｔ － ｒ２τ） － ｅｘｐ（ ｒ２ ｔ － ｒ１τ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄτｄλ，　 　 ｊ ＝ ２，３，４，… ． （１８）
由式（１０）、（１４）、（１８），将得到的 ｕ ｊ（ ｔ，ｘ）（ ｊ ＝ ０，１，２，…） 代入式（８），并令 ｐ ＝ １， 便得到强

阻尼扰动发展方程（１）在初始条件

　 　 ｕ ｔ ＝ ０ ＝ ϕ（ｘ）， ｕｔ ｔ ＝ ０ ＝ ψ（ｘ） （１９）

８４０１ 一类非线性强阻尼扰动发展方程的解



下的解：

　 　 ｕ（ ｔ，ｘ） ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
ｕ ｊ（ ｔ，ｘ） ． （２０）

可以证明［２０］： 关系式（２０）是收敛的，且它就是强阻尼扰动发展方程（１）在满足初始条件（１９）
下的精确解．而

　 　 ｕｍ（ａｐｐ）（ ｔ，ｘ） ＝ １

２π （ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２） ２ － ４λ ２
[∫∞

－∞
［（ψ

－
（λ） － ｒ２ϕ

－
（λ））ｅｘｐ（ ｒ１ ｔ） －

　 　 　 　 （ψ
－
（λ） － ｒ１ϕ

－
（λ））ｅｘｐ（ ｒ２ ｔ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄλ ＋

　 　 　 　 ∫∞
－∞
∫ｔ

０
ｆ
　 －
（τ，λ，ｕ０（τ，ｘ））［ｅｘｐ（ ｒ１ ｔ － ｒ２τ） － ｅｘｐ（ ｒ２ ｔ － ｒ１τ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄτｄλ ＋

　 　 　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ ２
∫∞

－∞
∫ｔ

０
Ｆ
－

ｊ（τ，λ）［ｅｘｐ（ ｒ１ ｔ － ｒ２τ） － ｅｘｐ（ ｒ２ ｔ － ｒ１τ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄτｄλ ] （２１）

为相应问题的第 ｍ 次近似解．
于是本文有如下定理：
定理 １　 在假设（Ｈ１）、（Ｈ２）下，强阻尼扰动发展方程（１）在满足初始条件（１９）下存在一

个形如式（２０）的解 ｕ（ ｔ，ｘ），而式（２１） 是对应问题的第 ｍ 次近似解 ｕｍ（ａｐｐ）（ ｔ，ｘ） ．

２　 Ｓｉｎｅ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程

讨论如下用于超导体中的 Ｓｉｎｅ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程：
　 　 ｕｔｔ － ｕｘｘ ＝ － ｓｉｎ ｕ （２２）

和初始条件

　 　 ｕ ｔ ＝ ０ ＝ ϕ（ｘ）， ｕｔ ｔ ＝ ０ ＝ ψ（ｘ） ． （２３）
利用上节所述，采用同伦映射方法．
事实上，比较方程（１），可知 ａ ＝ ｂ ＝ ｃ ＝ ０， ｆ（ｘ，ｔ，ｕ） ＝ － ｓｉｎ ｕ ．于是由同伦映射方法，由式

（１０），得到 Ｓｉｎｅ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程的 ｕ０（ ｔ，ｘ） 为

　 　 ｕ０（ ｔ，ｘ） ＝ － ｉ
４πλ ∫

∞

－∞
［（ψ

－
（λ） － ｒ２ϕ

－
（λ））ｅｘｐ（ ｒ１ ｔ） －

　 　 　 　 （ψ
－
（λ） － ｒ１ϕ

－
（λ））ｅｘｐ（ ｒ２ ｔ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄλ， （２４）

其中对应的特征值 ｒ１，２ ＝ ± ｉλ ．
由式（１４），得到 Ｓｉｎｅ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程的 ｕ１（ ｔ，ｘ） 为

　 　 ｕ１（ ｔ，ｘ） ＝ ｉ
４πλ ∫

∞

－∞
∫ｔ

０
Ｆ
－

１（τ，λ）［ｅｘｐ（ ｔ ＋ τ） － ｅｘｐ（２λｔ ＋ ｒ２τ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄτｄλ，

（２５）

其中 Ｆ
－

１（ ｔ，λ） 为 － ｓｉｎ ｕ０（ ｔ，ｘ） 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换．
由式（１８），得到 Ｓｉｎｅ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程的 ｕ ｊ（ ｔ，ｘ）（ ｊ ＝ ２，３，４，…） 为

　 　 ｕ ｊ（ ｔ，ｘ） ＝ － ｉ
４πλ ∫

∞

－∞
∫ｔ

０
Ｆ
－

ｊ（τ，λ）［ｅｘｐ（ ｔ ＋ τ） －

　 　 　 　 ｅｘｐ（２λｔ ＋ ｒ２τ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄτｄλ，　 　 ｊ ＝ ２，３，４，…， （２６）

其中 Ｆ
－

ｊ 为 Ｆ ｊ 关于 ｘ 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，而 Ｆ ｊ 为
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　 　 Ｆ ｊ（ ｔ，ｘ） ＝ － １
（ ｊ － １）！

∂ｊ －１

∂ｐ ｊ －１ ｓｉｎ (∑
∞

ｋ ＝ ０
ｕｋ（ ｔ，ｘ）ｐｋ )，　 　 ｊ ＝ ２，３，４，… ．

由式（２４） ～ （２６），便得到 Ｓｉｎｅ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程（２２）在边界条件（２３）下第 ｍ 次近似 ｕｍ（ａｐｐ）（ ｔ，
ｘ） 为

　 　 ｕｍ（ａｐｐ）（ ｔ，ｘ） ＝ － ｉ
４πλ ∫

∞

－∞
［（ψ

－
（λ） － ｒ２ϕ

－
（λ））ｅｘｐ（ ｒ１ ｔ） －

　 　 　 　 （ψ
－
（λ） － ｒ１ϕ

－
（λ））ｅｘｐ（ ｒ２ ｔ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄλ －

　 　 　 　 ｉ
４πλ ∫

∞

－∞
∫ｔ

０
Ｆ
－

１（τ，λ）［ｅｘｐ（ ｔ ＋ τ） － ｅｘｐ（２λｔ ＋ ｒ２τ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄτｄλ ＋

　 　 　 　 ｉ
４πλ∑

ｍ

ｊ ＝ ２
∫∞

－∞
∫ｔ

０
Ｆ
－

ｊ（τ，λ）［ｅｘｐ（ ｔ ＋ τ） － ｅｘｐ（２λｔ ＋ ｒ２τ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄτｄλ ． （２７）

于是有如下定理：
定理 ２　 Ｓｉｎｅ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程（２２）在边界条件（２３）下的第 ｍ 次近似 ｕｍ（ａｐｐ）（ ｔ，ｘ） 可由式（２７）

表示．

３　 微 扰 方 程

考虑强阻尼扰动发展方程（１）中的扰动项是微扰的．为计算简单起见，例如现设 ｆ（ｘ，ｔ，ｕ）
＝ εｃｏｓ ｕ ．其中 ε 为正的小参数．相应的强阻尼微扰方程初值问题为

　 　 ｕｔｔ － ｕｘｘ ＋ ａｕｔ ＋ ｂｕｔｘ － ｃｕｔｘｘ ＝ εｃｏｓ ｕ，　 　 ０ ＜ ε ≪ １， （２８）
　 　 ｕ ｔ ＝ ０ ＝ ϕ（ｘ）， ｕｔ ｔ ＝ ０ ＝ ０． （２９）
由关系式（１０）、（１４）、（１８），强阻尼微扰方程（２８）、（２９）的 ｕ０（ ｔ，ｘ），ｕ１（ ｔ，ｘ），ｕ２（ ｔ，ｘ） 分

别为

　 　 ｕ０（ ｔ，ｘ） ＝ １

２π （ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２） ２ － ４λ ２ ∫
∞

－∞
［（ － ｒ２ｅｘｐ（ ｒ１ ｔ） ＋

　 　 　 　 ｒ１ｅｘｐ（ ｒ２ ｔ））ϕ
－
（λ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄλ， （３０）

　 　 ｕ１（ ｔ，ｘ） ＝ １

２π （ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２） ２ － ４λ ２ ∫
∞

－∞
∫ｔ

０
Ｆ
－

１（τ，λ） ×

　 　 　 　 ［ｅｘｐ（ ｒ１ ｔ － ｒ２τ） － ｅｘｐ（ ｒ２ ｔ － ｒ１τ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄτｄλ， （３１）

　 　 ｕ２（ ｔ，ｘ） ＝ １

２π （ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２） ２ － ４λ ２ ∫
∞

－∞
∫ｔ

０
Ｆ
－

２（τ，λ） ×

　 　 　 　 ［ｅｘｐ（ ｒ１ ｔ － ｒ２τ） － ｅｘｐ（ ｒ２ ｔ － ｒ１τ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄτｄλ， （３２）

其中 Ｆ
－

１（ ｔ， λ） 为 εｃｏｓ ｕ０（ ｔ， ｘ） 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换， Ｆ
－

２（ ｔ， λ） 为 － ε（ｓｉｎ ｕ０（ ｔ， ｘ））ｕ１（ ｔ， ｘ） 的 Ｆｏｕ⁃
ｒｉｅｒ 变换．

由关系式（３０） ～ （３２），便得到强阻尼微扰方程初值问题（２８）、（２９）的第二次近似解

ｕ２ ａｐｐ（ ｔ，ｘ） 为

　 　 ｕ２ ａｐｐ（ ｔ，ｘ） ＝ １

２π （ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２） ２ － ４λ ２ ∫
∞

－∞
［（ － ｒ２ｅｘｐ（ ｒ１ ｔ） ＋

　 　 　 　 ｒ１ｅｘｐ（ ｒ２ ｔ））ϕ
－
（λ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄλ ＋
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　 　 　 　 １

２π （ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２） ２ － ４λ ２ ∫
∞

－∞
∫ｔ

０
［Ｆ

－

１（τ，λ） ＋ Ｆ
－

２（τ，λ）］ ×

　 　 　 　 ［ｅｘｐ（ ｒ１ ｔ － ｒ２τ） － ｅｘｐ（ ｒ２ ｔ － ｒ１τ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄτｄλ ． （３３）
因为强阻尼微扰方程初值问题（２８）、（２９）为微扰问题，因此还可用摄动方法来求得该问

题的渐近解．
设

　 　 ｕｐｅｒ（ ｔ，ｘ） ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
ｕ ｊ（ ｔ，ｘ）ε ｊ ． （３４）

将式（３４）代入问题（２８）、（２９），按 ε 展开非线性项，合并 ε 的同次幂项系数，并令其为 ０．对于

ε ｊ（ ｊ ＝ ０，１，２） 的系数为 ０，分别有

　 　 ｕ０ｔｔ － ｕ０ｘｘ ＋ ａｕ０ｔ ＋ ｂｕ０ｔｘ － ｃｕ０ｔｘｘ ＝ ０， （３５）
　 　 ｕ０ ｔ ＝ ０ ＝ ϕ（ｘ）， ｕ０ｔ ｔ ＝ ０ ＝ ０， （３６）
　 　 ｕ１ｔｔ － ｕ１ｘｘ ＋ ａｕ１ｔ ＋ ｂｕ１ｔｘ － ｃｕ１ｔｘｘ ＝ ｃｏｓ ｕ０， （３７）
　 　 ｕ１ ｔ ＝ ０ ＝ ０， ｕ１ｔ ｔ ＝ ０ ＝ ０， （３８）
　 　 ｕ２ｔｔ － ｕ２ｘｘ ＋ ａｕ２ｔ ＋ ｂｕ２ｔｘ － ｃｕ２ｔｘｘ ＝ － （ｓｉｎ ｕ０）ｕ１， （３９）
　 　 ｕ２ ｔ ＝ ０ ＝ ０， ｕ２ｔ ｔ ＝ ０ ＝ ０． （４０）
由 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换方法，问题（３５） ～ （３６）、（３７） ～ （３８）、（３９） ～ （４０）的解分别是

　 　 ｕ０（ ｔ，ｘ） ＝ １

２π （ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２） ２ － ４λ ２ ∫
∞

－∞
［（ － ｒ２ｅｘｐ（ ｒ１ ｔ） ＋

　 　 　 　 ｒ１ｅｘｐ（ ｒ２ ｔ））ϕ
－
（λ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄλ， （４１）

　 　 ｕ１（ ｔ，ｘ） ＝ １

２π （ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２） ２ － ４λ ２ ∫
∞

－∞
∫ｔ

０
Ｆ１（τ，λ） ×

　 　 　 　 ［ｅｘｐ（ ｒ１ ｔ － ｒ２τ） － ｅｘｐ（ ｒ２ ｔ － ｒ１τ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄτｄλ， （４２）

　 　 ｕ２（ ｔ，ｘ） ＝ １

２π （ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２） ２ － ４λ ２ ∫
∞

－∞
∫ｔ

０
Ｆ２（τ，λ） ×

　 　 　 　 ［ｅｘｐ（ ｒ１ ｔ － ｒ２τ） － ｅｘｐ（ ｒ２ ｔ － ｒ１τ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄτｄλ， （４３）
其中 Ｆ１（ ｔ，λ） 为 ｃｏｓ ｕ０（ ｔ，ｘ） 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换， Ｆ２（ ｔ，λ） 为 － （ｓｉｎ ｕ０（ ｔ，ｘ））ｕ０（ ｔ，ｘ） 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变
换．将式（４１） ～ （４３）代入式（３４），便得到强阻尼微扰方程初值问题（２８）、（２９）的二次摄动解

ｕ２ ｐｅｒ（ ｔ，ｘ）：

　 　 ｕ２ ｐｅｒ（ ｔ，ｘ） ＝ １

２π （ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２） ２ － ４λ ２ ∫
∞

－∞
［（ － ｒ２ｅｘｐ（ ｒ１ ｔ） ＋

　 　 　 　 ｒ１ｅｘｐ（ ｒ２ ｔ））ϕ
－
（λ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄλ ＋

　 　 　 　 ε

２π （ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２） ２ － ４λ ２ ∫
∞

－∞
∫ｔ

０
Ｆ１（τ，λ） ×

　 　 　 　 ［ｅｘｐ（ ｒ１ ｔ － ｒ２τ） － ｅｘｐ（ ｒ２ ｔ － ｒ１τ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄτｄλ ＋

　 　 　 　 ε ２

２π （ａ ＋ ｉｂλ ＋ ｃλ ２） ２ － ４λ ２ ∫
∞

－∞
∫ｔ

０
Ｆ２（τ，λ）［ｅｘｐ（ ｒ１ ｔ － ｒ２τ） －

　 　 　 　 ｅｘｐ（ ｒ２ ｔ － ｒ１τ）］ｅｘｐ（ｉλｘ）ｄτｄλ ＋ Ｏ（ε ３），　 　 ０ ＜ ε ≪ １． （４４）
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由式（３３）、（４４），不难看出，强阻尼微扰方程初值问题（２８）、（２９），用同伦映射方法得到

的第二次近似解 ｕ２ ａｐｐ（ ｔ，ｘ） 和用摄动方法得到的二次渐近解 ｕ２ ｐｅｒ（ ｔ，ｘ） 比较，具有如下的误差：
　 　 ｕ２ ａｐｐ（ ｔ，ｘ） － ｕ２ ｐｅｒ（ ｔ，ｘ） ＝ Ｏ（ε ３），　 　 ０ ＜ ε ≪ １．
于是有如下定理：
定理 ３　 强阻尼微扰方程初值问题（２８）、（２９）的解 ｕａｐｐ（ ｔ，ｘ），用同伦映射方法得到的的

二次近似解 ｕ２ ａｐｐ（ ｔ，ｘ）， 具有如下精度：
　 　 ｕａｐｐ（ ｔ，ｘ） ＝ ｕ２ ａｐｐ（ ｔ，ｘ） ＋ Ｏ（ε ３），　 　 ０ ＜ ε ≪ １．
由定理 ３ 也可以看出，用同伦映射方法得到的近似解具有良好的精度．

４　 结 束 语

众所周知，非线性方程一般是不能得到有限项形式的解析精确解．人们只能用数值方法得

到它的模拟解，或者用近似解析解去逼近它．然而由于用数值方法得到的模拟解不能再进行解

析运算，从而终止了对方程解的解析运算．这样往往会忽略对一些非线性方程的某些特性的研

究．特别是一些微扰方程通常出现跳跃过渡的激波层现象的解，有时就会被忽略．用同伦映射

方法是通过近似解析函数去逼近方程的精确解，所以它还可用解析的方法去继续探索方程解

的其它特殊性态．
本文采用的同伦映射方法的优点还在于这种思路和方法简捷有效．同时用此方法求得方

程近似解的函数序列收敛速度的快慢，很容易启发人们采用合适的初始近似．例如本文，初始

近似 ｖ（ｘ，ｔ） 的选取是采用非扰动情形下的典型发展方程的解（１０），这是十分自然的，它保证

了对应于有扰动情形下的非线性发展方程较快地求得在要求的精度范围内的近似解．
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４５０１ 一类非线性强阻尼扰动发展方程的解


