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摘要：　 探讨一个复变量热方程的 Ｃａｕｃｈｙ 问题，其中的非线性项是倒数型的．先提出一些全局解的

存在性与不存在性的判定准则，然后采用解平面的不变子集的变换，证明了当初始值渐近于常数

时，解是否会在无穷远处消失或在任意时间内全局存在，均依赖于初始值的渐近极限值．
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引　 　 言

本文讨论以下的复变量热方程初值问题：

　 　
ｗ ｔ ＝ ｗｘｘ － １

ｗ
，

ｗ（ｘ，ｔ） ＝ ｕ（ｘ，ｔ） ＋ ｉｖ（ｘ，ｔ），
（ｕ（·，０），ｖ（·，０）） ＝ （ｕ０，ｖ０），
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ï
ïï

ï
ï

（１）

其中 ｉ ＝ － １ ， ｗ ＝ ｗ（ｘ，ｔ） 是关于空间变量 ｘ ∈ Ｒ 与时间变量 ｔ ≥ ０ 的复值函数， 而 ｕ， ｖ ∈
Ｒ ．热传导方程广泛出现于声学、空气动力学、弹性力学、电动力学、流体动力学、地球物理学、
气象学、海洋学、光学、石油工程、等离子体物理、量子力学、数字信号处理等领域，是偏微分方

程中最重要的发展方程．随着研究的深入，除基本理论与求解技巧外，不少人开始将热传导方

程的实变量拓广至复变量，用来研究一些动态系统及其解的性质．另外，热传导方程在复平面

与流形上的推广是处理 Ａｔｉｙａｈ⁃Ｓｉｎｇｅｒ（阿蒂亚⁃辛格）指标定理的主要工具之一，由此也导出该

类方程在 Ｒｉｅｍａｎｎ（黎曼）几何中的许多深入应用．类似于式（１）的问题，是作者在对数字图像

进行边缘检测与结构增强时所面临的一种主要模型，其中，利用 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ 方程构造原

始图像的共轭图像时，由于图像的像素是离散的，其噪声点就会使得共轭图像出现一些意料不

到的问题．为了研究这一类图像处理模型的理论上的解析解，剥离原始问题，将其转化为一个

纯粹的偏微分方程，并对其进行研究．
方程（１）等价于抛物型方程组：

　 　
ｕｔ ＝ ｕｘｘ － ｕ ／ （ｕ２ ＋ ｖ２），

ｖｔ ＝ ｖｘｘ ＋ ｖ ／ （ｕ２ ＋ ｖ２），
（ｕ（·，０），ｖ（·，０）） ＝ （ｕ０，ｖ０） ．
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（２）
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若 ｖ ＝ ０，即 ｗ是实值函数，则方程组（２） 可简化为 ｕｔ ＝ ｕｘｘ － １ ／ ｕ， 关于这一方程的初边值问题，
最早由 Ｋａｗａｒａｄａ［１］于 １９７４ 年研究．而对于更一般的负指数非线性问题，读者可参阅文献［２⁃３］
以及其中的引文．为研究方程组（２）解的动态性，首先考虑空间齐次解，即满足常微分方程组

　 　
Ｕｔ ＝ － Ｕ ／ （Ｕ２ ＋ Ｖ２），

Ｖｔ ＝ Ｖ ／ （Ｕ２ ＋ Ｖ２）{ （３）

的解 （ｕ，ｖ） ＝ （Ｕ（ ｔ），Ｖ（ ｔ）） ．给定（Ｕ（０），Ｖ（０）） ∈ Ｒ２ ＼ { （０，０） } ， 简单计算可得

　 　 Ｕ（ ｔ）Ｖ（Ｔ） ＝ Ｕ（０）Ｖ（０） Ｃ，　 　 ∀ｔ ≥ ０， （４）
其中 Ｃ为某个实数常数．若Ｕ（０） ＝ ０，则轨迹保持在 Ｖ轴之上且全局存在；此外，当 ｔ→∞ 时，轨
迹发散到 ±∞ ．若 Ｖ（０） ＝ ０，则 Ｖ（ ｔ） ≡ ０，且当 ｔ → ∞ 时，Ｕ → ０．当 Ｃ ≠ ０ 时，由式（３） 与（４）
可知：当 ｔ → ∞ 时，有（Ｕ（ ｔ），Ｖ（ ｔ）） → （０， ±∞） ．

在本文中，始终假定

　 　 ｕ０ ＞ ０， ｖ０ ≥ ０， ｕ０，ｖ０ ∈ Ｌ∞（Ｒ） ∪ Ｃ（Ｒ）， ｉｎｆ
Ｒ

ｕ０ ＋ ｉｎｆ
Ｒ

ｖ０ ＞ ０． （５）

这时，问题（２）有唯一解 （ｕ，ｖ） ∈ （Ｃ（［０，Ｔ）； Ｌ∞（Ｒ）） ２，其中 Ｔ ＝ Ｔ（ｕ０，ｖ０） ∈ （０，∞ ］ 为解存

在时限的极大值．若 Ｔ ＝ ∞， 则问题（２）的解关于时间全局存在；若
　 　 Ｔ ＜ ∞ 且 ｌｉｍ ｉｎｆ

ｔ→Ｔ
{ ｉｎｆ

ｘ∈Ｒ
ｕ（ｘ，ｔ） ＋ ｉｎｆ

ｘ∈Ｒ
ｖ（ｘ，ｔ） } ＝ ０，

则问题（２）的解将在有限的时间 Ｔ 内消失，此时 Ｔ 被形象地称为淬火时间．
此外，如果存在某序列 { （ｘ ｊ，ｔ ｊ） } 使得当 ｊ → ∞ 时，有
　 　 ｘ ｊ → ｘＱ， ｔ ｊ↑Ｔ， ｕ（ｘ ｊ，ｔ ｊ） ＋ ｖ（ｘ ｊ，ｔ ｊ） → ０，

则称 ｘＱ ∈ Ｒ 为（有限）淬火点．
本文的目的就是为了研究问题（２）的解关于时间的全局与非全局存在性．第 １ 个结论是关

于全局存在性与解的渐近行为的．
定理 １　 假定初始数据满足

　 　 ０ ＜ ｕ０（ｘ） ＜ ∞， ０ ＜ ｖ０（ｘ） ＜ ∞， ｕ０（ｘ）ｖ０（ｘ） ≥ ｃ１ ＞ ０， 　 　 ｘ， ｃ１ ∈ Ｒ， （６）
则问题（２）的解在时间上全局存在，且当 ｔ → ∞ 时（ｕ，ｖ） → （０，∞ ） 在实数域满足一致性．

对于 ｔ ≥ ０， 设

　 　 Ｒ（ ｔ） { （ｕ（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ）） ∈ Ｒ２； ｘ ∈ Ｒ }

为解在 （ｕ，ｖ） 平面上的象．易见，当条件（６） 成立时，对于 ｔ ＞ ０，Ｒ（ ｔ） 处在（ｕ，ｖ） 平面的第 Ⅰ
象限．故在定理 １ 的假设条件下，Ｒ（０） 的凸壳的闭包也在（ｕ，ｖ） 平面的第 Ⅰ 象限．这意味着解

的全局存在性．但若初始数据不满足条件（６），鉴于方程组（３） 的动态性，将会发生何种情况是

令人很感兴趣的，其一就是看看在什么条件下淬火发生．从方程组（２） 不难看出，不论何时淬

火发生，ｕ，ｖ 都将同时淬火．相反，也可能有不同时淬火的情况发生，即一方淬火而另一方有界

且不为 ０，关于这一点，感兴趣的读者可参阅文献［４⁃８］．
为了找到在有限时间点淬火的解，考虑初始数据为渐近常数的情形，即将条件

　 　 ｕ０，ｖ０ ∈ Ｃ１（Ｒ）； ｕ０ ＞ ０， ｕ０ ≢ ｃ２； ｖ０ ≥ ０， ｖ０ ≢ ０； （７）
　 　 ｌｉｍ

ｘ →∞
ｕ０（ｘ） ＝ ｃ２， ｌｉｍ

ｘ →∞
ｖ０（ｘ） ＝ ｃ３ （８）

强加给初始数据，其中 ｃ２ ＞ ０，ｃ３ ≥０ 为常数．下面的定理将表明，在强加的条件（７） 与（８） 下，
若 ｃ３ ＞ ０， 则方程组（２）的解在行为上将类似于 ＯＤＥ 系统（３）的解．

定理 ２　 令 （ｕ，ｖ） 是方程组（２） 在条件（７）、（８） 满足时的解，若 ｃ３ ＞ ０，则方程组（２） 的解

（ｕ，ｖ） 对任意 ｔ ≥ ０ 全局存在，且当 ｔ → ∞ 时（ｕ，ｖ） → （０，∞ ） 在实数域满足一致性．
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定理 ３　 令 （ｕ，ｖ） 是方程组（２） 在条件（７）、（８）、ｃ３ ＝ ０ 时的解，则方程组（２） 的解（ｕ，ｖ）
在有限时间点 ｔ ＝ Ｔ ＝ ｃ２２ ／ ２ 时，在空间无穷远处淬火．

标量方程在空间无穷远处淬火的问题，Ｇｉｇａ，Ｓｅｋｉ 与 Ｕｍｅｄａ［９⁃１０］ 曾研究过．在文献［９］中发

现，给定适当的初始数据，Ｃａｕｃｈｙ 问题 ｕｔ ＝ ｕｘｘ ／ （１ ＋ ｕ２
ｘ） － （ｎ － １） ／ ｕ 的解在空间无穷远处淬

火，在文献［１０］中，他们就淬火时间估计了解的上下剖面．
本文主要受 Ｇｕｏ 等［１１］的启发，其中他们使用不变集参数，考虑了 ｔ ≥ ０ 时的复值方程

　 　 ｗ ｔ ＝ Δｗ ＋ ｗ２ ． （９）
为了得到解的渐近行为，采用了类似于文献［１１］所采用的方法，但使用的是 （ｕ，ｖ） 平面的不

变子集，并将（ｕ，ｖ） 平面转化为（ｕ，ｖ －１） 平面．对于问题（９），给定近似常数的初始数据，则解

ｕ，ｖ 会在空间无穷远处非同时爆破．但在本文中，淬火只能同时发生．
本文的第 １ 节，将给出一个全局解存在的充分条件，并研究当 ｔ → ∞ 时解的渐近行为．在

第 ２ 节，研究方程组（２）在初始数据近似为常数时的解的性状．

１　 全局存在性与收敛性

本节证明定理 １．在此之前，为了构建不变集，先要引入两个关于不变集的既定性质，有了

它们，就可以证明系统（２）的解的全局存在性了．
引理 １　 假定下述条件成立：１） 对于任意 ｔ ≥ ０，集合 Ω（ ｔ） ⊂ Ｒ２ 是凸的； ２） {Ω（ ｔ） } ｔ≥０

是在方程组（３） 之下的（正的） 不变量； ３） 在某种意义上，若（Ｕ（０），Ｖ（０）） ∈ Ω（０），则对任

意 ｔ ＞ ０都有（Ｕ（ ｔ），Ｖ（ ｔ）） ∈Ω（ ｔ） ．则 {Ω（ ｔ） } ｔ≥０ 也是在方程组（２） 之下的（正的） 不变量．也
就是说，若对某个 ｔ０ ≥ ０ 有 Ｒ（ ｔ０） ⊂ Ω（ ｔ０），则对任意 ｔ ＞ ｔ０ 都有 Ｒ（ ｔ） ⊂ Ω（ ｔ） ．

引理 ２　 令 {Ｆ ｉ } ｍ
ｉ ＝ １ ⊂ Ｃ１（Ｒ３ → Ｒ）， 且设

　 　 Ω（ ｔ） ＝∩ｍ
ｉ ＝ １ { （ｕ，ｖ） ∈ Ｒ２； Ｆ ｉ（ｕ，ｖ，ｔ） ＜ ０ } ， 　 　 ｔ ≥ ０．

若在 { （ｕ，ｖ） ∈ ∂Ω； Ｆ ｉ（ｕ，ｖ，ｔ） ＝ ０ } 上，有 ｄ（Ｆ ｉ（Ｕ（ ｔ），Ｖ（ ｔ），ｔ）） ／ ｄｔ ≥０， 则 {Ω（ ｔ） } ｔ≥０ 是在

方程组（２）之下的不变量．
定理 １的证明　 设

　 　 Ｄ１ { （ｕ，ｖ） ∈ Ｒ２； ｕ ＞ ０， ｖ ＞ ０， － ｕｖ ＋ ｃ１ ≤ ０ } ，
根据假定，可知 Ｒ（０） ⊂ Ｄ１ ．对于（Ｕ，Ｖ） ∈ ∂ Ｄ１， 计算可知

　 　 ｄ
ｄｔ

（ － ＵＶ ＋ ｃ１） ＝ － （ＵｔＶ ＋ ＵＶｔ） ＝ ０．

因此，由引理 １ 可知， Ｄ１ 是在方程组（３） 之下的不变量．由于 ｕ０ 有界，故对任意 ｘ ∈ Ｒ，存在常

数 ｃ４ ＞ ０ 使得 ｕ０（ｘ） ≤ ｃ４ ．设
　 　 Ｄ２ { （ｕ，ｖ） ∈ Ｒ２； ｕ ＞ ０， ｖ ＞ ０， ｕ ≤ ｃ４ } ，

注意到 Ｄ１ ∩ Ｄ２ 是凸的，则对于（Ｕ，Ｖ） ∈ Ｄ１ ∩ ∂Ｄ２，计算可知 ｄ（Ｕ － ｃ４） ／ ｄｔ ＝ － Ｕ ／ （Ｕ２ ＋ Ｖ２）
＜ ０．因此，由引理 １ 可知，Ｄ１ ∩ Ｄ２ 是在方程组（３） 之下的不变量．由引理 １ 知，对任意 ｘ ∈ Ｒ，
ｔ ≥ ０，都有 ｕ（ｘ，ｔ） ＞ ０， ｖ（ｘ，ｔ） ＞ ０， ｕ（ｘ，ｔ）ｖ（ｘ，ｔ） ＞ ０ ≥ ｃ１， ｕ（ｘ，ｔ） ＞ ０ ≤ ｃ４ ．利用 ｕ２ ＋ ｖ２

≥ ２ｕｖ≥２ｃ１，可得 ｖｔ ≤ ｖｘｘ ＋ ｖ ／ （２ｃ１） ．故可知， 方程组（２）在满足条件（６）时， 在时间上存在全

局解．
其次，本文将论证解 （ｕ，ｖ） 在 ｔ → ∞ 时的渐近性态．设 ψ １ ／ ｖ， 则方程组（２）等价于
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ｕｔ ＝ ｕｘｘ － ｕψ ２ ／ （１ ＋ ｕ２ψ ２），

ψ ｔ ＝ ψ ｘｘ － ２ψ ２
ｘ ／ ψ － ψ ３ ／ （１ ＋ ｕ２ψ ２），

（ｕ（·，０），ψ（·，０）） ＝ （ｕ０，ψ ０） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

而由条件（６）可推出

　 　 ０ ＜ ｕ０（ｘ） ＜ ∞， ０ ＜ ψ ０（ｘ） ＜ ∞， ０ ＜ ｃ５ψ ０（ｘ） ≤ ｕ０（ｘ） ＜ ∞，
　 　 ｘ ∈ Ｒ ． （１０）

再次，考虑空间齐次解 （ｕ，ψ） ＝ （Ｕ（ ｔ），Ψ（ ｔ））， 其满足 ＯＤＥ 方程组

　 　
Ｕｔ ＝ － ＵΨ２ ／ （１ ＋ Ｕ２Ψ２），

Ψｔ ＝ － Ψ３ ／ （１ ＋ Ｕ２Ψ２） ．{ （１１）

设

　 　 Ｄ３ { （ｕ，ψ） ∈ Ｒ２； ｕ ＞ ０，ψ ＞ ０， ｃ１ψ － ｕ ≤ ０ } ，
　 　 Ｓ（ ｔ） { （ｕ，ψ） ∈ Ｒ２； ｘ ∈ Ｒ } ，

则由条件（１０），可知 Ｓ（０） ⊂ Ｄ３ ．对于（Ｕ，Ψ） ∈ ∂Ｄ３， 有

　 　 ｄ
ｄｔ

（ｃ１Ψ － ｕ） ＝ ｃ１Ψｔ － ｕｔ ＝
Ψ２（Ｕ － ｃ１Ψ）
１ ＋ Ｕ２Ψ２

＝ ０．

因此，由引理 １ 可知， Ｄ１ 是在方程组（１１）之下的不变量．再设

　 　 Ｄ４ { （ｕ，ψ） ∈ Ｒ２； ｕ ＞ ０，ψ ＞ ０， ｃ６ｕ２ － ψ ≤ ０ } ，
其中 ｃ６ 为某正常数，其可使得 Ｓ（０） ⊂ Ｄ４ ．由式（１０） 可知，这是可以实现的．注意到 Ｄ３ ∩ Ｄ４ 是

凸的，且
　 　 ∂Ｄ３ ∩ ∂Ｄ４ ＝ { （０，０）， （１ ／ （ｃ１ｃ６）， １ ／ （ｃ２１ｃ６）） } ．

对于 （Ｕ，Ψ） ∈ Ｄ３ ∩ ∂Ｄ４，则由条件（１０），可知 Ｓ（０） ⊂ Ｄ３ ．对于（Ｕ，Ψ） ∈ ∂Ｄ３， 有

　 　 ｄ
ｄｔ

（ｃ６Ｕ２ － ψ） ＝ ２ｃ６ＵＵｔ － Ψｔ ＝
Ψ２（Ψ － ２ｃ６Ｕ２）

１ ＋ Ｕ２Ψ２ ≤
Ψ２（ｃ６Ｕ２ － ２ｃ６Ｕ２）

１ ＋ Ｕ２Ψ２ ≤ ０．

因此， Ｄ３ ∩ Ｄ４ 是在方程组（１１）之下的不变量．
最后，设
　 　 Ｄ５ { （ｕ，ψ） ∈ Ｒ２； ｕ ＞ ０，ψ ＞ ０，ψ － ｈ（ ｔ） ≤ ０ } ，

其中 ｈ（ ｔ） ＞ ０ 为光滑的递减函数（在后文中构造） ．注意到 Ｄ４ ∩ Ｄ５是凸的，选取 ｈ（０） ＝
１ ／ （ｃ２１ｃ６），以使得 Ｓ（０） ⊂ Ｄ３ ∩ Ｄ４ ∩ Ｄ５（０），则对于（Ｕ，Ψ） ∈ Ｄ３ ∩ Ｄ４ ∩ ∂Ｄ５， 计算可得

　 　 ｄ
ｄｔ

（ψ － ｈ） ＝ Ψｔ － ｈｔ ＝
－ Ψ３

１ ＋ Ｕ２Ψ２
－ ｈｔ ．

若上式右边等于 ０，则可推出 {Ｄ３ ∩ Ｄ４ ∩ Ｄ５ } ｔ≥０ 是在方程组（１１）之下的不变量．为了得到这

一结论，构造

　 　 ｈ（ ｔ） ＝ ｓｕｐ
（Ｕ，Ψ）∈Ｄ３∩Ｄ４∩Ｄ５

－ Ψ３

１ ＋ Ｕ２Ψ２
＝ － ｈ３

１ ＋ ｃ２ｈ２， ｃ ＝ １
ｃ１ｃ６

＞ ０， （１２）

则可令 ｈ（ ｔ） 为方程

　 　 ｃ２ ｌｎ ｈ（ ｔ） － １
２ｈ２（ ｔ）

＝ ｃ２ ｌｎ ｈ（０） － １
２ｈ２（０）

－ ｔ （１３）

的解．不难看出， ｈ（ ｔ） 满足式（１２），且 {Ｄ３ ∩ Ｄ４ ∩ Ｄ５ } ｔ≥０ 是在方程组（１１） 之下的不变量．此
外，由式（１２） 与（１３） 可知，ｈ（ ｔ） ＞ ０ 为光滑的递减函数，且当 ｔ → ∞ 时，ｈ（ ｔ） → ０．综上可知，
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当 ｔ → ∞ 时，（ｕ，ψ） → （０，０） ．由于 ｖ ＝ １ ／ ψ，因此，当 ｔ → ∞ 时，（ｕ，ｖ） → （０，∞ ） ． □

２　 渐近常数的情形

本节讨论方程组（２）的初始数据为渐近常数的情形．首先在 ｔ ≥ ０ 时考虑常微分方程组

（３），赋予初始值（Ｕ（０），Ｖ（０）） ＝ （Ｍ，０），其中 Ｍ 为某个正常数．不难求出，解（Ｕ（ ｔ），Ｖ（ ｔ））

（ Ｍ２ － ２ｔ ，０），且注意到系统（３） 的淬火时间 Ｔ ＝ Ｔ（Ｍ） ＝Ｍ２ ／ ２．为了估计 ｕ（ｘ，ｔ） 的下界，考虑

Ｃａｕｃｈｙ 问题：

　 　
ｕ－ ｔ ＝ ｕ－ ｘｘ － １ ／ ｕ－， ｘ ∈ Ｒ， ｔ ∈ ［０，Ｔ

－
），

ｕ－（ｘ，０） ＝ ｕ－ ０（ｘ）， ｘ ∈ Ｒ，{ （１４）

其中 ［０，Ｔ
－
） 是 ｕ－ 存在的最大区间．同理，也考虑问题（１４）对应的 ＯＤＥ 系统：

　 　 Ｕ
－

ｔ ＝ － １ ／ Ｕ
－
， ｔ ∈ ［０，Ｔ

－
）， Ｕ

－
（０） ＝ Ｍ ． （１５）

不难算出，系统（１５）的解为 Ｕ
－
（ ｔ） ＝ Ｍ２ － ２ｔ ，且注意到对应的淬火时间 Ｔ（Ｍ） ＝ Ｍ２ ／ ２．

受文献［１１］的启发，本文先建立以下引理．关于此，读者还可参阅文献［１２］中的 Ｆｕｊｉｔａ 方

程、文献［１３］中的拟线性抛物方程以及文献［１４］中的合作抛物系统．

引理 ３　 令 Ｕ
－
为方程组（１５） 的解，且 ｕ－ 为方程（１４） 的解，对应定义域为 Ｒ × ［０，Ｔ

－
） ．假定

存在某 ｔ０ ∈ ［０，Ｔ）， ｒ０ ∈ （０，∞ ） 与常数 θ ＞ １，使得 ｕ－（ｘ，ｔ） ≥ θＵ
－
（ ｔ）， ｘ ≤ ｒ０， ｔ０ ≤ ｔ ＜ Ｔ，

其中 Ｔ ｍｉｎ { Ｔ，Ｔ
－

} ．那么，ｕ－ 将在域 { ｘ ≤ ｒ０ ／ ２ } × ［ ｔ０，Ｔ） 内下有界，且为正．
证明　 构造方程（１４）的一个适当的子解

　 　 ω（ｘ，ｔ） θ Ｍ２ － ２ｔ ＋ ｈ（ｘ） ，
其中 θ ∈ （１，θ），且 ｈ（ｘ） εｃｏｓ２（πｘ ／ （２ｙ０））， ε ＞ ０（后文还有需要处）．简单计算可得

　 　 ω ｔ － ω ｘｘ ＋ １
ω

＝ θ ２

ω
１
θ ２

＋ （ｈ′） ２

４（Ｍ２ － ２ｔ ＋ ｈ）
－ ｈ″

２
－ １é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ≤ θ ２

ω
１
θ ２

＋ （ｈ′） ２

４ｈ
－ ｈ″

２
－ １é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

适当地选择 ｈ，可使得 ｜ ｈ″ ｜ 与（ｈ′） ２ ／ ｈ 在 ｘ ≤ ｒ０ 时与 ε 同阶．因此，只要 ε ＞ ０ 足够小，就可

使得

　 　 ε ≤ （Ｍ２ － ２ｔ０）
θ ２

θ ２
－ １é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， １

θ ２
＋ （ｈ′） ２

４ｈ
－ ｈ″

２
－ １ ≤ ０．

由此可得（注意到 θ ∈ （１，θ））

　 　

ω ｔ ≤ ω ｘｘ － １ ／ ω， ｘ ≤ ｒ０， ｔ０ ≤ ｔ ＜ Ｔ，

ω（ｘ，ｔ０） ≤ ｕ－（ｘ，ｔ０）， ｘ ≤ ｒ０，

ω（ｘ，ｔ） ≤ ｕ－（ｘ，ｔ）， ｘ ＝ ｒ０， ｔ０ ≤ ｔ ＜ Ｔ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１６）

根据式（１６）与比较原理 ω（ｘ，ｔ） ≤ ｕ－（ｘ，ｔ）（ ｘ ≤ ｒ０，ｔ０ ≤ ｔ ＜ Ｔ）， 有

　 　 ｕ－（ｘ，ｔ） ≥ θ Ｍ２ － ２ｔ ＋ ｈ（ ｒ０ ／ ２） ＝ θ Ｍ２ － ２ｔ ＋ ε ／ ２ ≥ ε ／ ２ ＞ ０，
其中，定义域为 ｘ ≤ ｒ０ ／ ２，ｔ０ ≤ ｔ ＜ Ｔ ．由此引理 ３ 得证． □

此后，假定

　 　 ｕ－ ０ ∈ Ｃ１Ｒ， ｕ－ ０ ≥ Ｍ， ｕ－ ０ ≢ Ｍ， ｌｉｍ
ｘ →∞

ｕ－ ０（ｘ） ＝ Ｍ ． （１７）

根据式（１４）、（１５）与（１７），有 Ｕ
－
≤ ｕ－ ．故 Ｔ

－
≥ Ｔ，Ｔ ＝ Ｔ ．下述引理可证明淬火仅在空间无穷远处
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发生．
引理 ４　 当 Ｍ ＞ ０为常数且式（１４） 满足式（１７） 时， 令 ｕ－ 为方程（１４） 的解．那么，ｕ－ 将在域

Ω × ［０，Ｔ） 内下有界，且为正．其中，Ω ⊂ Ｒ 为任意紧集．
证明　 根据引理 ３，知 Ｔ ＝ Ｔ ．这足以说明，对任意给定的Ａ ＞ ０，都存在 ｔ０ ∈［０，Ｔ）， θ ＞ １，

使得

　 　 ｕ－（ｘ，ｔ） ≥ θ Ｍ２ － ２ｔ ，　 　 ｘ ≤ ２Ａ， ｔ０ ≤ ｔ ＜ Ｔ ． （１８）

为了证明这一点，令 γ ｘｘ ＝ γ（ｘ，ｔ） ｕ－（ｘ，ｔ） ／ Ｕ
－
（ ｔ），则 γ ≥ １，且函数 γ 满足

　 　 γ ｔ ＝ γ ｘｘ ＋ １

Ｕ
－ ２

γ － １
γ{ } ≥ γ ｘｘ ．

根据式（１７）， 可得 γ（·，０） ＝ ｕ－ ０ ／ Ｍ ≥ １， γ（·，０） ≢ １．利用强极大值原理，可知对任意 ｘ ∈ Ｒ，
ｔ ＞ ０， 都有 γ（ｘ，ｔ） ＞ １．因此，对任意 Ａ ＞ ０， 都存在 θ ＞ １， ｔ０ ∈ （０，Ｔ），使得 γ（ｘ，ｔ） ≥ θ，
ｘ ≤ ２Ａ， ｔ０ ≤ ｔ ＜ Ｔ ．这便可推出式（１８），故引理 ４ 得证． □

为了研究在空间无穷远处方程组（２）的解的性态，需要间接应用文献［１１］中的属性定理，
即用其证明下述引理 ５．

引理 ５　 如果方程 φ ｔ ＝ ｆ（φ） 的某些解在有限时间点淬火，则方程

　 　
φ ｔ ＝ Ｄφ ｘｘ ＋ ｆ（φ）， ｘ ∈ Ｒ， ｔ ＞ ０，
φ（ｘ，０） ＝ φ０（ｘ）， ｘ ∈ Ｒ{ （１９）

存在空间齐次解 φ 也在有限时间点淬火．
该引理的证明与文献［１１］中推论 ４．２ 的证明一致，此略．
引理 ６　 当 Ｍ ＞ ０为常数且方程（１４） 满足式（１７） 时， 令 ｕ－ 为方程（１４） 的解．那么，ｕ－ 将在

有限时间点 Ｔ ＝ Ｍ２ ／ ２ 处淬火．
证明　 首先，设 ｜ ａｎ ｜ ＝ ４ｎ， ｒｎ ＝ ｎ， 由式（１７），可得

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

‖ｕ－ ０（ｘ，ｔ） － Ｕ
－

０（ ｔ）‖Ｌ∞ （Ｂ２ｒｎ
（ａｎ））

＝ ０， （２０）

其中 Ｂ２ｒｎ（ａｎ） 表示圆心为 ａｎ、半径为 ２ｒｎ 的圆．注意到 ｕ－ 与 Ｕ
－
分别为方程（１４） 与（１５） 的解（初

始条件分别为 ｕ－ ０ 与 Ｕ
－

０），令 ｆ（ｕ－） ＝ － １ ／ ｕ－， ｆ（Ｕ
－
） ＝ － １ ／ Ｕ

－
， 将文献［１１］ 中的属性定理应用于方

程（１４）与（１５），有

　 　 ｌｉｍ
ｘ →∞

ｕ－（ｘ，ｔ） ＝ Ｕ
－
（ ｔ），　 　 ∀ｔ ∈ ［０，Ｔ） ．

此外，由式（１４）、（１５）与（１７），以及比较原理，可知对任意 ｘ∈Ｒ， ｔ ＞ ０，都有 ｕ－（ｘ，ｔ） ≥Ｕ
－
（ ｔ） ．

　 　 综上可知，淬火时间点为 Ｔ
－
＝ Ｔ ＝ Ｍ２ ／ ２． □

有了上述准备工作，便可以证明定理 ２ 了．
定理 ２的证明　 对于某个 τ ＞ ０，在定义域 ｔ ∈ ［０，τ） 内，解（ｕ，ｖ） 具有局部存在性．设

　 　
ｗ（ｘ，ｔ） ＝ （ｕ（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ）），

ｗ（ｘ，ｔ） ＝ （Ｕ（ ｔ），Ｖ（ ｔ））， ｆ（ｗ） ＝
－ ｕ

ｕ２ ＋ ｖ２
， ｖ
ｕ２ ＋ ｖ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ì

î

í

ïï

ïï

（２１）

其中 （ｕ，ｖ） 与（Ｕ，Ｖ） 分别为方程组（２）与（３）的解．将文献［１１］的属性定理应用于方程组（２）
与（３），可得

　 　 ｌｉｍ
ｘ →∞

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ Ｕ（ ｔ）， ｌｉｍ
ｘ →∞

ｖ（ｘ，ｔ） ＝ Ｖ（ ｔ），　 　 ∀ｔ ∈ ［０，τ） ． （２２）
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再由式（４）与（８）可知

　 　 ｌｉｍ
ｘ →∞

ｕ（ｘ，ｔ）ｖ（ｘ，ｔ） ＝ Ｕ（ ｔ）Ｖ（ ｔ） ＝ Ｕ（０）Ｖ（０） ＝ ｌｉｍ
ｘ →∞

ｕ０（ｘ）ｖ０（ｘ） ＞ ０．

因此，在 ｔ ＝ τ， ｘ ≥ Ａ（Ａ 为足够大的正数） 时，假设式（６） 是可满足的（需要 ｃ１ ＞ ０） ．
另一方面，由强极大值原理，可知在 Ｒ × ［０，τ］ 内，ｖ ＞ ０．这意味着在 ｔ ＝ τ， ｘ ≤ Ａ时，假

设式（６） 也是可满足的（ｃ１ ＞ ０ 可能取较小值） ．因此，将定理 １ 应用于起点在 ｔ ＝ τ 的 Ｃａｕｃｈｙ
问题（２），则可得：（ｕ，ｖ） 对任意 ｔ≥０全局存在，且当 ｔ→∞ 时（ｕ，ｖ） → （０，∞ ） 在实数域满足

一致性． □
最后，证明定理 ３．
定理 ３的证明　 选取 ｕ－ ０ ＝ ｕ０，根据比较原理，若 ｕ，ｕ－ 存在，则可得

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ≥ ｕ－（ｘ，ｔ），　 　 ∀ｘ ∈ Ｒ， ｔ ＞ ０． （２３）
假设解 （ｕ，ｖ） 在时间 Ｔ∗ 处淬火，则根据式（２３），有 Ｔ∗ ≥ Ｔ ．另一方面，根据引理 ２与定理 ２，解
ｕ－在有限时间点 Ｔ ＝ Ｍ２ ／ ２ 淬火仅仅发生在空间无穷远处，故不等式（２３）意味着

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ≥ ｕ－（ｘ，ｔ） ＞ ０，　 　 ∀ｘ ∈ Ｒ， ｔ ∈ ［０，Ｔ） ． （２４）
此外，利用假设（２１），并再次将文献［１１］的属性定理应用于方程组（２）与（３），可得

　 　 ｌｉｍ
ｘ →∞

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ Ｕ
－
（ ｔ）， ｌｉｍ

ｘ →∞
ｖ（ｘ，ｔ） ＝ Ｖ（ ｔ） ＝ ０，　 　 ∀ｔ ∈ ［０，Ｔ） ． （２５）

因此，可得 Ｔ∗ ＝ Ｔ；由引理 ４，ｕ－ 仅在空间无穷远处淬火；结合式（２４） 可知，解（ｕ，ｖ） 仅在空间无

穷远处淬火．定理得证． □

３　 结　 　 论

本文探讨了可转化为非线性抛物型方程的复变量热方程的 Ｃａｕｃｈｙ 问题，这一问题来源于

对数字图像进行边缘检测或结构增强时所面临的场景．当利用复变函数中的 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ
方程构造原始图像的共轭图像时，由于像素的离散性，原始图像的噪声点会使得共轭图像出现

一些难以预料的问题需要处理．在本文中，剥离原始问题的背景，将其转化为一个纯粹的偏微

分方程，得到了该类图像处理模型的理论上的解析解．为了得到这一解析解，先提出了一些全

局范围内解的存在性与不存在性的判定准则，然后采用解平面的不变子集的变换，证明了当初

始值渐近于常数时，解是否会在无穷远处消失或在任意时间内全局存在这一问题，均依赖于初

始值的渐近极限值．这一结论，对于广泛出现于治安监控抓拍、高速路面抓拍、路面断纹或裂痕

抓拍、地球物理勘探、卫星云图、海洋学、光学、石油勘探工程、太空探测甚至摄影图像美化等领

域所出现的图像处理问题而言，都具有很大的参考价值．
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