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摘要：　 将 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）角表示引入转子动力学系统，用以描述转子的非线性旋转运动，并与时间

有限元相结合，进而提出了包含非线性因素的转子动力学保辛数值求解方法．以此方法为基础，分
析了悬臂梁⁃圆盘转子系统的涡动行为．数值结果证明该数值解法的有效性与正确性，可用于各种

转子系统涡动行为分析．
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引　 　 言

旋转机械被广泛应用于包括燃气轮机，航空发动机等各种机械装置中，在电力、航空、化
工、机械等国计民生相关的领域中起着非常重要的作用．与之紧密相关的转子系统及其动力特

性的研究也十分活跃［１］ ．经过数十年发展，旋转轴系统建模与分析计算方法、转子系统的临界

转速、振型与不平衡响应分析等，已经形成了一套行之有效的理论体系．旋转轴系统振动的研

究还不够充分，尤其对于高速旋转机组，例如在汽轮发电机组、工业汽轮机组、喷气发动机等方

面［１⁃２］ ．现行教材基本上在线性振动的范围内推导振动方程，著作［３］的方法是通行的，中文教

材［４⁃６］基本是与之并行的．转子系统的线性近似模型，为分析转子的动力学特性提供了有效

的方法．在此基础上，可以对转子系统的临界转速、涡动运动进行分析，也可依托该模型对转子

的碰摩响应［７］、弯扭耦合情况下的组合共振［８⁃９］等进行分析．
然而实际的转子动力学问题绝大多数是非线性的．早期由于数学理论和计算条件的限制，

往往将非线性问题线性化以得到近似的结果，但这样做往往会导致大的误差．转轴的涡动性

质，需要在非线性动力学的范围内认真考虑，理论模型要无可争辩，本文将讨论此问题．采用分

析结构力学方法对所述模型进行保辛数值求解［１０⁃１１］ ．保辛数值解也要无可争议，这样可有助于

不同的近似理论和方法．本文主要讨论悬臂高速转动圆盘的横向振动．转动圆盘是陀螺，连接

的悬臂是弹性元件．陀螺的特性必然是非线性的［６］ ．
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１　 基本方程的未知数

如图 １ 所示，转子系统由一轻质柔轴与 ｎｐ 个刚体圆盘组成，圆盘位于轻质柔轴中央．
Ｏ⁃ＸＹＺ表示绝对坐标系，不随ＯＺ轴旋转．无扰动变形时，圆盘中心位于水平轴ＯＺ上，并以角速

度Ω绕Ｚ轴作自转．由于扰动，各盘心将发生横向偏移，柔轴发生变形．图 ２给出了第 ｉ个圆盘转

子的局部示意图．Ｏ′⁃ｘｚｙｚｚｚ 为以 Ｏ′ 点为原点的贴旋转轴的坐标（贴轴坐标），固定在旋转轴上，
并以角速度 Ω 随轴一同旋转，ψｘｉ，ψｙｉ 分别表示在贴轴坐标（ｘｚ，ｚｚ） 及（ｙｚ，ｚｚ） 平面内的转角．
Ｏ′⁃ｘｐｙｐｚｐ 是贴盘坐标，ｎ ＝ ψ ｘｉ ｉｚ ＋ ψ ｙｉ ｊｚ 为圆盘的法线方向，其中 ｉｚ， ｊｚ 为贴轴系沿 ｘｚ 轴与 ｙｚ 轴

的基矢量．Ｏ′ｚｚ 是旋转轴方向，Ｘｐｉ，Ｙｐｉ 则是圆盘质心 Ｏ′ 在绝对坐标系下的位移．势能就是轴段

梁的变形能，由于盘心位移 Ｘｐｉ，Ｙｐｉ 和转角 ψ ｘｉ，ψ ｙｉ 比较小，所以可用线性梁理论．为简单起见，
本文只考虑一个圆盘的课题，因此仅考虑 Ｘｐ，Ｙｐ，ψ ｘ，ψ ｙ ．

图 １　 多转子系统： Ｏ⁃ＸＹＺ 系为惯性坐标系

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｍｕｌｔｉ⁃ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ： Ｏ⁃ＸＹＺ ｄｅｎｏｔｅｓ ｔｈｅ ｉｎｅｒｔｉａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ

图 ２　 单转子系统

Ｆｉｇ． ２　 Ａ ｓｉｎｇｌｅ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ

在线性理论框架下［６］，图 ２ 所示圆盘的运动动能由其质心的位置以及截面转角确定．另一

方面，旋转轴段的势能则通常被简化为梁模型（例如 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁）．梁的变形能由 ｘｚ 与 ｙｚ 方

向的线位移 ｑｘ，ｑｙ 以及角位移ψ ｘ，ψ ｙ 决定，在贴轴坐标系Ｏ′⁃ｘｚｙｚｚｚ 中描述；ｚｚ 方向的线位移 ｑｚ 因

为不考虑拉伸变形影响而忽略不计．从绝对坐标系到贴轴坐标系的变换矩阵为

　 　 Ｔｚ ＝
ｃｏｓ（Ωｔ） ｓｉｎ（Ωｔ） ０
－ ｓｉｎ（Ωｔ） ｃｏｓ（Ωｔ） ０

０ ０ １
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， （１）

通过上式，可将圆盘与梁的运动统一在贴轴坐标系下进行描述．对应的齐次无阻尼线性振动方

程是

　 　 Ｍｑ ＋ Ｇｑ ＋ Ｋｓｑ ＝ ０， （２）
对上述方程进行特征分析，可得到系统的临界频率等参数．但线性方程表示的陀螺特征不够全
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面，因为其忽略了非线性项的影响．
涡动是陀螺运动的特征．围绕圆盘轴心的转动位移可表示为 （ϕ，θ，ψ）， 统称 Ｅｕｌｅｒ 角［１２］，

分别是圆盘的进动角（ｐｒｅｃｅｓｓｉｏｎ）、章动角（ａｚｉｍｕｔｈ）以及自旋角（ｒｏｔａｔｉｏｎ），以描述从绝对坐标

到圆盘贴体坐标（贴盘坐标）的转动．如图 ２ 所示， Ｏ′⁃ｘｐｙｐｚｐ 表示贴盘坐标系，圆盘贴盘坐标系

下的刚体角速度可表示为

　 　

ω ｘｐ ＝ ϕｓｉｎ θｓｉｎ ψ ＋ θｃｏｓ ψ，

ω ｙｐ ＝ ϕｓｉｎ θｃｏｓ ψ － θｓｉｎ ψ，

ω ｚｐ ＝ ϕｃｏｓ θ ＋ ψ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３）

与式（２）相比较，上式已经成为非线性方程．如果忽略转轴的扭转变形，则必然有 ω ｚｐ ＝ Ω，其中

Ω 是轴的给定转速．即认为有非完整的约束条件：
　 　 ϕｃｏｓ θ ＋ ψ ＝ Ω ． （４）

将 （ϕ，θ，ψ） 纳入圆盘的位移向量之中，这样构成单个圆盘在绝对坐标系下的位移向量：
　 　 ｑｉ ＝ {Ｘｐｉ，Ｙｐｉ；ϕｉ，θ ｉ，ψ ｉ } Ｔ ． （５）

在这种表述形式下，角速度已经不再是通过角度的微商来线性近似，而是由式（３）表示．在式

（５）中，由于约束条件式（４）的引入，本来 ３ 个独立的 Ｅｕｌｅｒ 角，实际上只有 ２ 个是真正独立的．
对于单个圆盘的转轴振动， ｉ ＝ １， 上述问题成为普通的单个陀螺带上弹性梁的振动，是保守系

统．梁的变形能只是位移的函数，将其记为 Ｕ（ｑ，ｔ） ．将 Ｕ（ｑ，ｔ） 表示清楚，变为带有变形能函数

的高速旋转速度为 Ω 的陀螺，保辛数值求解是有把握的．
在梁理论中，变形能 Ｕ 在贴轴坐标系中描述，而角速度则在贴盘坐标系中描述．所以还应

给出贴盘坐标与贴轴坐标之间的转换关系．用 Ｅｕｌｅｒ 角描述的绝对坐标系与贴盘坐标系之间的

转换关系为［１２］

Ｔ ＝
ｃｏｓ ψｃｏｓ ϕ － ｃｏｓ θｓｉｎ ϕｓｉｎ ψ ｃｏｓ ψｓｉｎ ϕ ＋ ｃｏｓ θｃｏｓ ϕｓｉｎ ψ ｓｉｎ ψｓｉｎ θ
－ ｓｉｎ ψｃｏｓ ϕ － ｃｏｓ θｓｉｎ ϕｃｏｓ ψ － ｓｉｎ ψｓｉｎ ϕ ＋ ｃｏｓ θｃｏｓ ϕｃｏｓ ψ ｃｏｓ ψｓｉｎ θ

ｓｉｎ θｓｉｎ ϕ － ｓｉｎ θｃｏｓ ϕ ｃｏｓ θ
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， （６）

原来在绝对坐标系中的向量 ｄ，转换到贴盘坐标系中为 Ｔ·ｄ ．而从贴盘坐标到绝对（惯性） 坐标

的转换阵则是 ＴＴ ．转换矩阵 Ｔ是时间 ｔ的函数．根据式（１），容易得到贴盘坐标到贴轴坐标的转

换阵 Ｔｐｚ：
　 　 Ｔｐｚ ＝ ＴｚＴＴ ． （７）
本文先用 （ϕ，θ，ψ） 做单个圆盘的陀螺系统，以便推广到多个圆盘陀螺系统．将转轴涡动

做非线性数值积分．

２　 动力方程及其积分

动力学方程的推导， 用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数 Ｌ ＝ Ｔ － Ｕ 描述比较方便．设已对空间坐标完成了离

散．对于势能函数 Ｕ（ｑ，ｔ）， 横向振动的势能公式可采用 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 理论的梁，每个节点 ｉ 的位

移为 { ｑｘｉ ｑｙｉ ψ ｙｉ ψ ｘｉ } Ｔ ．以下，按 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 理论梁的变形能可表示为

　 　 Ｕ ＝ １
２ ∫

Ｌ

０
ＥＩｘｚ ∂２ｑｘ ／ ∂ｚ２ｚ( ) ２ｄｘ ＋ ∫Ｌ

０
ＥＩｙｚ ∂２ｑｙ ／ ∂ｚ２ｚ( ) ２ｄｘ， （８）

其中 Ｌ 为梁的长度，Ｉｘｚ 与 Ｉｙｚ 分别为 ｘｚ 与 ｙｚ 方向上梁的截面惯性矩，线位移与角位移之间满足

关系
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　 　 ψ ｘ（ ｚｚ） ＝ ∂ｑｘ ／ ∂ｚｚ， ψ ｙ（ ｚｚ） ＝ ∂ｑｙ ／ ∂ｚｚ ． （９）
如图 ３ 所示，可将梁划分为若干个有限单元，其中在第 ｉ 个节点上附加圆盘．上述是在贴轴

坐标系下描述的变形能．能量与坐标系无关，所以也可以在绝对坐标系下描述，只需将贴轴系

中的位移、转角变量通过式（１）转换到绝对坐标系下即可．对于本文，由于采用的是轴对称梁

（ Ｉｘｚ ＝ Ｉｙｚ）， 经过旋转变换，变形能的表达形式不变．所以将式（８）中的位移 （ｑｘ，ｑｙ） 用（Ｘｐ，Ｙｐ）

替换，转角（ψ ｘ，ψ ｙ） 用绝对坐标系下的转角（ψ
－

ｘ，ψ
－

ｙ） 替换，就可得到绝对坐标系下的变形能表

达式．这样便可以在绝对坐标系下统一研究梁与圆盘的运动．
根据有限单元法，对于单元 ｉ，设 Ｘ，Ｙ 方向的位移可近似表示为［６］

　 　 Ｘｐ（ ｚ） ＝ Ｎｑｅ１， Ｙｐ（ ｚ） ＝ Ｎｑｅ２， （１０）
其中

　 　 Ｎ ＝ {Ｎ１ Ｎ２ Ｎ３ Ｎ４ } ，
　 　 Ｎ１ ＝ １ － ３ξ ２ ＋ ２ξ ３， Ｎ２ ＝ ｌｉ（ξ － ２ξ ２ ＋ ξ ３），
　 　 Ｎ３ ＝ ３ξ ２ － ２ξ ３， Ｎ４ ＝ ｌｉ（ － ξ ２ ＋ ξ ３）， ξ ＝ ｚ ／ ｌｉ，

以及

　 　 ｑｅ１
＝ {Ｘｐ（ ｉ －１） ψ

－

ｘ（ ｉ －１） Ｘｐｉ ψ
－

ｘｉ
} Ｔ， ｑｅ２

＝ { Ｙｐ（ ｉ －１） ψ
－

ｙ（ ｉ －１） Ｙｐｉ ψ
－

ｙｉ
} Ｔ ． （１１）

图 ３　 转子系统有限元剖分

Ｆｉｇ． ３　 ＦＥＭ ｍｅｓｈｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ

将式（１０）代入式（８），并将 Ｌ 替换为 ｌｉ，则可得到单元 ｉ 的单元刚度阵：

　 　 Ｋｉ ＝
Ｋｅｘ ０
０ Ｋｅｙ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （１２）

其中

　 　 Ｋｅｘ ＝ ∫ｌ ｉ
０
ＥＩｘｚＮ″ＴＮ″ｄｚ ＝

ＥＩｘｚ
ｌ３ｉ

１２ ｓｙｍ
６ｌｉ ４ｌ２ｉ
－ １２ － ６ｌｉ １２

６ｌｉ ２ｌ２ｉ － ６ｌｉ ４ｌ２ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
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ú
ú
úú

， （１３）

Ｋｅｙ 的表达式与 Ｋｅｘ 的表达式形式基本相同，只需将 Ｉｘｚ 替换为 Ｉｙｚ ．这样可得到梁的总变形能：

　 　 Ｕ ＝ １
２ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｑ－ ｉＫｉｑ

－
ｉ， （１４）

其中 Ｎ 为梁划分的总单元数，
　 　 ｑ－ ｉ ＝ { ｑＴ

ｅ１ ｑＴ
ｅ２ } Ｔ （１５）

为梁的单元位移向量．

ψ
－

ｘｉ，ψ
－

ｙｉ 分别是圆盘在绝对坐标（Ｘ，Ｚ） 及（Ｙ，Ｚ） 平面内的转角，要用 Ｅｕｌｅｒ 角来表示．从贴
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盘坐标到绝对坐标系的转换阵是 ＴＴ ．根据式（６），图２中贴盘坐标中柔轴在Ｏ′点的法线方向向

量为 ｎ ＝ { ０ ０ １ } Ｔ，转换到绝对坐标可表示为 ＴＴｎ ．故有

　 　
ψ
－

ｘｉ ＝ Ｔ３１ ＝ ｓｉｎ θ ｉｓｉｎ ϕｉ，

ψ
－

ｙｉ ＝ Ｔ３２ ＝ － ｓｉｎ θ ｉｃｏｓ ϕｉ，
{ （１６）

这样便建立起了 ψ
－

ｘｉ，ψ
－

ｙｉ 与 Ｅｕｌｅｒ 角之间的对应关系．
从几何角度看贴轴坐标与贴盘坐标的差别．从 Ｅｕｌｅｒ 角的角度看，贴盘坐标是 （ϕ，θ，ψ），

其中章动角 θ很小；如果取 θ ＝ ０ 则就成为贴轴坐标系中的 Ｅｕｌｅｒ 角．若进动了 ϕ角，同时章动角

θ ＝ ０再自旋ψ，就得到贴轴坐标的正交变换阵，所以贴轴坐标的 Ｅｕｌｅｒ 角是 （ϕ，θ ＝ ０，ψ），此时

ϕ ＋ ψ ＝ Ωｔ ．自旋角 ψ 与式（６） 表示的 Ｔ 阵的第 ３ 行无关，即与圆盘的法线方向无关，因此轴线

的切线方向确定．梁理论的的变形能就是用来描述法线方向的改变．
下面分析转子系统的动能．由于梁的质量相比于转盘的质量较小，这里将梁的质量忽略不

计，只分析圆盘的动能．如图 ３ 所示，在梁的 ｉ 点嵌入一个圆盘，其位移可由式（５）表示．在绝对

坐标系中，质心运动产生的动能可以表示为

　 　 Ｔｑ ＝ ｍ（Ｘ２
ｐｉ ＋ Ｙ２

ｐｉ） ． （１７）
由于将圆盘近似为刚体，除去质心动能 Ｔｑ 外，还应分析圆盘的转动动能．刚体的转动动能可以

表示为

　 　 ＴＥ ＝ １
２
［ Ｉｘｐω ２

ｘｐ ＋ Ｉｙｐω ２
ｙｐ ＋ Ｉｚｐω ２

ｚｐ］ ＝ １
２
［ Ｉ２（ω ２

ｘｐ ＋ ω ２
ｙｐ） ＋ Ｉ１ω ２

ｚｐ］， （１８）

其中， Ｉ１ 为贴盘坐标系中轴向（法线方向） 的转动惯量，Ｉ２ 为环向转动惯量．将角速度的具体表

达式（３）代入上式得

　 　 ＴＥ ＝ １
２

Ｉｉ１［ϕｉｃｏｓ θ ｉ ＋ ψ ｉ］ ２ ＋ １
２

Ｉｉ２［θ ２
ｉ ＋ ϕ２

ｉ ｓｉｎ２θ ｉ］， （１９）

下标 ｉ 表示节点 ｉ 处的圆盘．所以圆盘的总动能是与速度有关的函数．
　 　 Ｔ（ｑｉ，ｑｉ） ＝ Ｔ（Ｘｐｉ，Ｙｐｉ，ψ ｉ，θ ｉ，ϕｉ；Ｘｐｉ，Ｙｐｉ，ψ ｉ，θ ｉ，ϕｉ） ＝ ＴＥ ＋ Ｔｑ， （２０）

其中， ｑｉ 由式（５）定义．假设 Ｓ 表示如图 ３ 所示嵌入圆盘的点的集合，则可以用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数的

形式表示为

　 　 Ｌ ＝ ∑
ｉ∈Ｓ

Ｔ（ｑｉ，ｑｉ） － Ｕ， （２１）

由于圆盘的动能表述是非线性的，所以要进行非线性动力学积分．将整个转子系统的位移向量

统一表示为

　 　 ｑ ＝ { ｑＴ
０ ｑＴ

１ ｑＴ
２ … ｑＴ

Ｎ } Ｔ， （２２）
这样，Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数式（２１）可以重新写为

　 　 Ｌ ＝ Ｌ（ｑ，ｑ）， （２３）
组成上式的位移向量 ｑ 全部是独立无关的．表达为独立变量的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数，再加上约束条件

（４），就可以用时间有限元方法进行数值积分了．非完整约束的动力学积分，文献［１３］提供了

离散的基于祖冲之类算法的求解．如果不考虑非完整约束（４），同样可以参考时间有限元［１４⁃１５］

构造保辛算法．与带有非完整约束的算法相比，两种数值结果相差较小．本文采用带有非完整

约束的算法进行计算．
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３　 数 值 例 题

本例题只考虑单转盘运动．设悬臂的单圆盘转子如图 ４ 所示，长度方向坐标是 Ｚ ．Ｚ ＝ ０ 的

根部是夹住， 即横向位移与转角给定， 梁长为 ｌ ＝ ０．２ ｍ， 梁的直径为 ｄ ＝ ０．０１ ｍ ．梁的惯性矩

为 Ｉｘｚ ＝ Ｉｙｚ ＝ πｄ４ ／ ６４， 弹性模量为 Ｅ ＝ ２１０ ＧＰａ； 圆盘的质量为 ｍ ＝ １０ ｋｇ， 径向转动惯量为 Ｉ２
＝ ０􀆰 ７２ ｋｇ·ｍ２，轴向转动惯量 Ｉ１ ＝ ２Ｉ２ ．转子的初值状态是沿 Ｚ 轴的无振动高速旋转 Ω ．在本文

中，设 Ω ＝ ３１４ ｒａｄ ／ ｓ ．分别对左端施加初始转角与右端施加初始力扰动的两种情况进行模拟．

图 ４　 悬臂梁⁃圆盘转子模型

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ⁃ｄｉｓｃ ｒｏｔｏｒ ｍｏｄｅｌ

情况 １　 考虑 ｔ ＝ ０ 时，在 Ｚ ＝ ０ 的轴根部，给出绝对坐标（Ｘ，Ｚ） 面内的小初始转角 ψ ｘ（０，
ｔ） ＝ ϑ０，例如 ϑ０ ＝ π ／ １８０ ｒａｄ ．在 ｔ ＞ ０ 就发生振动及涡动．图 ５～７ 给出了涡动的数值模拟结果．

（ａ） ０～２．５ ｓ 轨迹 （ｂ） ０～１７．５ ｓ 轨迹

（ａ） Ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ０～２．５ ｓ （ｂ） Ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ０～１７．５ ｓ
图 ５　 质心轨迹在 ＸＯＹ 平面投影

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｍａｓｓ ｃｅｎｔｒｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｏｎ ｐｌａｎｅ ＸＯＹ

（ａ） Ｘ 坐标 （ｂ） Ｙ 坐标

（ａ） Ｘ ⁃ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ （ｂ） Ｙ ⁃ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ
图 ６　 质心坐标随时间变化曲线

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｍａｓｓ ｃｅｎｔｒｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｃｕｒｖｅｓ ｖｓ． ｔｉｍｅ

图 ５ 给出了在左端施加一转角扰动后圆盘质心的涡动轨迹在 Ｘ⁃Ｙ 平面上的投影．由于扰

动的出现，质心从静止逐渐振动起来，并在整体上作圆周运动，也就是涡动．图 ６ 给出了质心
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Ｘ，Ｙ 轴坐标随时间的变化规律．从图中可以看出质心在局部高频振动的同时，整体上也进行着

低频运动，这种低频的、拟周期运动在 Ｘ⁃Ｙ 平面上的投影就是涡动，涡动的频率很低．图 ７ 给出

了圆盘的 Ｅｕｌｅｒ 角随时间的变化规律．从图 ７（ａ）可以看出，自旋角速度 ψ ≈ Ω， 图 ７（ｂ）显示章

动角 θ 呈现周期性的增大与减小，其频率与涡动频率接近．

（ａ） 自旋角 ψ 与进动角 ϕ （ｂ） 章动角 θ
（ａ） Ｒｏｔａｔｉｏｎ ψ ａｎｄ ｐｒｅｃｅｓｓｉｏｎ ϕ （ｂ） Ａｚｉｍｕｔｈ θ

图 ７　 Ｅｕｌｅｒ 角随时间变化曲线

Ｆｉｇ． ７　 Ｅｕｌｅｒ ａｎｇｌｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｃｕｒｖｅｓ ｖｓ． ｔｉｍｅ

（ａ） ０～２．５ ｓ 轨迹 （ｂ） ０～１７．５ ｓ 轨迹

（ａ） Ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ０～２．５ ｓ （ｂ） Ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ０～１７．５ ｓ
图 ８　 质心轨迹在 ＸＯＹ 平面投影

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｍａｓｓ ｃｅｎｔｒｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｏｎ ｐｌａｎｅ ＸＯＹ

（ａ） Ｘ 坐标 （ｂ） Ｙ 坐标

（ａ） Ｘ ⁃ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ （ｂ） Ｙ ⁃ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ
图 ９　 质心坐标随时间变化曲线

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｍａｓｓ ｃｅｎｔｒｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｃｕｒｖｅｓ ｖｓ． ｔｉｍｅ

情况 ２　 考虑初始时刻圆盘绕 Ｚ 轴作无振动高速旋转，旋转角速度为 Ω ．然后在 Ｚ ＝ ｌ 端，
在 Ｘ 方向上持续受 Ｆ ＝－ ｍｇ 的重力作用，其中 ｇ ＝ ９．８ ｍ ／ ｓ２ 为重力加速度．图 ８ 给出了涡动的

形态图．从图 ８（ａ）可见，质心整体作圆涡动，涡动形态与第一个算例类似．图 ８（ｂ）显示质心沿

着涡动圆轨迹进行高频的局部振动．图 ９ 给出了质心 Ｘ，Ｙ 轴坐标随时间的变化规律．比较图 ６
与图 ９ 可知，在给定初始角扰动与力扰动情况下，虽然涡动形态有所变化，然而涡动的频率基

本相同．图 １０ 给出了 Ｅｕｌｅｒ 角随时间的变化规律，从图中可见 ψ ≈ Ω ．章动角在－０．０４～０ ｒａｄ 之

间不断变化，而在情况 １ 给定初始转角扰动情况下，章动角为正值．
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（ａ） 自旋角 ψ 与进动角 ϕ （ｂ） 章动角 θ
（ａ） Ｒｏｔａｔｉｏｎ ψ ａｎｄ ｐｒｅｃｅｓｓｉｏｎ ϕ （ｂ） Ａｚｉｍｕｔｈ θ

图 １０　 Ｅｕｌｅｒ 角随时间变化曲线

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ａｎｇｌｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｃｕｒｖｅｓ ｖｓ． ｔｉｍｅ

通过两种不同初始条件下的数值模拟比较，可以发现不同的定常自旋扰动，仅改变涡动的

具体形状，而对于涡动频率则几乎没有影响．通过大量的数值实验还可以发现，涡动的频率与

转子系统的参数密切相关．具体来说：涡动频率随圆盘质量增加而呈现指数衰减；涡动频率随

圆盘转动惯量增加而呈现指数增长；涡动频率随梁半径增加而呈现指数增长；涡动频率随梁长

增加而呈现指数衰减．

４　 结　 　 论

本文基于刚体动力学与转子动力学，将陀螺动力学 Ｅｕｌｅｒ 角引入，用以描述转子的刚体旋

转，进而提出了包含非线性因素的转子动力学保辛数值求解方法．在此基础上本文研究了单圆

盘⁃悬臂梁系统的涡动行为．研究表明实际无阻尼转子系统的涡动多以较低频率的涡动与较高

频率的横向振动乘法组成，涡动的频率与圆盘的质量、转动惯量以及梁的惯性矩和梁长均有关

系，频率相差很大．本文所提非线性数值算法可以与线性近似理论比对并加以借鉴，对于辅助

“梁⁃轴”转子系统的工程设计具有实际意义．
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５８６转子动力学的非线性数值求解


