
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１５）０７⁃０７３３⁃１１ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

对边简支矩形薄板方程的算子半群方法
∗

刘　 杰１，２，　 黄俊杰１，　 阿拉坦仓１

（１． 内蒙古大学 数学科学学院， 呼和浩特 ０１００２１；
２． 内蒙古大学 满洲里学院， 内蒙古 满洲里 ０２１４００）

摘要：　 考虑弹性理论中对边简支矩形薄板方程，用算子半群方法求解问题．首先，将方程转换成抽

象 Ｃａｕｃｈｙ 问题．其次，构造空间框架并证明对应的算子矩阵生成压缩半群．最后，经 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，采
用一致连续半群做逼近，进而给出对边简支矩形薄板方程的解析解．该方法自然蕴含着解的存在唯

一性．
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引　 　 言

弹性力学在建筑、机械、航天等很多领域具有非常重要的作用．虽然理论建立较早，但是弹

性力学问题通常是求解非常困难的高阶多变量偏微分方程，所以一般很难得到解析解．直接解

法有位移法、应力法及混合解法．因数学上的困难，在解决实际问题时很少用直接解法．传统解

法———半逆解法缺乏理性和一般性，所以具有局限性．此外，学者们开发了很多数值方法求近

似解，如有限差分法、变分法、变分原理为基础的 Ｒｉｔｚ 法、Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法及有限单元法等．但是，数
值方法得到的只是问题的数值解而不是解析解［１］ ．２０ 世纪末，钟万勰院士将无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
系统引入弹性力学，并建立了弹性力学求解新方法［２］ ．该方法实际上是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子矩阵本征

函数展开法［３⁃７］ ．后来，其它一些算子矩阵的本征函数展开法也相继应用到了弹性力学［８⁃１０］ ．
然而，我们需要更多有效通用的方法去研究并解决弹性力学问题．众所周知，算子半群理

论已经发展成应用广泛、理论成熟的一门学科．微分方程定解问题可以化成抽象 Ｃａｕｃｈｙ 问题

来研究，而算子半群则是解决抽象 Ｃａｕｃｈｙ 问题的有力工具［１１⁃１３］ ．因此，半群方法在弹性力学问

题的研究中具有一定的应用前景．
本文中 Ｉ 表示单位算子，Ｄ（Ｔ），Ｒ（Ｔ），Ｒ（λ；Ｔ），Ｔ∗，Ｔλ 分别表示线性算子 Ｔ 的定义域、值

域、预解算子、共轭算子和 Ｙｏｓｉｄａ 逼近； Ｒｅ ｚ 为复数 ｚ 的实部．为了避免混淆，不同内积空间中
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的内积均由下标标明．

１　 问题导出的算子矩阵及空间结构

考虑对边简支矩形薄板的弯曲问题
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其中， Ｄ是抗弯刚度，ｗ为挠度， ｆ（ｘ，ｙ） 是在区域 { （ｘ，ｙ） ｜ ０≤ ｘ≤ ｈ，０≤ ｙ≤１ } 上的横向荷

载，ｃ 是常数，φ（ｙ） 是四阶可微函数．
将上述问题转换成抽象 Ｃａｕｃｈｙ 问题［１４］：
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其中， Ｉ 为单位算子，
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定义 Ｈ ＝ Ｌ２（０，１） 中的微分算子

　 　 Ｐ ＝ Ｑ ＝ ∂２

∂ｙ２， Ｄ（Ｑ） ＝ Ｄ（Ｐ） ＝ { ｐ ∈ Ｈ： ｐ′， ｐ″ ∈ Ｈ， ｐ′（０） ＝ ｐ′（１） ＝ ０ } ，

　 　 Ｓ ＝ Ｔ ＝ ２ｉ ∂
∂ｙ

，Ｄ（Ｔ） ＝ Ｄ（Ｓ） ＝ { ｑ ∈ Ｈ： ｑ′ ∈ Ｈ， ｑ（０） ＝ ｑ（１） } ．

易知 － Ｐ， － Ｑ 是自伴正定算子， 进而（ － Ｐ） １ ／ ２ 和（ － Ｑ） １ ／ ２ 存在，且
　 　 Ｄ（（ － Ｐ） １ ／ ２） ⊂ Ｄ（Ｓ）， Ｄ（（ － Ｑ） １ ／ ２） ⊂ Ｄ（Ｔ） ［１５］ ．

由于 （ － Ｐ） １ ／ ２ 和（ － Ｑ） １ ／ ２ 也是自伴正定算子，定义 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间

　 　 ＨＰ ＝ Ｄ（（ － Ｐ） １ ／ ２），
其范数为内积

　 　 （ｘ，ｙ）ＨＰ
＝ （（ － Ｐ） １ ／ ２ｘ，（ － Ｐ） １ ／ ２ｙ）Ｈ，　 　 ｘ，ｙ ∈ ＨＰ

诱导的范数．同样定义 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 ＨＱ ＝ Ｄ（（ － Ｑ） １ ／ ２） ．于是，问题（１）可以转换成 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间

Ｚ ＝ ＨＰ × ＨＱ × Ｈ × Ｈ 中的抽象 Ｃａｕｃｈｙ 问题：
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其中
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： Ｄ（Ｍ） ＝ Ｄ（Ｐ） × Ｄ（Ｑ） × ＨＰ × ＨＱ，

　 　 Ｖ（ｘ） ＝ （ｐ，０，ｑ，０） Ｔ， Ｆ（ｘ） ＝ （０，０， ｆ（ｘ，ｙ），０） Ｔ ．

２　 算子矩阵 Ｍ 的半群生成性质

定理 ２．１　 算子矩阵 Ｍ 能生成 Ｚ 上的压缩半群．
证明　 显然， Ｍ 是稠定闭算子．将 Ｍ 分解成 Ｍ ＝ Ｍ０ ＋ Ｍ１， 其中
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对任意的 ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４） Ｔ， ｙ ＝ （ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４） Ｔ ∈ Ｄ（Ｍ０） ＝ Ｄ（Ｍ），
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因此， Ｍ０ 是空间 Ｚ 中的反自伴算子，即 Ｍ∗
０ ＝ － Ｍ０ ．根据 Ｓｔｏｎｅ 定理［１２］， Ｍ０ 生成 Ｚ 上的酉

算子群．由 Ｓ，Ｔ 的定义可知，Ｍ１对 Ｍ０ 相对有界且相对界小于 １．因此，由 Ｃ０ 半群生成元的扰动

定理可知，Ｍ 能生成 Ｚ 上的压缩半群．

３　 板弯曲问题的半群方法

首先，给出 Ｍ 所生成压缩半群的具体表达式，进而给出抽象 Ｃａｕｃｈｙ 问题（３）的解．
令 λ ＞ ０．对任意的 ｕ ＝ （ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４） Ｔ ∈ Ｚ， 考虑方程

　 　 （λ － Ｍ）ｖ ＝ ｕ， ｖ ＝ （ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｖ４） Ｔ ∈ Ｄ（Ｍ），
即

５３７对边简支矩形薄板方程的算子半群方法
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将方程（４）中的函数 ｕ（ｙ） 和 ｖ（ｙ） 在（ －∞， ＋∞） 上作延拓（不妨仍用原来的记号记延拓后的

函数）：

　 　 ｕ（ｙ） ＝
ｕ（ｙ）， ｙ ∈ （０，１），
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并以 Ｆ（ｖ（ｙ）） ＝Ｖ（ω），Ｆ（ｕ（ｙ）） ＝Ｕ（ω） 分别表示 ｖ（ｙ），ｕ（ｙ） 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换．对方程（４）两端

作 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换可得
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即
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进而
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０ － ｘω ２ ０ － ２ｘω

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

Ｕ（ω） ＝

　 　

１ ０ ０ ０
０ ０ １ １
－ ω １ ０ ０
０ ０ － ω ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ｅｘｐ

－ ｘω ｘ ０ ０
０ － ｘω － ｘω ０
０ ０ － ｘω ｘω
０ ０ ０ － ｘω

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

１ ０ ０ ０
ω ０ １ ０
０ ０ ０ － １ ／ ω
０ １ ０ １ ／ ω

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

Ｕ（ω） ＝

　 　

１ ０ ０ ０
０ ０ １ １
－ ω １ ０ ０
０ ０ － ω ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ｅ －ｘω ｘｅ －ｘω － ｘ２ω
２

ｅ －ｘω － ｘ３ω ２

６
ｅ －ｘω

０ ｅ －ｘω － ｘωｅ －ｘω － ｘ２ω ２

２
ｅ －ｘω

０ ０ ｅ －ｘω ｘωｅ －ｘω

０ ０ ０ ｅ －ｘω

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

×

　 　

１ ０ ０ ０
ω ０ １ ０
０ ０ ０ － １ ／ ω
０ １ ０ １ ／ ω

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

Ｕ（ω） ＝
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ｅ －ｘω ＋ ｘωｅ －ｘω － ｘ３ω ２

６
ｅ －ｘω

０ ｘωｅ －ｘω ＋ ｅ －ｘω

－ ｘω ２ｅ －ｘω ｘ３ω ３

６
ｅ －ｘω － ｘ２ω ２

２
ｅ －ｘω

０ － ｘω ２ ｅ －ｘω

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

　 　

ｘｅ －ｘω ｘ２

２
ｅ －ｘω － ｘ３ω

６
ｅ －ｘω

０ ｘωｅ －ｘω

－ ｘωｅ －ｘω ＋ ｅ －ｘω ｘｅ －ｘω － ｘ２ωｅ －ｘω ＋ ｘ３ω ２

６
ｅ －ｘω

０ ｅ －ｘω － ｘωｅ －ｘω

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

Ｕ（ω）

且 Ｆ（ｅ －ωｘ） ＝ ｘ ／ （π（ｘ２ ＋ ｙ２）），采用卷积公式可得（Ｔ（ｘ）ｕ）（ｙ） ＝ （Ｔ１，Ｔ２，Ｔ３，Ｔ４） Ｔ， 其中

　 　 Ｔ１ ＝ ∫１
０

ｘｕ１（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋ ∫１
０

－ ｉｘ２ｕ′１（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋

　 　 　 　 ∫１
０

ｘ４ｕ″２（ξ）
６π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋ ∫１
０

ｘ２ｕ３（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋

　 　 　 　 ∫１
０

ｘ３ｕ４（ξ）
２π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋ ∫１
０

ｉｘ４ｕ′４（ξ）
６π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ，

　 　 Ｔ２ ＝ ∫１
０

－ ｉｘ２ｕ′２（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋ ∫１
０

ｘｕ２（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋

　 　 　 　 ∫１
０

－ ｉｘ２ｕ′４（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ，

　 　 Ｔ３ ＝ ∫１
０

ｘ２ｕ″１（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋ ∫１
０

ｉｘ４ｕ″′２（ξ）
６π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋

　 　 　 　 ∫１
０

ｘ３ｕ″２（ξ）
２π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋ ∫１
０

ｉｘ２ｕ′３（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋

　 　 　 　 ∫１
０

ｘｕ３（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋ ∫１
０

ｘ２ｕ４（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋

　 　 　 　 ∫１
０

ｉｘ３ｕ′４（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋ ∫１
０

－ ｘ４ｕ″４（ξ）
６π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ，

　 　 Ｔ４ ＝ ∫１
０

ｘ２ｕ″２（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋ ∫１
０

ｘｕ４（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋

　 　 　 　 ∫１
０

ｉｘ２ｕ′４（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ．

当 Ｖ（０） ∈ Ｄ（Ｍ） 时，方程（３）的解为

　 　 Ｖ（ｘ） ＝ Ｔ（ｘ）Ｖ（０） ＋ ∫ｘ
０
Ｔ（ｘ － ｓ）Ｆ（ ｓ）ｄｓ，

即
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　 　 Ｖ（ｘ） ＝

　 　 　 　 Ｄ

∫１
０

２ｉｘφ′（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋ ∫１
０

２ｘ２φ″（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋

　 　 ∫１
０

ｘ２φ″（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ

０

∫１
０

２ｉｘ２φ‴（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋ ∫１
０

ｉｘ２φ‴（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋

　 　 ∫１
０

ｘφ″（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ

０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

＋

　 　 　 　

∫
０

ｘ∫１
０

ｓ２ ｆ（ｘ － ｓ，ξ）
π（ ｓ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξｄｓ

０

∫
０

ｘ∫１
０

ｉｓ２ ｆ′（ｘ － ｓ，ξ）
π（ ｓ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξｄｓ ＋ ∫
０

ｘ∫１
０

ｓｆ（ｘ － ｓ，ξ）
π（ ｓ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξｄｓ

０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

．

因此

　 　 ｐ ＝ Ｄ∫１
０

２ｉｘφ′（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋ Ｄ∫１
０

２ｘ２φ″（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋

　 　 　 　 Ｄ∫１
０

ｘ２φ″（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋ ∫
０

ｘ∫１
０

ｓ２ ｆ（ｘ － ｓ，ξ）
π（ ｓ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξｄｓ ．

显然， ｐ 满足关系式（２）．因此，将方程

　 　 ∂２ｗ
∂ｘ２

＋ ２ｉ ∂２ｗ
∂ｘ∂ｙ

－ ∂２ｗ
∂ｙ２

－ １
Ｄ

ｐ ＝ ０ （６）

转换为如下微分系统：

　 　 ∂
∂ｘ

ｗ
ｗ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

－ ｉ ∂
∂ｙ

Ｉ

０ － ｉ ∂
∂ｙ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ｗ
ｗ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

０
１
Ｄ

ｐ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
，

其中 ｗ ＝ ∂ｗ ／ ∂ｘ ＋ ｉ∂ｗ ／ ∂ｙ ．定义 Ｘ ＝ Ｌ２（０，１） 中的微分算子

　 　 Ａ ＝ Ｄ ＝－ ｉ ∂
∂ｙ

， Ｄ（Ａ） ＝ Ｄ（Ｄ） ＝ { ｖ ∈ Ｘ： ｖ′ ∈ Ｘ，ｖ（０） ＝ ｖ（１） } ，

并记 Ｖ（ｘ） ＝ （ｗ， ｗ） Ｔ， Ｐ（ｘ） ＝ （０，ｐ ／ Ｄ） Ｔ， 则方程（６） 可以转换成空间 Ｘ × Ｘ 中的抽象 Ｃａｕｃｈｙ
问题：

　 　
ｄＶ（ｘ）

ｄｘ
＝ Ｍ２Ｖ（ｘ） ＋ Ｐ（ｘ），

Ｖ（０） ＝ （０，φ（ｙ）） Ｔ，

ì

î

í

ïï

ïï

（７）

其中
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　 　 Ｍ２ ＝
Ａ Ｉ
０ Ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ： Ｄ（Ｍ２） ＝ Ｄ（Ａ） 􀱇 Ｄ（Ｄ） → Ｘ 􀱇 Ｘ，

　 　 Ｖ（ｘ） ＝ （ｗ，ｗ） Ｔ， Ｐ（ｘ） ＝ ０， １
Ｄ

ｐæ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

．

定理 ３．１　 算子矩阵 Ｍ２ 生成 Ｘ 􀱇 Ｘ 上的压缩半群．
证明　 显然， Ａ ＝ Ａ∗，Ｄ ＝ Ｄ∗ 且

　 　 （Ａｖ１，ｖ１） Ｘ ＝ （Ｄｖ２，ｖ２） Ｘ ＝ ０， ｖ ＝ （ｖ１，ｖ２） Ｔ ∈ Ｄ（Ｍ２），
进而 Ａ 和 Ｄ 能生成 Ｘ 上的压缩半群．因为 Ｉ 是单位算子，由 Ｃ０ 半群生成元的扰动定理可知，Ｍ２

生成 Ｘ 􀱇 Ｘ 上的压缩半群．
其次，给出问题（７）的解，进而给出问题（１）的解．
令 λ ＞ ０．对任意的 ｕ ＝ （ｕ１，ｕ２） Ｔ ∈ Ｘ × Ｘ， 考虑方程

　 　 （λＩ － Ｍ２）ｖ ＝ ｕ， ｖ ＝ （ｖ１，ｖ２） Ｔ ∈ Ｄ（Ｍ２），
即

　 　
λｖ１ ＋ ｉｖ′１ － ｖ２ ＝ ｕ１，
λｖ２ ＋ ｉｖ′２ ＝ ｕ２ ．

{ （８）

将方程（８）中函数 ｕ（ｙ） 和 ｖ（ｙ） 在（ － ∞， ＋ ∞） 上作延拓（如式（５）），并对方程（８）两端作

Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换可得

　 　
λＶ１（ω） － ωＶ１（ω） － Ｖ２（ω） ＝ Ｕ１（ω），
λＶ２（ω） － ωＶ２（ω） ＝ Ｕ２（ω） ．{ （９）

由式（９）可得

　 　 Ｖ（ω） ＝ １
λ － ω

１ １
λ － ω

０ １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
Ｕ（ω），

即

　 　 Ｆ［（Ｒ（λ；Ｍ２）ｕ）（ｙ）］ ＝ １
λ － ω

１ １
λ － ω

０ １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
Ｕ（ω） ．

进一步可得

　 　 Ｆ［（Ｒ（λ；Ｍ２） ｎｕ）（ｙ）］ ＝ １
（λ － ω） ｎ

１ １
λ － ω

０ １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

ｎ

Ｕ（ω），

进而

　 　 Ｆ［（ｅｘＭ２，λｕ）（ｙ）］ ＝ ｅ －λｘＦ［（ｅｘλ２Ｒ（λ；Ｍ２）ｕ）（ｙ）］ ＝

　 　 　 　 ｅ －λｘＦ [ (∑
∞

ｎ ＝ ０

ｘｎλ ２ｎ

ｎ！
Ｒ（λ；Ｍ２） ｎｕ )（ｙ） ] ＝

　 　 　 　 ｅｘｐ

ｘωλ
λ － ω

ｘλ ２

（λ － ω） ２

０ ｘωλ
λ － ω

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

Ｕ（ω） ．

因为
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　 　 Ｆ［（Ｔ（ｘ）ｕ）（ｙ）］ ＝ ｌｉｍ
λ→∞

Ｆ ［（ｅｘＭ２，λｕ）（ｙ）］ ＝

　 　 　 　 ｅｘｐ
ｘω ｘ
０ ｘω

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｕ（ω） ＝

　 　 　 　
ｅｘω ｘｅｘω

０ ｅｘω

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｕ（ω） ＝

ｅｘωＵ１（ω） ＋ ｘｅｘωＵ２（ω）

ｅｘωＵ２（ω）
æ

è

çç

ö

ø

÷÷

且 Ｆ［ｅｘω］ ＝ － ｘ ／ （π（ｘ２ ＋ ｙ２））， 采用卷积公式可得

　 　 （Ｔ（ｘ）ｕ）（ｙ） ＝
∫１

０

－ ｘ
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｕ１（ξ）ｄξ ＋ ∫１
０

－ ｘ２

π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）
ｕ２（ξ）ｄξ

∫１
０

－ ｘ
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｕ２（ξ）ｄξ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

．

当 Ｖ（０） ∈ Ｄ（Ｍ２） 时，方程（７）的解为

　 　 Ｖ（ｘ） ＝ Ｔ（ｘ）Ｖ（０） ＋ ∫ｘ
０
Ｔ（ｘ － ｓ）Ｐ（ ｓ）ｄｓ，

即

　 　 Ｖ（ｘ） ＝
∫１

０

－ ｘ２

π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）
φ（ξ）ｄξ

∫１
０

－ ｘ
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

φ（ξ）ｄξ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

＋ １
Ｄ

∫ｘ
０
∫１

０

－ ｓ２

π（ ｓ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）
ｐ ｙ → ξ，

ｘ→ ｘ－ｓ

ｄξｄｓ

∫ｘ
０
∫１

０

－ ｓ
π（ ｓ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｐ ｙ → ξ，
ｘ→ ｘ－ｓ

ｄξｄｓ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

，

其中 ｐ ｙ → ξ，
ｘ→ ｘ－ｓ

是将 ｐ 中的 ｙ，ｘ 分别用 ξ，ｘ － ｓ 代换．因此，方程（１）的解为

　 　 ｗ ＝ ∫１
０

－ ｘ２

π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）
φ（ξ）ｄξ ＋ １

Ｄ ∫
ｘ

０
∫１

０

－ ｓ２

π（ ｓ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）
ｐ ｙ → ξ，

ｘ→ ｘ－ｓ

ｄξｄｓ，

其中

　 　 ｐ ＝ Ｄ∫１
０

２ｉｘφ′（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋ Ｄ∫１
０

２ｘ２φ″（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋

　 　 　 　 Ｄ∫１
０

ｘ２φ″（ξ）
π（ｘ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξ ＋ ∫ｘ
０
∫１

０

ｓ２ ｆ（ｘ － ｓ，ξ）
π（ ｓ２ ＋ （ｙ － ξ） ２）

ｄξｄｓ ．

４　 结　 　 论

本文运用算子半群方法求解了弹性理论中对边简支矩形薄板方程．证明了问题导出的算

子矩阵在所构造的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间中生成压缩半群．通过 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，采用一致连续半群逼近所

生成的 Ｃ０ 半群，进而得到方程的解析解．与其它方法相比，该方法计算量不是很大，并且在给

出方程解析解的同时也确保所得解的存在唯一性．板方程可以等价地转换成无穷多个抽象

Ｃａｕｃｈｙ 问题［１４］ ．因此，该方法的关键点是所导出的算子矩阵能否在相应的空间中生成 Ｃ０ 半群．
这与板方程的边界条件和算子矩阵的结构有紧密的联系．文中得到的算子矩阵和构造的空间

框架，对求解板方程具有非常重要的应用价值．该方法为求解板方程提供了一个有效的途径．
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