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摘要：　 在 ＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ（非线性分布 Ｌａｐｌａｃｅ⁃同伦摄动算法）的基础上，通过引入参数 ｈ， 提出了一

种修正的 ＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ（简称 ＭＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ），参数的引入使得求解更加灵活，且能调节和控制级数

解的收敛域，克服了 ＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 在嵌入参数 ｐ ＝ １ 处级数解可能不收敛的局限性，使得级数解可

以有效地收敛至精确解，从而获得足够精确的解析近似解，两个数值实例表明了该算法的优越性

和精确性．
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引　 　 言

客观世界中大多数自然现象究其本质而言是非线性的，然而，一般而言，非线性问题很难

求得精确解，所以数值方法就成为人们解决非线性问题的主要手段．
几乎所有传统解析方法都是将一个非线性问题以某种方式转化为一系列线性子问题，并

利用这些子问题之解的线性组合来逼近原始非线性问题的解．对一些非线性数学物理方程，特
别是一些可积的非线性系统，已建立了许多求其精确解或特解的方法，如函数展开法［１］，Ｄａｒ⁃
ｂｏｕｘ（达布）变换法［２］，双线性导数法［３］，反散射变换方法［４］ 等等．摄动法［５⁃８］ 是使用最为广泛

的解析近似方法，已经成功地解决了科学和工程中的许多问题．本质上，摄动法将非线性方程

之解按照某个物理小参数展为无穷级数，并以该物理小参数为基础进行量级分析，将原始非线

性问题转化为一系列线性子问题．但摄动法有一些致命的缺陷，如过分依赖小参数，仅限于弱

非线性问题，对于强非线性问题往往失效等．
为了克服摄动法的局限性，一些非摄动法被逐渐提出，如 Ａｄｏｍｉａｎ 分解法［９⁃１０］，Ｌｙａｐｕｎｏｖ

人工参数法［１１］， δ 展开法［１２］等，然而并没有从根本上克服这些局限性，且收敛半径有限，没有

提供一个方便有效的途径确保级数解收敛到原始方程之解，而且这些非摄动法通常也只适用

于弱非线性问题．
直到 １９９２ 年廖士俊首次将拓扑理论中同伦思想用于求解非线性微分方程近似解［１３］，

１９９７ 年，廖士俊对同伦分析进一步完善，提出“广义同伦”的概念［１４］，从而克服了摄动法和非
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摄动法的局限性．
受同伦分析思想的启发，本文在 Ｆｉｌｏｂｅｌｌｏ⁃Ｎｉｎｏ 等［１５］ 提出的 ＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 的基础上引入参

数 ｈ， 对 ＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 做了修正（简记 ＭＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ）．通过适当地选取参数 ｈ 可确保级数解在 ｐ
＝ １ 处收敛，克服了 ＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 在 ｐ ＝ １ 处可能不收敛的局限性，并且提供了一条调节和控制

级数解收敛区域和收敛速度的途径．和 ＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 相比更加灵活和自由，且很容易证明 ＮＤＬＴ⁃
ＨＰＭ 仅为 ＭＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 在引入参数 ｈ ＝ １ 时的一个特例．由此可以看出 ＭＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 的优越

性和合理性，并通过具体的例子验证该算法的可行性和优越性．

１　 同伦摄动法［１５］

设微分方程有如下形式：
　 　 Ａ（ｕ） － ｆ（ ｒ） ＝ ０，　 　 ｒ ∈ Ω， Ｂ（ｕ，∂ｕ ／ ∂ｎ） ＝ ０， ｒ ∈ Γ，

其中 Ａ 是一个普通微分算子，Ｂ 是一边界算子， ｆ（ ｒ） 是已知解析函数，Γ 是区域 Ω 的边界．若 Ａ
可以分成 Ｌ，Ｎ 两个算子，其中 Ｌ 是线性算子，Ｎ 是非线性算子，则可写为

　 　 Ｌ（ｕ） ＋ Ｎ（ｕ） － ｆ（ ｒ） ＝ ０．
建立同伦映射：

　 　 ｕ（ ｒ，ｐ）：Ω × ［０，１］ → Ｒ ．
于是可以得到

　 　 Ｈ（Ｕ，ｐ） ＝ （１ － ｐ）［Ｌ（Ｕ） － Ｌ（ｕ０）］ ＋ ｐ［Ｌ（Ｕ） ＋ Ｎ（Ｕ） － ｆ（ ｒ）］ ＝ ０，
　 　 ｐ ∈ ［０，１］， ｒ ∈ Ω，

其中 ｐ 是同伦嵌入参数，ｕ０ 是初始近似值．易知当 ｐ 从 ０ 变化到 １ 的过程中，Ｕ从初始近似值 ｕ０

变化到原始方程的解 ｕ，在拓扑学的同伦理论中，这种连续变化称为同伦变形．若方程的解写成

ｐ 的幂级数的形式：
　 　 Ｕ ＝ ｖ０ ＋ ｖ１ｐ ＋ ｖ２ｐ２ ＋ ｖ３ｐ３ ＋ …，

通过比较方程两边 ｐ 的次幂确定其系数．当 ｐ → １ 时，原始方程近似解可表示为

　 　 ｕ ＝ ｌｉｍ
ｐ→１

Ｕ ＝ ｖ０ ＋ ｖ１ ＋ ｖ２ ＋ ｖ３ ＋ … ．

２　 ＭＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 的提出

２０１２ 年 Ｖａｚｑｕｅｚ⁃Ｌｅａｌ 等［１６］提出了一种同伦摄动算法的修正版本，即
　 　 Ｈ（Ｕ，ｐ） ＝ （１ － ｐ）［Ｌ（Ｕ） － Ｌ（ｕ０）］ ＋ ｐ［Ｌ（Ｕ） ＋ Ｎ（Ｕ，ｐ） － ｆ（ ｒ，ｐ）］ ＝ ０．

将嵌入参数 ｐ 加入到非线性算子和已知解析函数中，这样做的好处是有时可以降低运算的复

杂性，增加其灵活性．显然，当 ｐ → １ 时，上式变形为传统的同伦摄动算法．
２０１４ 年 Ｆｉｌｏｂｅｌｌｏ⁃Ｎｉｎｏ 等将 Ｌａｐｌａｃｅ 变换和上式结合到一起，提出了尤其对于含有非齐次

项的微分方程有效的一种算法（简称 ＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ）．
本文受同伦分析思想的启发，引入了参数 ｈ， 提出了一种修正的 ＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ （简记

ＭＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ）．
　 　 Ｈ（Ｕ，ｐ） ＝ （１ － ｐ）［Ｌ（Ｕ） － Ｌ（ｕ０）］ ＋ ｐｈ［Ｌ（Ｕ） ＋ Ｎ（Ｕ，ｐ） － ｆ（ ｒ，ｐ）］ ＝ ０，

即

　 　 Ｌ（Ｕ） － Ｌ（ｕ０） － ｐＬ（Ｕ） ＋ ｐＬ（ｕ０） ＋ ｐｈＬ（Ｕ） ＋ ｐｈＮ（Ｕ，ｐ） － ｐｈｆ（ ｒ，ｐ） ＝ ０．
将上述方程变形并两边由 Ｌａｐｌａｃｅ 变换可得

　 　 Ｉ［（１ － ｐ ＋ ｈｐ）Ｌ（Ｕ）］ ＝ Ｉ［Ｌ（ｕ０） － ｐＬ（ｕ０） ＋ ｐｈ（ ｆ（ ｒ，ｐ） － Ｎ（Ｕ，ｐ））］，
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即

　 　 ［１ ＋ （ｈ － １）］Ｕ ＝ Ｉ －１ １
Ｓｎ
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è
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ø
÷ ［１ ＋ （ｈ － １）ｐ］ (∑

ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｓｎ－１－ｉＵ（ ｉ）（０） ) ＋{
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令

　 　 Ｕ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ ０
ｖｎｐｎ， ｆ（ ｒ，ｐ） ＝ ∑

∞

ｍ ＝ ０
ｆｍ（ ｒ）ｐｍ，

则上式变形为

　 　 ｖ０ ＋ ［ｖ１ ＋ （ｈ － １）ｖ０］ｐ ＋ ［ｖ２ ＋ （ｈ － １）ｖ１］ｐ２ ＋
　 　 　 　 ［ｖ３ ＋ （ｈ － １）ｖ２］ｐ３ ＋ … ＋ ［ｖｊ ＋ （ｈ － １）ｖｊ －１］ｐ ｊ ＋ … ＝
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通过比较 ｐ 的次数可知

　 　 ｐ０： ｖ０ ＝ Ｉ －１ １
Ｓｎ

æ

è
ç
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ø
÷ [∑

ｎ－１

ｉ ＝ ０
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　 　 ｐ１： ｖ１ ＋ （ｈ － １）ｖ０ ＝
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　 　 ｐ２： ｖ２ ＋ （ｈ － １）ｖ１ ＝ Ｉ －１ ｈ
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　 　 ｐ３： ｖ３ ＋ （ｈ － １）ｖ２ ＝
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Ｓｎ
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　 　 ︙

　 　 ｐ ｊ： ｖｊ ＋ （ｈ － １）ｖｊ －１ ＝ Ｉ －１ ｈ
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　 　 ︙
不妨令 Ｕ（ ｉ）（０） ＝ α ｉ（ ｉ ＝ ０，１，…，ｎ － １），α ｉ 为常数，则原方程级数解可表示为

　 　 ｕ ＝ ｌｉｍ
ｐ→１

Ｕ ＝ ｖ０ ＋ ｖ１ ＋ ｖ２ ＋ ｖ３ ＋ … ．

０７７ 一种修正的 Ｌａｐｌａｃｅ⁃同伦摄动算法



３　 数值实例与参数曲线

例 １　 已知 Ｖ（ ｔ） 满足 Ｖ′（ ｔ） ＋ Ｖ２（ ｔ） ＝ １，Ｖ（０） ＝ ０，求解 Ｖ（ ｔ） 的近似解．
利用文献［１５］提出的 ＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 来求方程的近似解，可知：
由该微分方程形式我们可选取 Ｖ０（ ｔ） ＝ ｔ作为 Ｖ（ ｔ） 的初始解，线性算子 Ｌ（Ｖ） ＝ Ｖ′（ ｔ），非线

性算子 Ｎ（Ｖ） ＝ Ｖ２（ ｔ）， 则

　 　 （１ － ｐ）（Ｖ′（ ｔ） － Ｖ′０（ ｔ）） ＋ ｐ（Ｖ′（ ｔ） ＋ Ｖ２（ ｔ） － １） ＝ ０，
　 　 Ｖ′（ ｔ） ＝ １ － ｐＶ２（ ｔ） ．

两边由 Ｌａｐｌａｃｅ 变换可得

　 　 ＳＦ（Ｓ） ＝ Ｉ（１ － ｐＶ２（ ｔ）），
即

　 　 Ｖ（ ｔ） ＝ Ｉ －１ １
Ｓ

æ
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ø
÷ Ｉ（１ － ｐＶ２（ ｔ））é

ë
êê
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û
úú ．

设

　 　 Ｖ（ ｔ） ＝ ｖ０ ＋ ｖ１ｐ ＋ ｖ２ｐ２ ＋ ｖ３ｐ３ ＋ …，
即

　 　 ｖ０ ＋ ｖ１ｐ ＋ ｖ２ｐ２ ＋ ｖ３ｐ３ ＋ ｖ４ｐ４ ＝

　 　 　 　 Ｉ －１ １
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即

　 　 ｐ０： ｖ０ ＝ Ｉ －１ １
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　 　 ｐ２： ｖ２ ＝ Ｉ －１ １
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２
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ｔ５，

　 　 ｐ３： ｖ３ ＝ Ｉ －１ １
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æ
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ø
÷ Ｉ（ － ｖ２１ － ２ｖ０ｖ２）

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ －

１７
３１５
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　 　 ｐ４： ｖ４ ＝ Ｉ －１ １
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则该微分方程的 ４ 阶近似解可表示为

　 　 ｖ（ ｔ） ＝ ｌｉｍ
ｐ→１

Ｖ（ ｔ） ＝ ｖ０ ＋ ｖ１ ＋ ｖ２ ＋ ｖ３ ＋ ｖ４ ＝

　 　 　 　 ｔ － １
３

ｔ３ ＋ ２
１５

ｔ５ － １７
３１５

ｔ７ ＋ ６２
２ ８３５

ｔ９ ．

接下来，利用本文提出的 ＭＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 来求解方程的近似解．
选取 Ｖ０（ ｔ） ＝ ｔ 作为 Ｖ（ ｔ） 的初始解，线性算子 Ｌ（Ｖ） ＝ Ｖ′（ ｔ），非线性算子 Ｎ（Ｖ） ＝ Ｖ２（ ｔ）， 则

　 　 （１ － ｐ）（Ｖ′（ ｔ） － Ｖ′０（ ｔ）） ＋ ｈｐ（Ｖ′（ ｔ） ＋ Ｖ２（ ｔ） － １） ＝ ０，
即

　 　 ［１ ＋ （ｈ － １）ｐ］Ｖ′（ ｔ） ＝ １ － ｐ ＋ ｈｐ － ｈｐＶ２（ ｔ） ．
两边由 Ｌａｐｌａｃｅ 变换可得

１７７彭　 　 博　 　 　 唐　 　 烁



　 　 ［１ ＋ （ｈ － １）ｐ］Ｖ（ ｔ） ＝ Ｉ －１ １
Ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ（１ － ｐ ＋ ｈｐ － ｈｐＶ２（ ｔ））é

ë
êê

ù

û
úú ．

设

　 　 Ｖ（ ｔ） ＝ ｖ０ ＋ ｖ１ｐ ＋ ｖ２ｐ２ ＋ ｖ３ｐ３ ＋ ｖ４ｐ４ ＋ …，
则

　 　 ｖ０ ＋ ［ｖ１ ＋ （ｈ － １）ｖ０］ｐ ＋ ［ｖ２ ＋ （ｈ － １）ｖ１］ｐ２ ＋
　 　 　 　 ［ｖ３ ＋ （ｈ － １）ｖ２］ｐ３ ＋ ［ｖ４ ＋ （ｈ － １）ｖ３］ｐ４ ＝

　 　 　 　 Ｉ －１ １
Ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ［１ ＋ （ｈ － １ － ｈｖ２０）ｐ － ２ｈｖ０ｖ１ｐ２ －é

ë
êê

　 　 　 　 ｈ（ｖ２１ ＋ ２ｖ０ｖ２）ｐ３ － ２ｈ（ｖ０ｖ３ ＋ ２ｖ１ｖ２）ｐ４］ ù

û
úú ，

　 　 ｐ０： ｖ０ ＝ Ｉ －１ １
Ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ（１）é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ｔ，

　 　 ｐ１： ｖ１ ＋ （ｈ － １）ｖ０ ＝ Ｉ －１ １
Ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ（ｈ － １ － ｈｖ２０）

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ － （１ － ｈ） ｔ － ｈ

３
ｔ３，

　 　 ｐ２： ｖ２ ＋ （ｈ － １）ｖ１ ＝ Ｉ －１ １
Ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ（ － ２ｈｖ０ｖ１）

é

ë
êê

ù

û
úú ＝

２ｈ２

１５
ｔ５，

　 　 ｐ３： ｖ３ ＋ （ｈ － １）ｖ２ ＝ Ｉ －１ １
Ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ（ － ｈｖ２１ － ２ｈｖ０ｖ２）

é

ë
êê

ù

û
úú ＝

２ｈ２（１ － ｈ）
１５

ｔ５ － １７ｈ３

３１５
ｔ７，

　 　 ｐ４： ｖ４ ＋ （ｈ － １）ｖ３ ＝ Ｉ －１ １
Ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ（ － ２ｈｖ０ｖ３ － ４ｈｖ１ｖ２）

é

ë
êê

ù

û
úú ＝

　 　 　 　 － ２ｈ２（１ － ｈ） ２

１５
ｔ５ － ３４ｈ３（１ － ｈ）

３１５
ｔ７ ＋ ６２ｈ４

２ ８３５
ｔ９ ．

通过比较 ｐ 的次数可知

　 　 ｖ０ ＝ ｔ，

　 　 ｖ１ ＝ － ｈ
３

ｔ３，

　 　 ｖ２ ＝ ２ｈ２

１５
ｔ５ － ｈ（１ － ｈ）

３
ｔ３，

　 　 ｖ３ ＝ － １７ｈ３

３１５
ｔ７ ＋ ４ｈ２（１ － ｈ）

１５
ｔ５ － ｈ（１ － ｈ） ２

３
ｔ３，

　 　 ｖ４ ＝ ６２ｈ４

２ ８３５
ｔ９ － １７ｈ３（１ － ｈ）

１０５
ｔ７ ＋ ２ｈ２（１ － ｈ） ２

１５
ｔ５ － ｈ（１ － ｈ） ３

３
ｔ３ ．

显然当 ｈ ＝ １ 时，该微分方程的 ４ 阶近似解可表示为

　 　 ｖ（ ｔ） ＝ ｖ０ ＋ ｖ１ ＋ ｖ２ ＋ ｖ３ ＋ ｖ４ ＝ ｔ － １
３

ｔ３ ＋ ２
１５

ｔ５ － １７
３１５

ｔ７ ＋ ６２
２ ８３５

ｔ９ ．

故易知 ＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 仅为 ＭＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 在 ｈ ＝ １ 时一个特例．对于 ｍ 阶近似解

　 　 Ｖ（ ｔ） ≈ ∑
ｍ

ｋ ＝ ０
ｖｋ（ ｔ） ＝ ∑

ｍ

ｎ ＝ ０
ｕｍ，ｎ

０ （ｈ）ａ２ｎ＋１ ｔ２ｎ
＋１，

其中 ａ２ｎ＋１ 与 ＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 中对应系数一样，且 ａ２ｎ＋１ 可以定义如下：

　 　 ｕｍ，ｎ
０ （ｈ） ＝ ∑

ｍ－ｎ

ｊ ＝ ０

ｎ － １ ＋ ｊ
ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｈｎ （１ － ｈ） ｊ ．
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易知 ｕｍ，ｎ
０ （１） ＝ １，ｎ ≤ ｍ，且对于任意有限整数 ｎ 有

　 　 ｌｉｍ
ｍ→∞

ｕｍ，ｎ
０ ＝

１，　 　 １ － ｈ ＜ １，
∞ ， １ － ｈ ＞ １，{

则解级数收敛的必要条件为 １ － ｈ ＜ １，即 ０ ＜ ｈ ＜ ２．通过绘制 ｈ 曲线可以选取更加精确的

ｈ 的有效区域，从而选取有效的 ｈ 值，如图 １ 所示．收敛区域依赖于 ｈ 的值，收敛区域为 ０ ≤ ｔ ≤

ρ ０ ２ ／ ｈ － １ ，其中 ρ ０ 为由 ＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 求得级数解的收敛半径， ρ ０ ≈１．５．因此我们可以看出，
选取适当的 ｈ值可以调节和控制级数解的收敛区域．以 ４ 阶为例，通过选取不同的 ｈ值，得到几

条不同逼近曲线，如图 ２所示．通过比较很容易发现当 ｈ ＝ ０．８比当 ｈ ＝ １，即比用 ＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 得

到的逼近效果要好，在这里， ｈ ＝ ０．８ 并不是最优的取值，只是说明 ＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 不是最优的算

法，还有改进的地方．关于 ｈ 的最优取值问题目前主要有以下 ３ 种方法：ｈ 曲线法［１７］、Ｍａｒｉｎｃａ
法［１８⁃１９］和单步优化方法［２０］ ．为了更加直观和简便，采用绘制 ｈ 曲线的方法来估计 ｈ 的有效值，
为了更具体地观察不同 ｈ 值对应的误差，可以查看误差曲线及误差表格，如图 ３ 及表 １ 所示．

图 １　 例 １ 中的 ｈ⁃ 曲线 图 ２　 例 １ 中利用修正的 Ｌａｐｌａｃｅ⁃同伦摄动算法（ＭＮＤＬＴ⁃
Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｈ⁃ ｃｕｒｖｅｓ ｉｎ ｃａｓｅ １ ＨＰＭ）绘制的不同的 ｈ 值所对应的逼近曲线

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｈ
ｖａｌｕｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｌａｐｌａｃｅ⁃ｈｏｍｏｔｏｐｙ
ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ（ＭＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ） ｉｎ ｃａｓｅ １

图 ３　 例 １ 中的不同 ｈ 值对应的误差曲线 图 ４　 例 ２ 中的 ｈ⁃ 曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｈ⁃ ｃｕｒｖｅｓ ｉｎ ｃａｓｅ ２
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｈ ｃｕｒｖｅｓ ｉｎ ｃａｓｅ １
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图 ５　 例 ２ 中利用修正的 Ｌａｐｌａｃｅ⁃同伦摄动算法（ＭＮＤＬＴ⁃ 图 ６　 例 ２ 中的不同 ｈ 值对应的误差曲线

ＨＰＭ）绘制的不同的 ｈ 值所对应的逼近曲线 Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ
Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｈ ｃｕｒｖｅｓ ｉｎ ｃａｓｅ ２

ｈ ｖａｌｕｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＭＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ ｉｎ ｃａｓｅ ２

表 １　 不同 ｈ 值对应的误差的绝对值

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｖａｌｕｅ ｅｒｒｏｒｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｈ ｖａｌｕｅｓ

ｔ
ｈ

０．８ ０．９ １．０ １．１ １．２

０ ０ ０ ０ ０ ０

０．１ ０．０００ ０ ０．０００ ０ ０．０００ ０ ０．０００ ０ ０．０００ ０

０．２ ０．０００ ０ ０．０００ ０ ０．０００ ０ ０．０００ ０ ０．０００ ０

０．３ ０．０００ ０ ０．０００ ０ ０．０００ ０ ０．０００ ０ ０．０００ ０

０．４ ０．０００ ０ ０．０００ ０ ０．０００ ０ ０．０００ ０ ０．０００ １

０．５ ０．０００ ０ ０．０００ ０ ０．０００ ０ ０．０００ １ ０．０００ ５

０．６ ０．０００ ０ ０．０００ ０ ０．０００ １ ０．０００ ５ ０．００１ ７

０．７ ０．０００ １ ０．０００ １ ０．０００ ５ ０．００１ ９ ０．００５ ２

０．８ ０．０００ １ ０．０００ ４ ０．００１ ９ ０．００５ ８ ０．０１４ ２

０．９ ０．０００ ０ ０．００１ ７ ０．００５ ９ ０．０１５ ８ ０．０３５ ６

１．０ ０．０００ ９ ０．００５ ３ ０．０１６ ２ ０．０３９ ４ ０．０８３ ３

１．１ ０．００３ ６ ０．０１４ ８ ０．０４０ ３ ０．０９１ ４ ０．１８３ １

１．２ ０．０１１ ０ ０．０３６ ９ ０．０９２ ５ ０．１９８ ４ ０．３８０ ６

１．３ ０．０２８ ８ ０．０８４ ７ ０．１９９ ０ ０．４０７ １ ０．７５３ ２

１．４ ０．０６７ ４ ０．１８１ ３ ０．４０４ １ ０．７９５ １ １．４２７ ５

１．５ ０．１４５ ６ ０．３６６ ０ ０．７８０ ７ １．４８６ ７ ２．６０２ ２

　 　 例 ２　 已知 ｙ（ｘ） 满足 ｄ２ｙ ／ ｄｘ２ ＋ ｙ ＝ ｘｃｏｓ（２ｘ）， ｙ（０） ＝ ０， ｙ′（０） ＝ ０，求解 ｙ（ｘ） ．
由该方程是线性微分方程，易知该微分方程的精确解为

　 　 ｙ（ｘ） ＝ － ５
９

ｓｉｎ ｘ － １
３

ｘｃｏｓ（２ｘ） ＋ ４
９

ｓｉｎ（２ｘ） ．

接下来采用 ＭＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 来处理该方程的近似解，选取线性算子 Ｌ（ｙ） ＝ ｙ″，非线性算子

Ｎ（ｙ） ＝ ｙ － ｘｃｏｓ（２ｘ），初始值选取 ｙ０ ＝ ｘ２ ／ ２，
　 　 （１ － ｐ）（ｙ″ － ｙ″０） ＋ ｈｐ（ｙ″ ＋ ｙ － ｘｃｏｓ（２ｘ）） ＝ ０．

令 ｃｏｓ（２ｘ） ＝ ｐ２（１ － ２ｘ２）， 则上式变形为
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　 　 ［１ ＋ （ｈ － １）ｐ］ｙ ″ ＝ １ － ｐ － ｈｐｙ ＋ ｈｘ（１ － ２ｘ２）ｐ３ ．
设

　 　 ｙ（ｘ） ＝ ｖ０ ＋ ｖ１ｐ ＋ ｖ２ｐ２ ＋ ｖ３ｐ３ ＋ ｖ４ｐ４ ＋ …，
两边由 Ｌａｐｌａｃｅ 变换可知

　 　 ［１ ＋ （ｈ － １）ｐ］Ｓ２Ｆ（Ｓ） ＝
　 　 　 　 Ｉ［１ － ｐ － ｈｐ（ｖ０ ＋ ｖ１ｐ ＋ ｖ２ｐ２ ＋ ｖ３ｐ３ ＋ …） ＋ ｈｘ（１ － ２ｘ２）ｐ３］ ．

由 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换可知

　 　 ［１ ＋ （ｈ － １）ｐ］ｙ ＝

　 　 　 　 Ｉ －１ １
Ｓ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ［１ ＋ （ － １ － ｈｖ０）ｐ － ｈｖ１ｐ２ ＋ （ｈｘ － ２ｈｘ３ － ｈｖ２）ｐ３ － ｈｖ３ｐ４］{ } ．

通过比较 ｐ 的次数可知

　 　 ｐ０： ｖ０ ＝ Ｉ －１ １
Ｓ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ（１）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 ｐ１： ｖ１ ＋ （ｈ － １）ｖ０ ＝ Ｉ －１ １
Ｓ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ（ － ｈｖ０ － １）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 ｐ２： ｖ２ ＋ （ｈ － １）ｖ１ ＝ Ｉ －１ １
Ｓ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ（ － ｈｖ１）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 ｐ３： ｖ３ ＋ （ｈ － １）ｖ２ ＝ Ｉ －１ １
Ｓ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ（ｈｘ － ２ｈｘ３ － ｈｖ２）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 ｐ４： ｖ４ ＋ （ｈ － １）ｖ３ ＝ Ｉ －１ １
Ｓ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ（ － ｈｖ３）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

经计算，该微分方程的 ４ 阶近似解为

　 　 ｖ（ ｔ） ＝ ｖ０ ＋ ｖ１ ＋ ｖ２ ＋ ｖ３ ＋ ｖ４ ＝

　 　 　 　 （ｈ － １） ４

２
ｔ２ ＋ １

３
－ ｈ

６
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｈｔ３ ＋ ｈ （ｈ － １） ３

６
ｔ４ ＋ １１ｈ

１２０
－ １

５
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｈｔ５ ＋

　 　 　 　 ｈ２ （ｈ － １） ２

１２０
ｔ６ ＋ ｈ２

４２０
ｔ７ ＋ ｈ３（ｈ － １）

１０ ０８０
ｔ８ ＋ ｈ４

３ ８２８ ８００
ｔ１０ ．

当 ｈ ＝ １ 时，该微分方程的 ４ 阶近似解可表示为

　 　 ｖ（ ｔ） ＝ ｖ０ ＋ ｖ１ ＋ ｖ２ ＋ ｖ３ ＋ ｖ４ ＝

　 　 　 　 １
６

ｔ３ － １３
１２０

ｔ５ ＋ １
４２０

ｔ７ ＋ １
３ ６２８ ８００

ｔ１０，

即为利用 ＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 所求近似解．
通过观察可以发现，级数解的收敛区域和收敛速度由参数 ｈ 决定，因此辅助参数提供了一

个调节和控制级数解之收敛区域和收敛速度的简便途径，通过选取适当的辅助参数，可以大大

扩展解析近似解的收敛区间和近似精度．当其它解析方法给出的解发散时，选取适当的辅助参

数，用 ＭＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 可得到收敛的解．通过绘制 ｈ曲线（如图 ４） 找出 ｈ的有效区域，通过选取 ｈ
的有效值可以绘制出针对不同 ｈ值的逼近曲线，如图 ５．同时可根据图 ６或表 ２观察相应的误差

曲线和误差表格，就所取的 ５ 个 ｈ 值而言，当 ｈ ＝ １．４ 时总体逼近和收敛效果是最好的．

５７７彭　 　 博　 　 　 唐　 　 烁



表 ２　 不同 ｈ 值对应的误差的绝对值

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｖａｌｕｅ ｅｒｒｏｒｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｈ ｖａｌｕｅｓ

ｘ
ｈ

０．２ ０．６ １．０ １．４ １．８

０ ０ ０ ０ ０ ０

０．１ ０．００１ ９ ０．０００ １ ０．０００ ０ ０．０００ １ ０．００２ ０

０．２ ０．００７ ３ ０．０００ ３ ０．０００ ０ ０．０００ ３ ０．００７ ６

０．３ ０．０１５ ６ ０．０００ ４ ０．０００ ０ ０．０００ ６ ０．０１６ ９

０．４ ０．０２６ ２ ０．０００ ４ ０．０００ ０ ０．０００ ８ ０．０３０ ４

０．５ ０．０３８ ９ ０．０００ ０ ０．０００ １ ０．００１ ０ ０．０４９ １

０．６ ０．０５３ ６ ０．０００ ８ ０．０００ ４ ０．００１ ２ ０．０７４ ６

０．７ ０．０７０ ３ ０．００２ ２ ０．００１ ３ ０．００１ ３ ０．１０９ ５

０．８ ０．０８９ ５ ０．００４ ５ ０．００３ ２ ０．００１ ３ ０．１５６ ８

０．９ ０．１１１ ３ ０．００８ ３ ０．００７ １ ０．０００ ８ ０．２２０ ５

１．０ ０．１３６ ３ ０．０１４ ６ ０．０１４ ６ ０．０００ ６ ０．３０５ ５

１．１ ０．１６４ ７ ０．０２５ ２ ０．０２８ ０ ０．００３ ９ ０．４１７ ７

１．２ ０．１９６ ４ ０．０４２ ３ ０．０５０ ４ ０．０１７ ０ ０．５６４ ２

１．３ ０．２３０ ８ ０．０６９ ６ ０．０８６ ２ ０．０２３ ０ ０．７５３ ２

１．４ ０．２６６ ６ ０．１１１ ８ ０．１４１ ３ ０．０４３ ６ ０．９９４ ５

１．５ ０．３０１ ５ ０．１７５ ４ ０．２２３ ０ ０．０７６ ２ １．２９９ ６

４　 结　 　 论

本文在 ＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 的基础上提出了 ＭＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ，较前者相比有明显的优势．参数 ｈ 的引

入使得该算法更加灵活多变，且 ＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 仅为 ＭＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 在 ｈ ＝ １ 的一个特例，在此体现

了该算法的合理性．通过绘制 ｈ曲线，让我们更加直观地知道 ｈ的有效区域，在此有效区域内选

取一个 ｈ 值，就可以确保相应的级数解收敛，克服了 ＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 在 ｐ ＝ １ 处可能不收敛的局限

性，且提供了一条调节和控制级数解收敛区域和收敛速度的途径．作为加快收敛的方法之一，
Ｐａｄé 逼近被广泛采用，本文在考虑非齐次项时用 Ｔａｙｌｏｒ 公式来进行逼近，当然我们也可以用

Ｐａｄé 逼近来近似表示非齐次项，在此不再详述．本文也有一些不足之处，如当 Ｌａｐｌａｃｅ 变换不

存在时，ＭＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 是无效的，故 ＭＮＤＬＴ⁃ＨＰＭ 是建立在 Ｌａｐｌａｃｅ 变换存在的基础上的．
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