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摘要：　 星形节点周期结构蜂窝材料是具有负 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比效应的一种结构性材料．采用有限

元方法对其离散并结合 Ｂｌｏｃｈ 定理来分析弹性波在其内部传播的带隙问题．结果表明：星形节点周

期结构蜂窝材料存在宽大的频率禁带且禁带的位置和大小相对稳定；同时星形节点本身的旋转共

振模态是材料最低阶禁带形成的主要原因．星形节点周期结构蜂窝材料的以上带隙特性使其在工

程中减震降噪方面具有潜在的应用价值．
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引　 　 言

负 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比材料有别于一般材料的特性是：当材料受到单向拉伸时，其垂直方向向外扩

展；而当材料受到单向压缩时，其横截面向内凹陷．这种特殊的变形模式使得负 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比材料

相对传统材料具有高剪切模量和抗冲击性．材料的负 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比特性与材料内部微结构的形式

和变形模式有密切的联系．节点内凹构形和旋转手性构形是两种产生负 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比效应的主要

微结构构形［１］ ．Ｌａｋｅｓ［２］在 １９８７ 年发现了第一种具有负 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比特性的多孔材料，这种材料

内部具有大量的内凹微结构构形．随后 Ｐｒａｌｌ 等［３］在 １９９７ 年提出具有 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比为－１ 的六边形

手性蜂窝材料．自此，负 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比材料引起了众多学者的兴趣．一方面寻找具有负 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比效

应的新微结构形式，另一方面对负 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比材料的各种物理性质展开更深入的研究．与传统

材料相比，负 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比材料具有一系列优良性质，如高剪切模量［４］，吸能效果明显［５］，同向曲

率［６］等．星形节点周期结构是内凹六边形蜂窝材料的一种衍生构形．星形 ４ 节点和 ６ 节点均具
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有负 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比效应［７⁃８］ ．
内凹六边形及旋转手性蜂窝材料一般为二维周期结构，因此弹性波在此类蜂窝材料中传

播时会出现带隙现象．Ｒｕｚｚｅｎｅ 等［９］在 ２００３ 年研究发现内凹六边形更有利于面外弹性波低频

方向带隙的产生．而对于面内弹性波，内凹六边形周期结构没有出现全带隙，且方向带隙与普

通六边形类似［１０］ ．２００９ 年，Ｓｐａｄｏｎｉ 等［１１］就手性六边形周期结构的带隙特性进行研究，结果表

明，手性六边形中心圆环的变形是产生低频带隙的重要原因．随后 Ｌｉｕ 等［１２］以手性六边形为基

体，在圆环中添加共振物，来产生更低频全带隙．星形节点周期蜂窝结构和手性周期结构具有

相类似结构特性：中心节点为一闭合的微结构，而正是这种微结构的变形使得原结构的低频带

隙的产出成为可能．本文就星形 ４ 节点周期蜂窝材料的带隙特性进行研究．首先给出星形 ４ 节

点周期结构的几何特性；其次通过有限元方法并结合 Ｂｌｏｃｈ 定理求得结构材料的色散关系；然
后分析星形节点几何参数对带隙的影响；最后为本文工作的总结．

１　 星形 ４ 节点周期结构

星形节点由内凹箭头节点拼接而成，图 １ 为星形四边形周期蜂窝材料示意图．图中基本胞

体用虚线表示，单胞沿基向量 （ｅ１，ｅ２） 平铺得到整个周期结构．图２为单胞几何参数图，Ｌ和 ｔ为
单胞间连接梁长度及高度，Ｌｓ 和 ｔｓ 分别为星形节点梁长度及高度；内凹箭头节点内夹角为 α，
箭头节点间夹角用 β 表示．在星形正方形结构下，β ＝ ２α － ９０°，其中 α ∈（４５°，９０°］ ．当 α ＝ ９０°
时，星形节点变为正方形节点．

图 １　 星形四边形周期蜂窝材料示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｈｏｎｅｙｃｏｍｂ ｌａｔｔｉｃｅｓ ｏｆ ４⁃ｐｏｉｎｔ ｓｔａｒ⁃ｓｈａｐｅｄ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ

２　 频率带隙分析

２．１　 Ｂｌｏｃｈ定理

正如所有的周期型结构中一样，任何一个点的位置都可以通过一组包括一个基元单胞和

一组基向量（如图 １ 中的 （ｅ１，ｅ２）） 的组合来表示．取一个参考代表体单元作为基点，也就是研

究波传播的起始点，距基点一定距离的（ｎ１，ｎ２） 单胞中的 ｐ 点就可以以（ｅ１，ｅ２） 为基向量表示
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出来： ρ ｐ（ｎ１，ｎ２） ＝ ｒｐ ＋ ｎ１ｅ１ ＋ ｎ２ｅ２，其中，ｒｐ 代表基元单胞（０，０） 中 ｐ点对应的位置，（ｅ１，ｅ２） 为

基向量．

图 ２　 单胞几何参数图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌ ａｎｄ ｉｔｓ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ

如图 １ 的这种结构中的波传播一般都应用 Ｂｌｏｃｈ 定理．频率为 ω的弹性波在参考单元胞中

的 ｐ 点的位移 ｗ 可以表示为

　 　 ｗ（ｒｐ） ＝ ｗｐ０ｅ
ｉωｔ－ｋ·ｒｐ， （１）

式中 ｗｐ０ 表示振幅，ｋ 表示波矢．根据 Ｂｌｏｃｈ 定理，位于 ρ ｐ（ｎ１，ｎ２） 的点的位移可以用 ｐ 点的相对

位移乘以一个由这两点位移差决定的修正量来表示，即
　 　 ｗ（ρ ｐ） ＝ ｗ（ｒｐ）ｅｋ·（ρｐ－ｒｐ） ＝ ｗ（ｒｐ）ｅｎ１ｋ１＋ｎ２ｋ２， （２）

式中 ｋｉ ＝ ｋ·ｅｉ，ｉ ＝ １，２．Ｂｌｏｃｈ 定理表明波在胞结构之间传播的时候，振幅成比例的变化并不取决

于胞结构在周期系统中的位置，因此可以通过研究参考单元胞来研究周期型结构的波传播特

性．上式中的 ｋｉ ＝ δ ｉ ＋ ｉε ｉ（ ｉ ＝ １，２） 是个复数，实部 δ ｉ 表示波从一个单胞向相邻单胞传播时振幅

的衰减，虚部 ε ｉ 表示相位变化，因此 ε ｉ 常被称为相位常数．从而研究振幅没有衰减的波传播时

就可以把实部设为 ０，通过变化相位常数来研究它对频率的依赖性．
这个由 （ｅ１，ｅ２） 为基向量表示的空间栅格为直观栅格，类似于 Ｐｒａｇｕｅ 点阵，我们可以定义

一个倒易空间，以 （ｂ１，ｂ２） 为基向量表示，这两个基的关系可以用 ｂｉ·ｅ ｊ ＝ δ ｉｊ 来表示，式中 δ ｉｊ 为

Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 函数，所以倒易空间的基就可以用原直观空间点阵的基表示出来．在倒易空间中，波
矢 ｋ ＝ ２πλ 可以表示为

　 　 ｋ ＝ ｋ１ｂ１ ＋ ｋ２ｂ２， （３）
根据倒易空间的定义，可以得到波矢 ｋ·ｅ１ ＝ ｋ１ ．

直观的栅格结构表现了空间周期性，而倒易空间就描述了频率或者波数关系的周期性．这
可以通过把 λ′ ＝ λ ＋ ｍ１ｂ１ ＋ ｍ２ｂ２（ｍ１，ｍ２ 是整数） 代入 ｋ ＝ ２πλ 后再代入式（１）中，得

　 　 ｗ（ρ ｐ） ＝ ｗ（ｒｐ）ｅｎ１ｋ′１＋ｎ２ｋ′２， （４）
式中　 　 ｋ′ｉ ＝ ２πλ′·ｅｉ ＝ ｋｉ ＋ ２πｍｉ，　 　 ｉ ＝ １，２．

这就表明二维空间的波数在倒易空间中是关于波矢 ｋ 的周期性函数，因此，通过研究一个

周期中它们的变化就可以得出波传播中波数对频率的依赖性．在二维空间中，这个周期对应于

倒易空间中等于倒易单胞的区域．对应于那个周期的区域也被称为第一 Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ（布里渊）区．
接下来的色散关系的分析运算就会用到第一 Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ 区．
２．２　 有限元离散与色散关系

通过标准有限元离散，图 ２ 中单胞的动力控制方程可以写为
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　 　 （Ｋ － ω ２Ｍ）ｑ ＝ ｆ， （５）
其中 ω 为振动频率，Ｍ和 Ｋ分别为单胞整体质量矩阵和刚度矩阵；节点位移 ｑ ＝ ［ｑｉ，ｑｌ，ｑｂ，ｑｒ，
ｑｕ］ Ｔ，节点力 ｆ ＝ ［ ｆｉ， ｆｌ， ｆｂ， ｆｒ， ｆｕ］ Ｔ ．在无外力作用时 ｆｉ ＝ ０．本文将单胞中每个连接梁离散为 ６
个单元，则单胞共有 ７２ 个单元和 ７２ 个节点．离散单元类型选用 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁单元，对于一个

离散节点 ｊ，其位移 ｑ ｊ ＝ （ｕ ｊ，ｖｊ，θ ｊ） Ｔ ．
采用 Ｂｌｏｃｈ 定理，节点间的位移关系可表示为

　 　 ｑｒ ＝ ｅｘｐ（ｉｋ１）ｑｌ， ｑｕ ＝ ｅｘｐ（ｉｋ２）ｑｂ， （６）
其中 ｋ１，ｋ２ 为相位常数，其取值沿图 ２ 右图中的 ＯＡＢＯ ．

由式（６），整体节点位移可以写成

　 　 ｑ ＝ Ｔ［ｑｉ，ｑｌ，ｑｂ］ Ｔ， （７）
其中

　 　 Ｔ ＝
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将式（７）代入方程（５）中，方程两边同时乘以 ＴＨ， 可得

　 　 （Ｋ － ω ２Ｍ）［ｑｉ，ｑｌ，ｑｂ］ Ｔ ＝ ｆ
　
， （８）

其中 Ｋ ＝ ＴＨＫＴ， Ｍ ＝ ＴＨＭＴ， ｆ
　 ＝ ＴＨｆ ．经验证， ｆ

　 ＝ ０．于是方程

　 　 （Ｋ － ω ２Ｍ）［ｑｉ，ｑｌ，ｑｂ］ Ｔ ＝ ０． （９）
方程（９）非零解要求 ｄｅｔ（Ｋ － ω ２Ｍ） ＝ ０，于是在给定 ｋ１，ｋ２ 后就可求得频率ω，得到结构的色散

曲线图．

图 ３　 当选取 Ｌｓ ＝ Ｌ ／ ２， α ＝ ５０° 时 图 ４　 当选取 Ｌｓ ＝ Ｌ ／ ２， α ＝ ７０° 时

该结构的色散曲线图 该结构的色散曲线图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ ｌａｔｔｉｃｅｓ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ ｌａｔｔｉｃｅｓ
ｗｉｔｈ Ｌｓ ＝ Ｌ ／ ２， α ＝ ５０° ｗｉｔｈ Ｌｓ ＝ Ｌ ／ ２， α ＝ ７０°

２．３　 带隙结构分析

图 ３ 和图 ４ 分别为 Ｌｓ ＝ Ｌ ／ ２，α ＝ ５０° 和 α ＝ ７０° 时，星形节点周期结构的色散曲线图．图 ３
中频率禁带出现在第 ６ 阶和第 ７ 阶色散线之间及第 ８ 阶和第 ９ 阶色散线之间，其频率区域为

（１．６０，２．０６）和（２．１０，４．３５）．而在图 ４ 中，有 ３ 个频率禁带出现，相对于图 ３，新带隙出现在第 ４
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阶和第 ５ 阶色散线之间．３ 个频率区域分别为（０．９２，１．０９），（１．４４，１．９７）和（２．２２，５．０３）．图 ３ 中

第 ２ 个禁带区域和图 ４ 中第 ３ 个禁带区域为宽大带隙，其带隙宽度分别为 ２．２５ 和 ２．８１．宽大禁

带的产生对于星形节点周期蜂窝材料在工程中的应用提供了优势．此外图 ３ 和图 ４ 中出现的

平缓色散曲线，其与星形节点结构的变形有直接的联系．
图 ３ 和图 ４ 最大的区别是，最低阶禁带的出现．在 α ＝ ５０° 时，第 ４ 阶和第 ５ 阶色散曲线在

Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ 区边界点 Ｂ 处相交，形成简并态．而此简并态在 α ＝ ７０° 时被打开，形成频率最低的禁

带．简并态的形成和打开与周期结构的对称性及微结构的变形模式有关．对于 α ＝ ５０° 和 α ＝
７０° 的星形节点周期结构，其对称性并没有发生变化，于是简并态在 Ｂ 处的打开应从单胞的振

动模态方面来分析．

（ａ） α ＝ ５０°， 第 ４ 阶 （ｂ） α ＝ ５０°， 第 ５ 阶

（ａ） α ＝ ５０°， ４ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ （ｂ） α ＝ ５０°， ５ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ

（ｃ） α ＝ ７０°， 第 ４ 阶 （ｄ） α ＝ ７０°， 第 ５ 阶

（ｃ） α ＝ ７０°， ４ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ （ｄ） α ＝ ７０°， ５ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ
图 ５　 当 α ＝ ５０° 和 α ＝ ７０° 时，星形结构单胞在第 ４ 阶和第 ５ 阶在 Ｂ 点处的模态变形图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ４ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ａｎｄ ５ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄａｌ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｔ ｐｏｉｎｔ Ｂ ｆｏｒ ｖａｒｉｏｕｓ
ｌａｔｔｉｃｅ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ α ＝ ５０° ａｎｄ α ＝ ７０°

图 ５ 为 α ＝ ５０° 和 α ＝ ７０° 时，星形节点周期结构单胞在第 ４ 阶和第 ５ 阶在 Ｂ 点处的模态

变形图．图中虚线为原始单胞结构图，实线为模态变形图．从图 ５（ａ）、（ｂ）可以看出，星形节点

单胞在 α ＝ ５０° 时，其变形模式主要以星形节点梁的弯曲变形为主．图 ５（ｃ） 显示，星形节点单

胞在 α ＝ ７０° 时，在 Ｂ处的第 ４阶振动模态的变形特征与 α ＝ ５０° 时相似，都是以星形节点梁的

弯曲变形为主；而在图 ５（ｄ）中，单胞间梁没有变形，星形节点夹角 β 向外扩大，单胞整体以星

形节点旋转共振模态为主．正是由于单胞变形模式的改变，使得色散图图 ４ 中第 ４ 阶和第 ５ 阶

色散曲线在 Ｂ 处的分离，从而使得星形节点周期结构在 α ＝ ７０° 时产出最低频率带隙．

３　 结构参数对带隙的影响

３．１　 带隙随角度 α 变化

图 ６ 为 Ｌｓ ／ Ｌ ＝ １ 时，星形节点周期结构频率禁带位置及宽度随夹角 α 变化趋势图．α 的取

８１８ 弹性波在星形节点周期结构蜂窝材料中的传播特性研究



值范围为［４７°，９０°］．从图中可以看出，最低阶禁带在 α ＝ ６２°时出现， 在 α ＝ ７８°时消失， 并在

α ＝ ７２° 时取最大值．而对第 ２ 和第 ３ 频率禁带， 其带宽和位置在 α ∈ ［６４°， ９０°］ 范围内相对

稳定．相对稳定的带隙分布使得星形节点周期蜂窝材料更具有工程应用价值．

图 ６　 当选取 Ｌｓ ／ Ｌ ＝ １，星形节点周期结构频率 图 ７　 当选取 α ＝ ７０°，星形节点周期结构频率

禁带位置及宽度随夹角 α 变化趋势图 禁带位置及宽度随梁长细比 ｔｓ ／ Ｌ 变化图

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｂａｎｄｇａｐ ｌｏｃａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｗｉｄｔｈｓ ｏｆ Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｂａｎｄｇａｐ ｌｏｃａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｗｉｄｔｈｓ ｏｆ
ｔｈｅ ｌａｔｔｉｃｅ ｖｓ． α ｆｏｒ Ｌｓ ／ Ｌ ＝ １ ｔｈｅ ｌａｔｔｉｃｅ ｖｓ． ｔｓ ／ Ｌ ｆｏｒ α ＝ ７０°

３．２　 带隙随 ｔｓ ／ Ｌ 的变化

图 ７ 为星形节点周期蜂窝材料 α ＝ ７０° 时，频率带隙随梁长细比 ｔｓ ／ Ｌ 变化图．整体而言，相
对于普通正方形蜂窝材料，星形节点周期蜂窝材料在不同单元梁长细比下，均有带隙出现，且
禁带的位置随其增大而上升．在 ｔｓ ／ Ｌ ＜ ０．５时，星形节点梁弯曲刚度非常小，从而易于发生弯曲

共振模态．而随着 ｔｓ ／ Ｌ 的增大，单胞的整体变形模式不再以星形节点梁的弯曲变形为主，其中

星形节点出现以旋转变形为主的共振模态，使得禁带由两个变为 ３ 个．同时 ｔｓ ／ Ｌ 对第 ３ 频率带

隙的大小有非常大的影响，在 ｔｓ ／ Ｌ ＝ １．５ 时有最大值 ３．３１．值得注意的是，第 ２ 频率禁带在 ｔｓ ／ Ｌ
＞ ２ 后变得越来越大．

４　 总　 　 结

本文就星形节点周期蜂窝材料的频率带隙问题进行一般性研究．其色散曲线图表明，星形

节点周期蜂窝材料相对传统的正方形蜂窝材料具有丰富的禁带特性，在低频区域会出现宽而

稳定的频率禁带．同时通过分析第 １ 禁带形成过程，发现星形节点自身的局部旋转共振是此带

隙形成的最主要原因．
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０２８ 弹性波在星形节点周期结构蜂窝材料中的传播特性研究


