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摘要：　 运用广义复变函数方法，通过构造适当的广义保角映射，研究了含有沿准周期方向穿透的

半无限裂纹的一维正方准晶的反平面弹性问题，给出了在部分裂纹面上受均匀面外剪切时应力场

和裂纹尖端应力强度因子的解析解．将此方法进一步推广到半无限裂纹垂直于一维正方准晶的准

周期方向穿透的情形中，得到了相应的平面弹性问题的解析解．当准晶体的对称性增加时，还可以

得出一维四方准晶相应问题的解析解．
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引　 　 言

准晶是近三十多年来被发现和报道的一种新的凝聚态物质． ２０１１ 年，以色列科学家

Ｓｈｅｃｈｔｍａｎ 因发现准晶［１］ 而被瑞典皇家科学院授予诺贝尔化学奖．作为一种新型材料，准晶材

料因其独特的性能，拥有良好的应用前景，自发现以来，关于它各个方面的研究已取得了若干

重要成果［２⁃１１］ ．其中，文献［１１］指出，准晶材料具有较高的脆性，对其内部的缺陷如裂纹、孔洞

和位错等很敏感，因此准晶弹性与缺陷力学吸引了许多学者的关注．由于一维六方准晶的结构

相对简单，其弹性问题中的弹性常数较少，许多研究者将其作为研究的首选对象，取得了丰富

的研究成果［１２⁃１８］ ．文献［１２］运用复变函数方法研究了含直位错的一维六方准晶的弹性问题；
文献［１３］给出了求解一维六方准晶弹性与缺陷力学问题的摄动法；文献［１４］和［１５］运用复变

函数方法和保角映射技术研究了含带有共线不等长双裂纹与带有 ４ 条不等长裂纹的椭圆孔口

的无限大一维六方准晶的弹性与断裂问题；文献［１６］研究了一维六方准晶中的板弯曲问题；
文献［１７⁃１８］考虑了一维六方准晶中裂纹与位错两种缺陷相互作用的问题，给出了裂纹尖端处

的应力强度因子和作用在位错上的力的解析解．
由于一维正方准晶的结构比一维六方准晶更为复杂，从而导致一维正方准晶的弹性与缺

陷问题的研究具有更大的难度，不能再像一维六方准晶那样直接用经典弹性的方法对其求解．
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对于一维正方准晶，文献［１９］运用广义复变函数方法研究了周期平面内的椭圆孔口问题，给
出了各个场变量的解析解，而文献［２０］将半逆解法推广应用到一维正方准晶周期平面内的弹

性问题中，进一步给出了同样问题的各个场变量的显式解析解．文献［２１］运用广义复变函数方

法与广义保角映射技术，研究了一维正方准晶垂直于准周期方向具有不对称裂纹的圆形孔口

的平面弹性问题，得到裂纹尖端处应力强度因子的解析解．然而，关于一维正方准晶中半无限

裂纹的弹性与断裂力学问题解析解的研究尚未见相关报道．
本文运用广义复变函数方法，通过构造适当的广义保角映射研究了一维正方准晶中具有

沿准周期方向穿透的半无限裂纹的反平面弹性问题，得到了应力场和裂纹尖端处应力强度因

子的解析解．此外，将此方法进一步推广到半无限裂纹垂直于一维正方准晶准周期方向穿透的

情形中，得到了相应的平面弹性问题的解析解．当一维正方准晶的对称性增加时，给出了一维

四方准晶中半无限裂纹问题裂尖处应力强度因子的解析解．

１　 带有沿准周期方向穿透的半无限裂纹的

一维正方准晶的反平面弹性问题

１．１　 广义保角映射的构造与广义解析函数的求解

假设在点群 ２ ｍｍ 一维正方准晶中，沿准周期 ｘ３ 方向有 １ 条穿透性的半无限裂纹．考虑在

裂纹面上从裂尖起长度为 ａ的一段上作用沿准周期 ｘ３ 方向的均匀面外剪应力 ｐ，无穷远处不作

用外载荷，且相位子场应力边界条件（即作用于相位子场的广义力） 为 ０ 时周期平面（ｘ１⁃ｘ２ 平

面） 内的反平面弹性问题，如图 １ 所示．记问题的构型所在区域及裂纹面分别为 Ω 和 Ｓ ．问题的

基本方程详见附录．

图 １　 带有沿准周期方向穿透的半无限裂纹的一维正方准晶的周期平面

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｐｌａｎｅ ｏｆ １Ｄ ｏｒｔｈｏｒｈｏｍｂｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｗｉｔｈ ａ ｓｅｍｉ⁃ｉｎｆｉｎｉｔｅ
ｃｒａｃｋ ｐｅｎｅｔｒａｔｉｎｇ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｑｕａｓｉｐｅｒｉｏｄｉｃ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

问题的边界条件为

　 　
ｘ２
１ ＋ ｘ２

２ →＋ ∞： σ２３ ＝ σ３１ ＝ ０， Ｈ３１ ＝ Ｈ３２ ＝ ０，
ｘ２ ＝ ０， － ∞ ＜ ｘ１ ＜ － ａ， ｘ１ ＞ ０： σ２３ ＝ σ３１ ＝ ０， Ｈ３１ ＝ Ｈ３２ ＝ ０，
ｘ２ ＝ ０， － ａ ＜ ｘ１ ＜ ０： σ２３ ＝ － ｐ， σ３１ ＝ ０， Ｈ３１ ＝ Ｈ３２ ＝ ０ ．
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（１）

将式（１）代入到边界条件的复表示式（Ａ９）中可得

　 　 ２Ｒｅ∑
２

ｋ ＝ １
φｋ（ ｚｋ） ＝ ｐ（ ｚｋ ＋ ａ） ｆ０（ ｚｋ）， ２Ｒｅ∑

２

ｋ ＝ １
λｋφｋ（ ｚｋ） ＝ ０， （２）
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其中， ｚｋ ∈ Ｓｋ（ｋ ＝ １，２）（Ｓｋ 是由物理平面内的裂纹面 Ｓ 经仿射变换 ｚｋ ＝ ｘ１ ＋ μｋｘ２ 后得到的边

界）并且

　 　 ｆ０（ ｚｋ） ＝
１，　 　 － ａ ＜ ｚｋ ＜ ０，
０，　 　 － ∞ ＜ ｚｋ ＜ － ａ， ０ ＜ ｚｋ ＜ ＋ ∞ ．{ （３）

由于准晶体在远场不受任何外载荷的作用，于是式（２）中的 φｋ（ ｚｋ） 为准晶材料所在区域

内的广义解析函数，即

　 　 φｋ（ ｚｋ） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ ０

ａ（ｋ）
ｎ

ｚｎｋ
＝ ａ（ｋ）

０ ＋
ａ（ｋ）

１

ｚｋ
＋
ａ（ｋ）

２

ｚ２ｋ
＋ …， 　 　 ｋ ＝ １，２． （４）

为求得 φｋ（ ｚｋ）， 构造如下广义保角映射：

　 　 ｚｋ ＝ ωｋ（ζｋ） ＝ ａ
１ － ζｋ
１ ＋ ζｋ
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２

， 　 　 ｋ ＝ １，２， （５）

则 ｚｋ 平面内的区域 Ωｋ 被映射到 ζｋ 平面内单位圆 γｋ 的内部（Ωｋ 是区域 Ω经过仿射变换 ｚｋ ＝ ｘ１

＋ μｋｘ２ 得到的区域），主要对应点为 ωｋ（１） ＝ ０，ωｋ（ｉ） ＝ － ａ － ０ｉ，ωｋ（ － ｉ） ＝ － ａ ＋ ０ｉ ．
取单位圆 γｋ 上的点 ζｋ ＝ σ ＝ ｅｉθ（０ ≤ θ ≤ ２π），则 Ωｋ（ｋ ＝ １，２） 平面内的 ２ 个点被映射到

单位圆上的 １ 个点．若记Φｋ（ζｋ） ＝ φｋ（ωｋ（ζｋ）） ＝ φｋ（ ｚｋ）， 则经广义保角映射式（５）后，边界条件

式（２）变成如下形式：

　 　 ２Ｒｅ∑
２

ｋ ＝ １
Φｋ（σ） ＝ ｐ［ω（σ） ＋ ａ］ ｆ０（ω（σ））， ２Ｒｅ∑

２

ｋ ＝ １
λｋΦｋ（σ） ＝ ０． （６）

对单位圆 γ内的任意一点 ζ，将式（６） 两边同时乘以 ｄσ ／ ［２πｉ（σ － ζ）］，并沿单位圆周γ积

分（注意：这里当 ｋ ＝ １，２ 时，γ，ζ与 ω（σ） 分别对应于 γｋ，ζｋ 与 ωｋ（σ））， 利用 Ｃａｕｃｈｙ 积分公式

可得

　 　 ∑
２

ｋ ＝ １
Φｋ（ζ） ＝ Ｆ（ζ）， ∑

２

ｋ ＝ １
［λｋΦｋ（ζ）］ ＝ ０， （７）

其中 Ｆ（ζ） 为

　 　 Ｆ（ζ） ＝ ｐ
２πｉ∫γ

ω（σ） ＋ ａ
σ － ζ

ｆ０（ω（σ））ｄσ ＝ ｐ
２πｉ ∫

ｉ

－ｉ

ω（σ） ＋ ａ
σ － ζ

ｄσ ＝

　 　 　 　 ｐａ
πｉ

ｌｎ ζ － ｉ
ζ ＋ ｉ

－ ２ｐａ
πｉ

ζ
（１ ＋ ζ） ２ ｌｎ ζ － ｉ

ｉζ － １
－ ２ｐａ

π
１

１ ＋ ζ
．

注意到当 ｋ ＝ １，２ 时，ζ 分别对应于 ζｋ， 于是由式（７）可得

　 　 Φｋ（ζｋ） ＝ ΛｋＦ（ζｋ）， （８）

其中 Λｋ（ｋ ＝ １，２） 是向量 Λ ＝
Λ１

Λ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ １

λ １ － λ ２

－ λ ２

λ １

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 的 ２ 个分量．

由广义保角映射式（５）可知其逆映射为

　 　 ζ ｋ ＝ ω －１
ｋ （ ｚｋ） ＝

ａ － ｚｋ
ａ ＋ ｚｋ

． （９）

将式（９）代入到式（８）中即可求得广义解析函数 φ ｋ（ ｚｋ） 为

　 　 φ ｋ（ ｚｋ） ＝ Λｋｇ（ ｚｋ）， （１０）
其中

　 　 ｇ（ ｚｋ） ＝ Ｆ（ω －１
ｋ （ ｚｋ）） ＝

７４９一维正方准晶中半无限裂纹问题的解析解



　 　 　 　 ｐａ
πｉ

ｌｎ
（ ｚｋ － ａ ） ＋ ｉ（ ｚｋ ＋ ａ ）

（ ｚｋ － ａ ） － ｉ（ ｚｋ ＋ ａ ）
－

　 　 　 　 ｐ
２πｉ

（ ｚｋ － ａ）ｌｎ
（ ｚｋ ＋ ａ ） ＋ ｉ（ ｚｋ － ａ ）

（ ｚｋ － ａ ） ＋ ｉ（ ｚｋ ＋ ａ ）
－ ｐ ａ

π
（ ｚｋ ＋ ａ ） ．

１．２　 应力场

将广义解析函数式（１０）代入到应力场的复表示式（Ａ８）中，经简单的计算即可得到声子场

与相位子场应力分量的解析表达式为

　 　
σ ３１ ＝ ２Ｒｅ∑

２

ｋ ＝ １
μ ｋΛｋｇ′（ ｚｋ）， σ ２３ ＝ － ２Ｒｅ∑

２

ｋ ＝ １
Λｋｇ′（ ｚｋ），

Ｈ３１ ＝ ２Ｒｅ∑
２

ｋ ＝ １
μ ｋλ ｋΛｋｇ′（ ｚｋ）， Ｈ３２ ＝ － ２Ｒｅ∑

２

ｋ ＝ １
λ ｋΛｋｇ′（ ｚｋ），
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（１１）

其中

　 　 ｇ′（ ｚｋ） ＝ － ｐ
π

ａ
ｚｋ

－ ａｒｃｔａｎ ａ
ｚｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｋ ＝ １，２．

通过应力场的解析解式（１１）可以看出，此时声子场和相位子场的各应力分量不仅与外载

荷、裂纹面上的受载长度及材料的几何构型有关，还与准晶材料的各个材料常数有关．
１．３　 应力强度因子

裂纹尖端的应力强度因子是分析材料断裂行为和特性的重要参量，由于这里所讨论的裂

纹是沿着坐标轴的直裂纹，因此可利用应力强度因子的原始定义式来定义裂尖处的应力强度

因子，根据文献［２２⁃２３］，定义裂纹尖端点（０，０）处的声子场Ⅲ型应力强度因子如下：
　 　 ＫⅢ ＝ ２π ｌｉｍ

ｘ１→０ ＋
ｘ１ － ０σ ２３ ． （１２）

将式（１１）代入式（１２）经适当的计算可算得裂纹尖端处的声子场Ⅲ型应力强度因子为

　 　 ＫⅢ ＝ ｐ ８ａ
π

． （１３）

上述结果与文献［２２］中所给出的半无限裂纹反平面弹性问题的应力强度因子完全一致，
这表明此问题中的声子场Ⅲ型应力强度因子与经典线弹性与断裂力学中的结论是相同的，即
声子场Ⅲ型应力强度因子 ＫⅢ 只与外载荷、材料的几何构型及裂纹面上的受载长度有关，而与

该准晶材料的材料常数无关．

２　 带有垂直于准周期方向穿透的半无限裂纹的

一维正方准晶的平面弹性问题

在点群 ２ ｍｍ 一维正方准晶中，有 １ 条沿其周期方向（假设沿 ｘ１ 轴方向） 穿透的半无限裂

纹．考虑在裂纹面上从裂尖起长度为 ａ 的一段上作用沿准周期 ｘ３ 方向的均匀面内拉伸 ｐ，无穷

远处不作用外载荷，且相位子场应力边界条件（即作用于相位子场的广义力） 为 ０ 时非周期平面

（ｘ２⁃ｘ３ 平面） 内的平面弹性问题，如图 ２ 所示．记问题的构型所在区域及裂纹面分别为 Ω 和 Ｓ ．
这里为求得式（Ａ１２）与式（Ａ１３）中的广义解析函数 φ ｋ（ ｚｋ）， 构造与广义保角映射式（５）

形式上完全相同的广义保角映射

　 　 ｚｋ ＝ ω ｋ（ζ ｋ） ＝ ａ
１ － ζ ｋ

１ ＋ ζ ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

，　 　 ｋ ＝ １，２，３， （１４）
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则 ｚｋ 平面内的区域 Ωｋ 被映射到 ζ ｋ 平面内单位圆 γ ｋ 的内部（Ωｋ 是区域 Ω经过仿射变换 ｚｋ ＝ ｘ２

＋ μ ｋｘ３ 后得到的区域），主要对应点为 ω ｋ（１） ＝ ０，ω ｋ（ｉ） ＝ － ａ － ０ｉ，ω ｋ（ － ｉ） ＝ － ａ ＋ ０ｉ ．

图 ２　 带有垂直于准周期方向穿透的半无限裂纹的一维正方准晶的非周期平面

Ｆｉｇ． ２　 Ａ ｎｏｎ⁃ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｐｌａｎｅ ｏｆ １Ｄ ｏｒｔｈｏｒｈｏｍｂｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｗｉｔｈ ａ ｓｅｍｉ⁃ｉｎｆｉｎｉｔｅ
ｃｒａｃｋ ｐｅｎｅｔｒａｔｉｎｇ ｐｅｒｐｅｎｄｉｃｕｌａｒ ｔｏ ｔｈｅ ｑｕａｓｉｐｅｒｉｏｄｉｃ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

基于上述广义保角映射，完全类似于 １．１ 小节中的讨论过程，将边界条件代入边界条件的

复表示式（Ａ１３），并经过一系列的运算后可得

　 　 φ ｋ（ ｚｋ） ＝ Λｋｇ（ ｚｋ），　 　 ｋ ＝ １，２，３， （１５）
其中 ｇ（ ｚｋ） 与 １．１ 小节中得出的式（１０） 中的 ｇ（ ｚｋ） 在形式上相同（因这里广义保角映射式

（１４） 的形式与 １．１ 小节中的广义保角映射式（５） 相同），Λｋ（ｋ ＝ １，２，３） 为向量

　 　 Λ ＝
Λ１

Λ２

Λ３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＝ １

Δ

μ ２η ３ － μ ３η ２

μ ３η １ － μ １η ３

μ １η ２ － μ ２η １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

的 ３ 个分量，其中 Δ ＝ μ １（η ２ － η ３） ＋ μ ２（η ３ － η １） ＋ μ ３（η １ － η ２） ．
将式（１５）代入式（Ａ１２）中即可得到应力场的解析解为

　 　

σ ２２ ＝ ２Ｒｅ∑
３

ｋ ＝ １
μ ２

ｋΛｋｇ′（ ｚｋ）， σ ３３ ＝ ２Ｒｅ∑
３

ｋ ＝ １
Λｋｇ′（ ｚｋ），

σ ２３ ＝ － ２Ｒｅ∑
３

ｋ ＝ １
μ ｋΛｋｇ′（ ｚｋ），

Ｈ３２ ＝ ２Ｒｅ∑
３

ｋ ＝ １
η ｋμ ｋΛｋｇ′（ ｚｋ）， Ｈ３３ ＝ － ２Ｒｅ∑

３

ｋ ＝ １
η ｋΛｋｇ′（ ｚｋ），

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（１６）

其中

　 　 ｇ′（ ｚｋ） ＝ － ｐ
π

ａ
ｚｋ

－ ａｒｃｔａｎ ａ
ｚｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｋ ＝ １，２，３．

根据文献［２２⁃２３］，可定义裂纹尖端点（０，０）处的声子场Ⅰ型、Ⅱ型应力强度因子如下：

　 　 ＫⅠ ＝ ２π ｌｉｍ
ｘ２→０ ＋

ｘ２ － ０σ ３３， ＫⅡ ＝ ２π ｌｉｍ
ｘ２→０ ＋

ｘ２ － ０σ ２３ ． （１７）

将式（１６）代入式（１７）经适当的计算可算得裂尖点（０，０）处声子场Ⅰ型、Ⅱ型应力强度因

子为

　 　 ＫⅠ ＝ ｐ ８ａ
π

， ＫⅡ ＝ ０． （１８）

９４９一维正方准晶中半无限裂纹问题的解析解



从式（１６）中可以看出，此问题的声子场和相位子场应力分量不仅与外载荷、裂纹面上的

受载长度及材料的几何构型有关，还与准晶材料的各个材料常数有关，这与前面在裂纹沿一维

正方准晶的准周期方向穿透时的反平面问题中所得的结论相同．由式（１８）可知，此问题中声子

场Ⅰ型应力强度因子与经典弹性理论中半无限裂纹平面弹性问题的Ⅰ型应力强度因子［２２］ 完

全相同，即只与外载荷、材料的几何构型及裂纹面上的受载长度有关，而与该准晶材料的材料

常数无关．

３　 一维四方准晶中半无限裂纹问题的解析解

相比于一维正方准晶，一维四方准晶的对称性增加，弹性常数减少．以属于 Ｌａｕｅ 类 ６ 的点

群 ４ ｍｍ 一维四方准晶为例，在点群 ２ ｍｍ 一维正方准晶的基础上，还有下式成立［９⁃１０］：
　 　 Ｃ１１ ＝ Ｃ２２， Ｃ１３ ＝ Ｃ２３， Ｃ４４ ＝ Ｃ５５， Ｋ１ ＝ Ｋ２， Ｒ１ ＝ Ｒ２， Ｒ５ ＝ Ｒ６ ．
将上述关系式代入附录中的控制方程（Ａ６）与（Ａ１０）中，即可得到点群 ４ ｍｍ 一维四方准

晶对应弹性与缺陷问题的控制方程．对于点群 ４ ｍｍ 一维四方准晶中半无限裂纹问题，可以沿

用前两节中求解点群 ２ ｍｍ 一维正方准晶的相应问题的方法，给出其应力场的解析解（计算方

法及应力场的解析解形式与前两节类似，不再具体列出）．进一步还可以得到同样的边界条件

下裂纹尖端处的声子场Ⅰ型、Ⅱ型及Ⅲ型应力强度因子同样为

　 　 ＫⅠ ＝ ｐ ８ａ
π

， ＫⅡ ＝ ０， ＫⅢ ＝ ｐ ８ａ
π

． （１９）

此结果表明，点群 ４ ｍｍ 一维四方准晶中半无限裂纹问题裂尖处的声子场应力强度因子

与点群 ２ ｍｍ 一维正方准晶的同样问题的结果完全相同，且都与经典线弹性和断裂力学中所

给出的结果一致，即两类准晶材料相应缺陷问题的声子场应力强度因子的大小都只与外载荷、
材料的几何构型及裂纹面上的受载长度有关，而与它们的材料常数无关．

４　 结　 　 论

本文运用广义复变函数方法和保角映射技术，通过构造适当的广义保角映射，分别研究了

点群 ２ ｍｍ 一维正方准晶周期平面内半无限裂纹反平面弹性问题和非周期平面内半无限裂纹

平面弹性问题，得到了应力场关于外载荷、材料常数、裂纹面上的受载长度及材料几何构型的

定量的解析表达式，即应力场的解析解．在此基础上给出了裂纹尖端处声子场Ⅰ型、Ⅱ型及Ⅲ
型应力强度因子的解析解．当准晶的对称性增加时，进一步讨论了点群 ４ ｍｍ 一维四方准晶的

相应问题，给出了裂纹尖端处声子场应力强度因子的解析解．结果表明，点群 ４ ｍｍ 一维四方准

晶与点群 ２ ｍｍ 一维正方准晶裂尖处的声子场应力强度因子完全相同，且都与经典线弹性和

断裂力学中半无限裂纹问题的结果一致，即声子场应力强度因子的大小只与外载荷、材料的几

何构型及裂纹面上的受载长度有关，与相应的准晶材料的材料常数无关．上述结论对于定量地

理解半无限裂纹对一维正方准晶力学性能的影响具有一定的意义．
本文所讨论的问题，进一步丰富了一维正方准晶系缺陷问题的内容，为一维正方准晶的应

用和设计提供了一定的理论基础．

附　 　 录

取点群 ２ ｍｍ 一维正方准晶的准周期方向为 ｘ３，垂直于准周期方向的平面为坐标平面 ｘ１ ⁃ｘ２，建立空间直

角坐标系．引入如下记号：用 ｕｉ 与 ｖ 分别表示声子场与相位子场的位移分量，ε ｉｊ 与 ω３ｊ 分别表示声子场与相位

０５９ 高　 　 健　 　 　 刘　 　 官　 　 厅



子场的应变分量，σ ｉｊ 与 Ｈ３ｊ 别表示声子场与相位子场应力分量，其中 ｉ， ｊ ＝ １，２，３．
以下分别给出当点群 ２ ｍｍ 一维正方准晶中的缺陷沿准周期方向与垂直于准周期方向穿透时，其线弹性

问题的基本方程．
１　 缺陷沿准周期方向穿透时

根据文献［９］，当缺陷沿点群 ２ ｍｍ 一维正方准晶的准周期方向 ｘ３ 穿透时（如沿准周期方向穿透的无限

长直位错，穿透性裂纹或孔口等），材料的几何性质将不随准周期方向改变，即
　 　 ∂３ｕｉ ＝ ０， ∂３ｖ ＝ ０， ∂３σ ｉｊ ＝ ０， ∂３Ｈ３ｊ ＝ ０， （Ａ１）

其中 ∂ｊ 表示 ∂ ／ ∂ｘ ｊ（ ｊ ＝ １，２，３）（下同），此时所有场变量仅依赖于坐标变量 ｘ１ 和 ｘ２ ．
由文献［９］，将式（Ａ１）分别代入广义 Ｈｏｏｋｅ 定律、几何方程和弹性平衡方程中，可以得出如下两个相互分

离的问题：
问题Ⅰ
　 　 σ１１ ＝ Ｃ１１ε１１ ＋ Ｃ１２ε２２， σ２２ ＝ Ｃ１２ε１１ ＋ Ｃ２２ε２２， σ３３ ＝ Ｃ１３ε１１ ＋ Ｃ２３ε２２，

　 　 σ１２ ＝ σ２１ ＝ ２Ｃ６６ε１２， Ｈ３３ ＝ Ｒ１ε１１ ＋ Ｒ２ε２２， ε ｉｊ ＝ １
２
（∂ｉｕｊ ＋ ∂ｊｕｉ），　 　 ｉ， ｊ ＝ １，２，

　 　 ∂１σ１１ ＋ ∂２σ１２ ＝ ０， ∂１σ２１ ＋ ∂２σ２２ ＝ ０，
其中 Ｃｉｊ 表示声子场的独立弹性常数，Ｒｉ 表示声子场与相位子场的耦合弹性常数，该问题类似于一维正方准晶

的平面弹性问题，只是多了一个相位子场的物理方程，可以用经典线弹性理论中的相关方法求解．
问题Ⅱ
　 　 σ３２ ＝ σ２３ ＝ ２Ｃ４４ε２３ ＋ Ｒ５ω３２， σ３１ ＝ σ１３ ＝ ２Ｃ５５ε３１ ＋ Ｒ６ω３１， （Ａ２）
　 　 Ｈ３１ ＝ ２Ｒ６ε３１ ＋ Ｋ１ω３１， Ｈ３２ ＝ ２Ｒ５ε３２ ＋ Ｋ２ω３２， （Ａ３）

　 　 ε３ｊ ＝ ε ｊ３ ＝ １
２

∂ｊｕ３， ω３ｊ ＝ ∂ｊｖ，　 　 ｉ， ｊ ＝ １，２， （Ａ４）

　 　 ∂１σ３１ ＋ ∂２σ３２ ＝ ０， ∂１Ｈ３１ ＋ ∂２Ｈ３２ ＝ ０， （Ａ５）
其中 Ｃｉｊ 与 Ｋｉ 分别表示声子场与相位子场的独立弹性常数，Ｒｉ 表示声子场与相位子场的耦合弹性常数，这是

一个声子场与相位子场耦合的反平面问题．
当含有沿准周期方向穿透的缺陷的点群 ２ ｍｍ 一维正方准晶受到沿准周期方向的剪应力作用时，在垂直

于准周期方向的平面（周期平面）内为声子场与相位子场耦合的反平面问题，即此时只需考虑问题Ⅱ．由文献

［１９］，通过引入适当的应力势函数，并将方程（Ａ２） ～ （Ａ５）经过一系列的推导可得问题的最终控制方程为

　 　 （Ｌ１Ｌ３ ＋ ２Ｌ２
２）Ｕ ＝ ０， （Ａ６）

其中

　 　 Ｌ１ ＝ ａ１∂２
２ ＋ ａ３∂２

１， Ｌ２ ＝ ａ２∂２
２ ＋ ａ４∂２

１， Ｌ３ ＝ ａ５∂２
２ ＋ ａ６∂２

１，

　 　 ａ１ ＝
Ｋ１

２Ｃ５５Ｋ１ － ２Ｒ２
６

， ａ２ ＝
Ｒ６

２Ｃ５５Ｋ１ － ２Ｒ２
６

， ａ３ ＝
Ｋ２

２Ｃ４４Ｋ２ － ２Ｒ２
５

，

　 　 ａ４ ＝
Ｒ５

２Ｃ４４Ｋ２ － ２Ｒ２
５

， ａ５ ＝
Ｃ５５

Ｒ２
６ － Ｃ５５Ｋ１

， ａ６ ＝
Ｃ４４

Ｒ２
５ － Ｃ４４Ｋ２

，

Ｕ（ｘ１，ｘ２） 为引入的应力势函数且满足

　 　 σ３１ ＝ ∂２Ｕ， σ２３ ＝ － ∂１Ｕ ．
由文献［２４］可知，方程（Ａ６）的解可用 ２ 个广义解析函数 φ ｋ（ ｚｋ）（ｋ ＝ １，２） 表示为

　 　 Ｕ（ｘ１，ｘ２） ＝ ２Ｒｅ∑
２

ｋ ＝ １
φ ｋ（ ｚｋ）， ｚｋ ＝ ｘ１ ＋ μ ｋｘ２， （Ａ７）

其中，Ｒｅ 表示取相应复变量的实部， μ ｋ ＝ α ｋ ＋ ｉβ ｋ（ｋ ＝ １，２） 为方程（Ａ６） 的特征方程的特征根，α ｋ 和 β ｋ 是依

赖于点群 ２ ｍｍ 一维正方准晶的各弹性常数的实常数．如果特征根出现重根，上述方程还可以进一步简化．
各应力分量及边界条件关于广义解析函数 φ ｋ（ ｚｋ）（ｋ ＝ １，２） 的表达式分别为［１９］

１５９一维正方准晶中半无限裂纹问题的解析解



　 　
σ３１ ＝ ２Ｒｅ∑

２

ｋ ＝ １
μ ｋφ′ｋ（ ｚｋ）， σ２３ ＝ － ２Ｒｅ∑

２

ｋ ＝ １
φ′ｋ（ ｚｋ），

Ｈ３１ ＝ ２Ｒｅ∑
２

ｋ ＝ １
λ ｋμ ｋφ′ｋ（ ｚｋ）， Ｈ３２ ＝ － ２Ｒｅ∑

２

ｋ ＝ １
λ ｋφ′ｋ（ ｚｋ），

ì

î

í

ïï

ïï

（Ａ８）

　 　 ２Ｒｅ∑
２

ｋ ＝ １
φ ｋ（ ｚｋ） ＝ － ∫

ｓ
Ｔｐｄｓ， ２Ｒｅ∑

２

ｋ ＝ １
λ ｋφ ｋ（ ｚｋ） ＝ － ∫

ｓ
Ｔｈｄｓ， （Ａ９）

其中

　 　 λ ｋ ＝
ａ２μ２

ｋ ＋ ａ４

ａ１μ２
ｋ ＋ ａ３

　 　 （ｋ ＝ １，２），

且 Ｔｐ 表示作用于声子场边界上的面力，Ｔｈ 表示作用于相位子场空间的广义力，ｓ为边界曲线的积分路径，ｄｓ为
弧微分．
２　 缺陷垂直于准周期方向穿透时

当点群 ２ ｍｍ 一维正方准晶中的缺陷垂直于其准周期 ｘ３ 方向穿透，如缺陷沿周期方向 ｘ１ 穿透时，所有场

变量仅依赖于坐标变量 ｘ２ 和 ｘ３ ．由文献［２１］ 可知，此时在垂直于周期方向 ｘ１ 的平面（非周期平面）内为声子场

与相位子场耦合的平面弹性问题．由点群 ２ ｍｍ 一维正方准晶线弹性问题的基本方程经过一系列的推导可得

问题的最终控制方程为［２１］

　 　 （Ｌ１Ｌ３ ＋ Ｌ２
２）Ｕ ＝ ０， （Ａ１０）

其中

　 　 Ｌ１ ＝ ａ４∂４
２ ＋ ａ１∂４

３ ＋ （２ａ２ ＋ ａ６）∂２
２∂２

３， Ｌ２ ＝ ａ５∂３
２ ＋ （ａ３ ＋ ａ７）∂２∂２

３， Ｌ３ ＝ ａ９∂２
２ ＋ ａ８∂２

３，

　 　 ａ１ ＝
Ｃ３３Ｋ３ － Ｒ２

３

Δ１
， ａ２ ＝

Ｒ２Ｒ３ － Ｃ２３Ｋ３

Δ１
， ａ３ ＝

Ｃ２３Ｒ３ － Ｃ３３Ｒ２

Δ１
， ａ４ ＝

Ｃ２２Ｋ３ － Ｒ２
２

Δ１
，

　 　 ａ５ ＝
Ｃ２３Ｒ２ － Ｃ２２Ｒ３

Δ１
， ａ６ ＝

Ｋ２

Δ２
， ａ７ ＝ －

Ｒ５

Δ２
， ａ８ ＝

Ｃ４４

Δ２
， ａ９ ＝

Ｃ２２Ｃ３３ － Ｃ２
２３

Δ１
，

　 　 Δ１ ＝ Ｃ２２Ｃ３３Ｋ３ ＋ ２Ｃ２３Ｒ２Ｒ３ － Ｃ２２Ｒ２
３ － Ｃ３３Ｒ２

２ － Ｃ２
２３Ｋ３， Δ２ ＝ Ｃ４４Ｋ２ － Ｒ２

５，
Ｕ（ｘ２，ｘ３） 为引入的应力势函数，且满足

　 　 σ２２ ＝ ∂２
３Ｕ， σ３３ ＝ ∂２

２Ｕ， σ２３ ＝ － ∂２∂３Ｕ ．
由文献［２４］可知，方程（Ａ１０）的解可用 ３ 个广义解析函数 Ｕｋ（ ｚｋ）（ｋ ＝ １，２，３） 表示为

　 　 Ｕ（ｘ２，ｘ３） ＝ ２Ｒｅ∑
３

ｋ ＝ １
Ｕｋ（ ｚｋ）， ｚｋ ＝ ｘ２ ＋ μ ｋｘ３， （Ａ１１）

其中，Ｒｅ 表示取相应复变量的实部， μ ｋ ＝ α ｋ ＋ ｉβ ｋ（ｋ ＝ １，２，３） 为方程（Ａ１０）的特征方程的特征根， α ｋ 和 β ｋ 是

依赖于点群 ２ ｍｍ 一维正方准晶的各弹性常数的实常数．如果特征根出现重根，上述方程还可以进一步简化．
此时，各应力分量及边界条件关于广义解析函数的表达式为［２１］

　 　
σ２２ ＝ ２Ｒｅ∑

３

ｋ ＝ １
μ２

ｋφ′ｋ（ ｚｋ）， σ３３ ＝ ２Ｒｅ∑
３

ｋ ＝ １
φ′ｋ（ ｚｋ）， σ２３ ＝ － ２Ｒｅ∑

３

ｋ ＝ １
μ ｋφ′ｋ（ ｚｋ），

Ｈ３２ ＝ ２Ｒｅ∑
３

ｋ ＝ １
η ｋμ ｋφ′ｋ（ ｚｋ）， Ｈ３３ ＝ － ２Ｒｅ∑

３

ｋ ＝ １
η ｋφ′ｋ（ ｚｋ），

ì

î

í

ïï

ïï

（Ａ１２）

　 　

２Ｒｅ∑
３

ｋ ＝ １
φ ｋ（ ｚｋ） ＝ － ∫

ｓ
Ｔ３ｄｓ，

２Ｒｅ∑
３

ｋ ＝ １
μ ｋφ ｋ（ ｚｋ） ＝ ∫

ｓ
Ｔ２ｄｓ，

２Ｒｅ∑
３

ｋ ＝ １
η ｋφ ｋ（ ｚｋ） ＝ － ∫

ｓ
Ｔｈｄｓ，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（Ａ１３）

其中

　 　 φ ｋ（ ｚｋ） ＝ Ｕ′ｋ（ ｚｋ） ＝
ｄＵｋ

ｄｚｋ
， η ｋ ＝ －

（ａ３ ＋ ａ７）μ２
ｋ ＋ ａ５

ａ８μ２
ｋ ＋ ａ９

　 　 （ｋ ＝ １，２，３），

２５９ 高　 　 健　 　 　 刘　 　 官　 　 厅



且 Ｔ２ 和 Ｔ３ 表示作用于声子场边界上的面力，Ｔｈ 表示作用于相位子场空间的广义力，ｓ 为边界曲线的积分路

径，ｄｓ 为弧微分．
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３５９一维正方准晶中半无限裂纹问题的解析解
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３８⁃４３．（ＬＩＵ Ｇｕａｎ⁃ｔｉｎｇ， ＦＥＮＧ Ｚｈｏｎｇ⁃ｈｕａ． Ｈａｌｆ⁃ｉｎｖｅｒｓｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ａｎｔｉ⁃ｐｌａｎｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ
ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｏｒｔｈｏｒｈｏｍｂｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ ｗｉｔｈ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｈｏｌｅ［ Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，
２０１３， ３０（２）： ３８⁃４３．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２１］　 刘莹， 刘官厅． 一维正方准晶垂直于准周期方向具有不对称共线裂纹的圆形孔口问题［Ｊ］ ． 数学

的实践与认识， ２０１２， ４２（４）： １２４⁃１３２．（ＬＩＵ Ｙｉｎｇ， ＬＩＵ Ｇｕａｎ⁃ｔｉｎｇ． Ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ａ ｃｉｒｃｕｌａｒ
ｈｏｌｅ ｗｉｔｈ ａｓｙｍｍｅｔｒｙ ｃｏｌｌｉｎｅａｒ ｃｒａｃｋｓ ｐｅｒｐｅｎｄｉｃｕｌａｒ ｔｏ ｑｕａｓｉ⁃ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｉｎ ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎ⁃
ｓｉｏｎａｌ ｏｒｔｈｏｒｈｏｍｂｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ［ Ｊ］ ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ｉｎ Ｐｒａｃｔｉｃｅ ａｎｄ Ｔｈｅｏｒｙ， ２０１２， ４２（４）：
１２４⁃１３２．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２２］　 范天佑． 断裂理论基础［Ｍ］ ． 北京： 科学出版社， ２００３．（ＦＡＮ Ｔｉａｎ⁃ｙｏｕ． Ｆｒａｃｔｕｒｅ Ｔｈｅｏｒｙ Ｂａｓｉｓ
［Ｍ］ ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｐｒｅｓｓ， ２００３．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２３］　 ＧＡＯ Ｃｕｎ⁃ｆａ， ＦＡＮ Ｗｅｉ⁃ｘｕｎ． Ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｌａｎｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｎ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌｓ
ｗｉｔｈ ａｎ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｏｒ ａ ｃｒａｃｋ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， １９９９， ３６（１７）：
２５２７⁃２５４０．

［２４］　 Ｓｏｓａ Ｈ Ａ． Ｐｌａｎｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｍｅｄｉａ ｗｉｔｈ ｄｅｆｅｃｔｓ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， １９９１， ２８（４）： ４９１⁃５０５．

４５９ 高　 　 健　 　 　 刘　 　 官　 　 厅



Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ Ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ １Ｄ Ｏｒｔｈｏｒｈｏｍｂｉｃ
Ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ Ｗｉｔｈ Ｓｅｍｉ⁃Ｉｎｆｉｎｉｔｅ Ｃｒａｃｋ

ＧＡＯ Ｊｉａｎ１，　 ＬＩＵ Ｇｕａｎ⁃ｔｉｎｇ２

（１． Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， Ｉｎｎｅｒ Ｍｏｎｇｏｌｉａ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌｉｔｉｅｓ，
Ｔｏｎｇｌｉａｏ， Ｉｎｎｅｒ Ｍｏｎｇｏｌｉａ ０２８０４３， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

２． Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ， Ｉｎｎｅｒ Ｍｏｎｇｏｌｉａ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，
Ｈｏｈｈｏｔ ０１００２２， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅ ａｎｔｉ⁃ｐｌａｎｅ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｔｈｅ １Ｄ ｏｒｔｈｏｒｈｏｍｂｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｗｉｔｈ ａ ｓｅｍｉ⁃ｉｎ⁃
ｆｉｎｉｔｅ ｃｒａｃｋ ｐｅｎｅｔｒａｔｉｎｇ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｑｕａｓｉｐｅｒｉｏｄｉｃ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｗａｓ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ
ｏｆ ａ ｎｅｗ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｃｏｎｆｏｒｍａｌ ｍａｐｐｉｎｇ ａｎｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｃｏｍｐｌｅｘ ｖａｒｉａｂｌｅ ｍｅｔｈｏｄ． Ｔｈｅ
ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｆｉｅｌｄｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｕ⁃
ｎｉｆｏｒｍ ｏｕｔ⁃ｏｆ⁃ｐｌａｎｅ ｓｈｅａｒ ｌｏａｄ ｏｎ ｔｈｅ ｐａｒｔｉａｌ ｃｒａｃｋ ｓｕｒｆａｃｅ ｗｅｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ． Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎ， ｔｈｉｓ
ｍｅｔｈｏｄ ｗａｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ｐｌａｎｅ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｔｈｅ １Ｄ ｏｒｔｈｏｒｈｏｍｂｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ
ｗｉｔｈ ａ ｓｅｍｉ⁃ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｃｒａｃｋ ｐｅｎｅｔｒａｔｉｎｇ ｐｅｒｐｅｎｄｉｃｕｌａｒ ｔｏ ｔｈｅ ｑｕａｓｉｐｅｒｉｏｄｉｃ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ａｎａ⁃
ｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｄｅｒｉｖｅｄ． Ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｏｆ ｈｉｇｈｅｒ ｓｙｍｍｅｔｒｙ， ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｔｈｅ １Ｄ ｔｅｔｒａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｗｅｒｅ ａｌｓｏ ｏｂｔａｉｎｅｄ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： １Ｄ ｏｒｔｈｏｒｈｏｍｂｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ； ｓｅｍｉ⁃ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｃｒａｃｋ； ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｃｏｎｆｏｒｍａｌ ｍａｐ⁃
ｐｉｎｇ； ｓｔｒｅｓｓ ｆｉｅｌｄ； ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１１２６２０１７）

５５９一维正方准晶中半无限裂纹问题的解析解


