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摘要：　 近 ２０ 年来，浅水波模型 Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ（ＣＨ）方程受到诸多研究者关注．在之前的工作中，通
过 Ｈｉｒｏｔａ 双线性方法得到了 ＣＨ 方程的单周期解．基于此，该文将对 Ｎ ＝ ２ 时 ＣＨ 方程的拟周期解

及其渐近行为进行研究．首先，回顾了坐标变换，扩展的双线性形式和 Ｒｉｅｍａｎｎ（黎曼） θ⁃ 函数等内

容，并在此基础上利用 Ｈｉｒｏｔａ 双线性方法构造了在 Ｎ ＝ ２ 时 ＣＨ 方程含有多个参数的拟周期解，并
且该拟周期解是由 Ｒｉｅｍａｎｎ θ⁃ 函数表示的．其次，发现了该拟周期解渐近行为的一个特点，即 ＣＨ
方程的此拟周期解可以退化为其 ２ 孤子解．
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引　 　 言

１９８１ 年，Ｆｕｃｈｓｓｔｅｉｎｅｒ 和 Ｆｏｋａｓ［１］ 在研究遗传算子时最早提出了 Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ（ＣＨ） 方

程［２⁃４］：
　 　 ｕｔ ＋ ２ｋ２ｕｘ － ｕｘｘｔ ＋ ３ｕｕｘ ＝ ２ｕｘｕｘｘ ＋ ｕｕｘｘｘ， （１）

其中， ｕ ＝ ｕ（ｘ，ｔ），ｕｔ ＝ ∂ｕ ／ ∂ｔ，ｕｘ ＝ ∂ｕ ／ ∂ｘ 等，之后被 Ｃａｍａｓｓａ 和 Ｈｏｌｍ 从浅水波模型中推导出来

并由 Ｊｏｈｎｓｏｎ 和 Ｃｏｎｓｔａｎｔｉｎ 等获得其孤立尖波解［５⁃６］，引起了广泛注意．
ＣＨ 方程有两个重要特征：１） 对任意参数 ｋ 都完全可积，因此 ＣＨ 方程被看做 Ｂｅｎｊａｍｉｎ⁃

Ｂｏｎａ⁃Ｍａｈｏｎｙ（ＢＢＭ）方程的可积性扩展，而在文献［７］中已经证明 ＢＢＭ 方程是不可积的；２）
ＣＨ 方程容许尖波解等不光滑解的存在，且其非线性作用的表现方式与传统孤子方程不同．

解析解在非线性问题的研究中起到了很大的作用，它使得对数值解法的证明变得更加容

易，在对解进行稳定性分析的过程中也能起到一定作用．近些年来，越来越多的人致力于求非

线性方程的解，如周期解、尖波解、有理解、孤子解等．有很多方法被用来构造非线性方程的显
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式精确解，这些非线性方程也包括 ＣＨ 方程．Ｓｃｈｉｆｆ［８］通过 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换获得了 Ｎ ＝ １ 时的孤波

以及不完全的 ２ 孤子解的显式表达式．Ｊｏｈｎｓｏｎ［５］对 Ｃｏｎｓｔａｎｔｉｎ［９］所用的反散射方法进行了推广

并且获得了直到 Ｎ ＝ ３ 时 ＣＨ 方程的解析 Ｎ⁃孤子解．Ｐａｒｋｅｒ［１０⁃１２］证实了通过一个互反变换可以

将 ＣＨ 方程映射为 ＡＫＮＳ⁃ＳＷＷ 方程，对其进行适当的变量变换将得到 ＣＨ 方程的双线性形

式，构造了其多孤子解并分析了其动力学行为．
拟周期解也被称为代数几何解．在 ２０ 世纪 ７０ 年代，Ｎｏｖｉｋｏｖ，Ｄｕｂｒｏｖｉｎ，Ｍｃｋｅａｎ，Ｌａｘ，Ｉｔｓ，

Ｍａｔｖｅｅｖ 及其合作者提出了反谱理论和代数几何方法，并获得了 ＫｄＶ 方程的拟周期解．拟周期

解用来描述不同模态间的非线性作用，它的主要物理特征（如相互作用模式的波数、相速度、
波幅等）都被定义在一个紧 Ｒｉｅｍａｎｎ 面上［１３⁃２３］ ．ＣＨ 方程的代数几何解在文献［２４⁃２７］中也有研

究．Ｋａｌｌａ 和 Ｋｌｅｉｎ 使用基于 Ｆａｙ 等式的方法，构造了 ＣＨ 方程的多维 θ⁃ 函数解［２８］ ．Ｋｌｅｉｎ 等利用

相关曲面［２９］上的同伦基和配点法［３０］，对 ＣＨ 方程的拟周期解进行了数值可视化．在 ２０ 世纪 ８０
年代，Ｎａｋａｍｕｒａ［３１］提出了一种构造非线性方程的显式拟周期解方法，类似于 Ｆｒａｕｅｎｄｉｅｎｅｒ 和

Ｋｌｅｉｎ［３２］以及 Ｂｏｂｅｎｋｏ 和 Ｋｌｅｉｎ［２９］把无穷级数截断的计算函数值．Ｆａｎ 等研究了 Ｂｏｇｏｙａｖｌｅｎｓｋｉｉ
（２＋１）维爆破孤子方程并研究了解的渐近行为［１３］ ．相比于其它方法，Ｎａｋａｍｕｒａ［３１］ 的方法有很

多优点，它不仅可以方便地获得非线性方程的拟周期解，也可以直接给出频率、波数和振幅间

的关系．
在我们之前的工作中，已经给出了 ＣＨ 方程的扩展双线性形式．相比 Ｐａｒｋｅｒ 发现的孤子

解，此双线性形式包含的参数达到 ４ 个之多．并且，根据 Ｎａｋａｍｕｒａ 的工作，构造了 ＣＨ 方程的含

有参数形式的单周期解．最后，发现此拟周期解可以退化为其孤子解．在本文中，我们将给出

ＣＨ 方程的另一种双线性形式，并构造出 ＣＨ 方程的拟周期解．
本文首先给出了 ＣＨ 方程的新的双线性形式，并利用 Ｈｉｒｏｔａ 双线性方法构造了在 Ｎ ＝ ２ 时

ＣＨ 方程的拟周期解．最后，证明 ＣＨ 方程的此拟周期解可以退化为其 ２ 孤子解，其中 ２ 孤子解

已在文献［１１］中得到．

１　 双线性形式和 Ｒｉｅｍａｎｎ θ⁃ 函数

１．１　 双线性形式

考虑 Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ 方程（１），通过引入变量

　 　 ｒ（ｘ，ｔ） ＝ ｕ － ｕｘｘ ＋ ｋ２ ， （２）
方程（１）可以转化成下面的守恒形式：

　 　 ｒｔ ＋ （ｕｒ） ｘ ＝ ０． （３）
实际上，上式允许我们定义 （ｘ，ｔ） → （ｙ，ｔ′） 的坐标变换：

　 　 ｄｙ ＝ ｒｄｘ － ｕｒｄｔ， ｄｔ′ ＝ ｄｔ ． （４）
此坐标变换也可以写成如下微分方程形式：

　 　 ∂ｘ
∂ｙ

＝ １
ｒ（ｙ，ｔ）

， ∂ｘ
∂ｔ

＝ ｕ（ｙ，ｔ）， （５）

其中 ｕ（ｙ，ｔ） 和 ｒ（ｙ，ｔ） 满足完全可积方程组：
　 　 ｕ ＝ ｒ２ － ｒ∂２

ｙｔ ｌｎ ｒ － ｋ２， （６）
　 　 ｒｔ ＋ ｒ２ｕｙ ＝ ０． （７）

在文献［１０］中，上述方程组被称为 ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ 方程（简称 ＡＣＨ 方程）．
从文献［３３］中可得，ＡＣＨ 方程（６）和（７）等价于
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　 　 ｒｙｙｙ － ４ Ｑ ＋ １
４ｋ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒｙ － ２Ｑｙｒ ＝ ０， （８）

　 　 Ｑｔ ＝ ｒｙ ． （９）
显然，由式（９）可得

　 　 ｒ ＝ ｒ０ ＋ ∂－１
ｙ Ｑｔ， （１０）

其中 ∂－１
ｙ Ｑｔ ＝ － ∫∞

ｙ
Ｑｔｄｙ，ｒ０ ＝ ｒ０（ ｔ） 可以是一个关于时间的积分函数．从而，可以将方程（８）消去 ｒ

得到如下关于 Ｑ（ｙ，ｔ） 的方程：
　 　 Ｑｔ ＋ ２ｒ０ｋ２Ｑｙ ＋ ４ｋ２ＱＱｔ ＋ ２ｋ２Ｑｙ∂

－１
ｙ Ｑｔ － ｋ２Ｑｙｙｔ ＝ ０． （１１）

为了给出方程（１１）的双线性形式，首先假设

　 　 Ｑ（ｙ，ｔ） ＝ Ｑ０ － ２∂２
ｙｙ ｌｎ ｆ（ｙ，ｔ）， （１２）

其中， Ｑ０ 是积分常数．从式（１０）很容易得到

　 　 ｒ ＝ ｒ０ － ２∂２
ｙｔ ｌｎ ｆ（ｙ，ｔ） ． （１３）

将式（１２）代入式（１１），并且记 Ｆ ＝ ｌｎ ｆ， 有

　 　 Ｆｙｙｔ ＋ ２ｒ０ｋ２Ｆｙｙｙ ＋ ４ｋ２（Ｑ０ － ２Ｆｙｙ）Ｆｙｙｔ － ４ｋ２ＦｙｙｙＦｙｔ － ｋ２Ｆｙｙｙｙｔ ＝ ０． （１４）
通过下式引入辅助变量 ζ：

　 　 Ｆｙζｔ ＝ － （Ｆｙｙｙｙ ＋ ６Ｆ２
ｙｙ） ｔ ＋ １２Ｑ０Ｆｙｙｔ， （１５）

则方程（１４）变为

　 　 Ｆｙｙｔ ＋ ２ｒ０ｋ２Ｆｙｙｙ － ２
３

ｋ２（Ｆｙｙｙｔ ＋ ６ＦｙｙＦｙｔ） ｙ ＋ １
３

ｋ２Ｆ ｔｙζ ＝ ０． （１６）

文献［３３］将参数 Ｑ０ 放在了另一个方程的左边，而本文将参数 Ｑ０ 放在了辅助方程（１５）里
面．这种方式对求解拟周期解更方便．

将方程（１５）和（１６）分别对 ｔ 和 ｙ 积分，并且使用关于 Ｄ⁃ 算子的标准恒等式［３４］，得
　 　 Ｄｍ

ｘ Ｄｎ
ｙＤｋ

ｔ ｆ（ｘ，ｙ，ｔ）·ｇ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝
　 　 　 　 （∂ｘ － ∂ｘ′）ｍ（∂ｙ － ∂ｙ′） ｎ（∂ｔ － ∂ｔ′） ｋ ｆ（ｘ，ｙ，ｔ）ｇ（ｘ′，ｙ′，ｔ′） ｘ′ ＝ ｘ，ｙ′ ＝ ｙ，ｔ′ ＝ ｔ， （１７）

得到如下耦合的双线性形式：

　 　 Ｇ Ｄｙ（Ｄｔ ＋ ２ｒ０ｋ２Ｄｙ － ｋ２Ｄ２
ｙＤｔ） ＋ １

３
ｋ２Ｄｔ（Ｄζ ＋ Ｄ３

ｙ） ＋ αé

ë
êê

ù

û
úú ｆ·ｆ ＝ ０， （１８）

　 　 Ｈ ［ＤｙＤζ ＋ Ｄ４
ｙ － １２Ｑ０Ｄ２

ｙ ＋ β］ ｆ·ｆ ＝ ０． （１９）
在这里， α ＝ α（ ｔ，ζ） 和 β ＝ β（ｙ，ζ） 是一对任意积分函数，对于求拟周期解很重要．注意到双线

性算子具有如下性质：
　 　 Ｄｍ

ｘ Ｄｎ
ｙＤｓ

ｔｅξ１·ｅξ２ ＝ （λ１ － λ２）ｍ（μ１ － μ２） ｎ（ν１ － ν２） ｓｅξ１＋ξ２， （２０）
其中　 　 ξ ｊ ＝ λ ｊｘ ＋ μ ｊｙ ＋ ν ｊ ｔ ＋ δ ｊ， 　 　 ｊ ＝ １，２．

注意到，在方程（１８）和（１９）中有 ４ 个自由参数，并且每一个双线性方程包含两个用来构

造拟周期解的自由参数．这两个方程和文献［３３］给出的形式区别在于 Ｑ０Ｄ２
ｙ 所在方程的位置．

另一方面，当消去所有自由参数，即 α ＝ β ＝ ｒ０ ＝ Ｑ０ ＝ ０ 时，它们就变成文献［１０⁃１２］中用来构造

孤子解的双线性方程．
１．２　 Ｒｉｅｍａｎｎ θ⁃函数

Ｒｉｅｍａｎｎ θ⁃ 函数的无穷级数表示形式为

　 　 υ（ξ） ＝ υ（ξ，τ） ＝ ∑
ｎ∈ＺＮ

ｅ －π〈τｎ，ｎ〉 ＋２πｉ〈ξ，ｎ〉 ， （２１）

其中， ｎ ＝ （ｎ１，ｎ２，…，ｎＮ） Ｔ ∈ＺＮ，ξ ＝ （ξ １，ξ ２，…，ξＮ） Ｔ ∈ＣＮ ．〈·〉 表示向量的内积，即当 ｆ ＝ （ ｆ１，
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ｆ２，…， ｆＮ） Ｔ 和 ｇ ＝ （ｇ１，ｇ２，…，ｇＮ） Ｔ 时，〈 ｆ，ｇ〉 ＝∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｆｉｇｉ ．τ ＝ （τ ｉｊ） 是一个正定的 Ｎ × Ｎ 矩阵，称

之为 θ⁃ 函数的周期矩阵．实际上，对任意的向量 ξ ∈ ＣＮ，Ｆｏｕｒｉｅｒ（傅里叶） 级数（２１） 都会收敛

到一个实值函数．θ⁃ 函数具有拟周期的性质．
定义［１３］ 　 函数 ｇ（ｘ，ｔ） ∈ ＣＮ × Ｃ是关于 ｔ的拟周期函数，并且有基本周期 Ｔ１，Ｔ２，…，Ｔｋ ∈

Ｃ， 如果满足下述两个条件：
１） Ｔ１，Ｔ２，…，Ｔｋ 在 Ｚ 上是线性依赖的；
２） 存在函数 Ｇ（ｘ，ｔ） ∈ ＣＮ × Ｃｋ 使得对于任意的

　 　 （ｙ１，ｙ２，…，ｙｋ） ∈ Ｃｋ，
　 　 Ｇ（ｘ，ｔ，…，ｔ） ＝ ｇ（ｘ，ｔ），
　 　 Ｇ（ｘ，ｙ１，…，ｙｉ －１，ｙ ｊ ＋ Ｔ ｊ，ｙ ｊ ＋１，…，ｙｋ） ＝ Ｇ（ｘ，ｙ１，…，ｙ ｊ －１，ｙ ｊ，ｙ ｊ ＋１，…，ｙｋ） ．
特别地，当且仅当 Ｔ ｊ ＝ ｍ ｊＴ，ｍ ｊ ∈ Ｚ，ｇ（ｘ，ｔ） 是周期为 Ｔ 的函数．

２　 拟 周 期 解

在本节，基于方程（１８）和（１９）的双线性形式，构造当 Ｎ ＝ ２ 时 ＣＨ 方程的拟周期解．当 Ｎ ＝
２ 时，Ｒｉｅｍａｎｎ θ⁃ 函数（２１）写成

　 　 υ（ξ） ＝ υ（ξ １，ξ ２，τ） ＝ ∑
ｎ∈Ｚ２

ｅ －π〈τｎ，ｎ〉 ＋２πｉ〈ξ，ｎ〉， （２２）

此处， ｎ ＝ （ｎ１，ｎ２） Ｔ ∈ Ｚ２；ξ ＝ （ξ １，ξ ２） Ｔ ∈ Ｃ２，ξ ｊ ＝ ｐ ｊｙ ＋ ω ｊ ｔ ＋ σ ｊζ ＋ ξ ０
ｊ ， ｊ ＝ １，２；τ 为 ２×２ 的正

定矩阵：

　 　 τ ＝
τ １１ τ １２

τ ２１ τ ２２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

其中　 　 τ １１ ＞ ０， τ ２２ ＞ ０， τ ２１ ＝ τ １２， τ １１τ ２２ － τ ２
１２ ＞ ０．

根据 Ｎａｋａｍｕｒａ［３１］的方法，将 ｆ ＝ υ（ξ １，ξ ２，τ） 代入方程（１９）的左边，得
　 　 Ｈ（Ｄζ，Ｄｙ，Ｄｔ）υ（ξ １，ξ ２，τ）·υ（ξ １，ξ ２，τ） ＝

　 　 　 　 ∑
ｎ∈Ｚ２

∑
ｍ∈Ｚ２

Ｈ（Ｄζ，Ｄｙ，Ｄｔ）ｅ
－π〈τｎ，ｎ〉 ＋２πｉ〈ξ，ｎ〉 × ｅ －π〈τｍ，ｍ〉 ＋２πｉ〈ξ，ｍ〉 ＝

　 　 　 　 ∑
ｍ∈Ｚ２

∑
ｍ′ ＝ｍ＋ｎ∈Ｚ２

Ｈ［２πｉ〈２ｎ － ｍ′，σ〉，２πｉ〈２ｎ － ｍ′，ｐ〉，２πｉ〈２ｎ － ｍ′，ω〉］ ×

　 　 　 　 ｅ －π［〈τ（ｍ′－ｎ），ｍ′－ｎ〉 ＋〈τｎ，ｎ〉］ × ｅ２πｉ〈ξ，ｍ′〉 ＝

　 　 　 　 ∑
ｍ′∈Ｚ２

Ｖ（ｍ′）ｅ２πｉ〈ξ，ｍ′〉， （２３）

其中 σ ＝ （σ １，σ ２） Ｔ，ｐ ＝ （ｐ１，ｐ２） Ｔ，ω ＝ （ω １，ω ２） Ｔ， 并且

　 　 Ｖ（ｍ′） ＝ ∑
ｎ∈Ｚ２

Ｈ［２πｉ〈２ｎ － ｍ′，σ〉，２πｉ〈２ｎ － ｍ′，ｐ〉，２πｉ〈２ｎ － ｍ′，ω〉］ ×

　 　 　 　 ｅ －π［〈π（ｍ′－ｎ），ｍ′－ｎ〉 ＋〈τｎ，ｎ〉］ ． （２４）
对于每一给定的 ｊ，ｌ ＝ １，２，因为角标 ｎ ＝ （ｎ１，ｎ２） Ｔ 能够取遍所有的整数，所以可以通过关系 ｎ ｊ

＝ ｎ′ｊ ＋ δ ｊｌ（其中当 ｊ ＝ ｌ时，δ ｊｌ ＝ １；当 ｊ≠ ｌ时，δ ｊｌ ＝ ０），用新的角标 ｎ′ ＝ （ｎ′１，ｎ′２） Ｔ 代替原角标 ｎ：
　 　 　 　 Ｖ（ｍ′） ＝ ∑

ｎ∈Ｚ２
Ｈ［２πｉ〈２ｎ － ｍ′，σ〉，２πｉ〈２ｎ － ｍ′，ｐ〉，２πｉ〈２ｎ － ｍ′，ω〉］ ×

　 　 　 　 ｅ －π［〈π（ｍ′－ｎ），ｍ′－ｎ〉 ＋〈τｎ，ｎ〉］ ＝

　 　 　 　 ∑
ｎ∈Ｚ２

Ｈ (２πｉ∑
２

ｊ ＝ １
［２ｎ′ｊ － （ｍ′ｊ － ２δ ｊｌ）］σ ｊ，２πｉ∑

２

ｊ ＝ １
［２ｎ′ｊ － （ｍ′ｊ － ２δ ｊｌ）］ｐ ｊ，
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　 　 　 　 ２πｉ∑
２

ｊ ＝ １
［２ｎ′ｊ － （ｍ′ｊ － ２δ ｊｌ）］ω ｊ ) ×

　 　 　 　 ｅ －π ∑
２

ｊ，ｋ ＝ １
（ｎ′ｊ＋δ ｊｌ）τ ｊｋ（ｎ′ｋ－δｋｌ） －π ∑

２

ｊ，ｋ ＝ １
［（ｍ′ｊ－２δ ｊｌ－ｎ′ｊ） ＋δ ｊｌ］τ ｊｋ［（ｍ′ｋ－２δｋｌ－ｎ′ｋ） ＋δｋｌ］ ＝

　 　 　 　
Ｖ（ｍ′１ － ２，ｍ′２）ｅ

－２π（τ１１ｍ′１＋τ１２ｍ′２） ＋２πτ１１， ｌ ＝ １，
Ｖ（ｍ′１，ｍ′２ － ２）ｅ －２π（τ１２ｍ′１＋τ２２ｍ′２） ＋２πτ２２， ｌ ＝ ２ ．{ （２５）

因此，若有

　 　 Ｖ（０，０） ＝ Ｖ（１，０） ＝ Ｖ（０，１） ＝ Ｖ（１，１） ＝ ０， （２６）
则对于所有的 ｍ′１，ｍ′２∈Ｚ，都有Ｖ（ｍ′１，ｍ′２）＝ ０．从而，Ｒｉｅｍａｎｎ θ⁃函数式（２２）就是式（１９）的真实

解．若 ｓ１ ＝ （０，０） Ｔ，ｓ２ ＝ （１，０） Ｔ，ｓ３ ＝ （０，１） Ｔ，ｓ４ ＝ （１，１） Ｔ， 则有下面结果：

　 　 Ｖ（ｓｊ） ＝ ∑
ｎ∈Ｚ２

Ｈ［２πｉ〈２ｎ － ｓｊ，σ〉，２πｉ〈２ｎ － ｓｊ，ｐ〉，２πｉ〈２ｎ － ｓｊ，ω〉］ ×

　 　 　 　 ｅ －π［〈τ（ｓｊ－ｎ），ｓｊ－ｎ〉 ＋〈τｎ，ｎ〉］ ＝

　 　 　 　 ∑
ｎ∈Ｚ２

［２πｉ〈２ｎ － ｓｊ，ｐ〉（２πｉ〈２ｎ － ｓｊ，σ〉 ＋ （２πｉ〈２ｎ － ｓｊ，ｐ〉） ３ ＋ β）］ε ｊ（ｎ） ＝

　 　 　 　 － ４π ２∑
ｎ∈Ｚ２

（２ｎ１ － ｓ ｊ１）〈２ｎ － ｓｊ，ｐ〉ε ｊ（ｎ）σ １ －

　 　 　 　 ４π ２∑
ｎ∈Ｚ２

（２ｎ２ － ｓ ｊ２）〈２ｎ － ｓｊ，ｐ〉ε ｊ（ｎ）σ ２ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ∈Ｚ２

ε ｊ（ｎ）β ＋ １６π ２∑
ｎ∈Ｚ２

〈２ｎ － ｓｊ，ｐ〉 ３ε ｊ（ｎ） ＝ ０， （２７）

其中 ε ｊ（ｎ） ＝ ｅ －π［〈τ（ｓｊ－ｎ），ｓｊ－ｎ〉 ＋〈τｎ，ｎ〉］，ｓｊ ＝ （ ｓ ｊ１，ｓ ｊ２） Ｔ ．令 λ １ ＝ ｅ －πτ１１，λ ２ ＝ ｅ －πτ２２，λ ３ ＝ ｅ －２πτ１２， 则

　 　 ε ｊ（ｎ） ＝ λ ｎ２１＋（ｎ１－ｓ
ｊ
１）

２
１ λ ｎ２２＋（ｎ２－ｓ

ｊ
２）

２
２ λ ｎ１ｎ２＋（ｎ１－ｓ ｊ１）（ｎ２－ｓ

ｊ
２）

３ ． （２８）
下面引入记号：
　 　 Ｍ ＝ （ａ ｊｌ）， Ｂ ＝ （ｂ１，ｂ２，ｂ３，ｂ４） Ｔ，

　 　 ａ ｊ１ ＝ － ４π ２∑
ｎ∈Ｚ２

（２ｎ１ － ｓ ｊ１）〈２ｎ － ｓｊ，ｐ〉ε ｊ（ｎ），

　 　 ａ ｊ２ ＝ － ４π ２∑
ｎ∈Ｚ２

（２ｎ２ － ｓ ｊ２）〈２ｎ － ｓｊ，ｐ〉ε ｊ（ｎ），

　 　 ａ ｊ３ ＝ ∑
ｎ∈Ｚ２

ε ｊ（ｎ），

　 　 ａ ｊ４ ＝ ４８π ２∑
ｎ∈Ｚ２

〈２ｎ － ｓｊ，ｐ〉 ２ε ｊ（ｎ），

　 　 ｂ ｊ ＝ － １６π ４∑
ｎ∈Ｚ２

〈２ｎ － ｓｊ，ｐ〉 ４ε ｊ（ｎ），

则方程（２７）可写成下面的线性方程组形式：
　 　 Ｍ（σ １，σ ２，β，Ｑ０） Ｔ ＝ Ｂ ． （２９）
同样的运算过程应用到第 ２ 个双线性方程（１８）中，与上面类似．θ⁃ 函数是方程（１８）的解，

若下面方程成立：
　 　 Ｕ（ｓｊ） ＝ Ｇ［２πｉ〈２ｎ － ｓｊ，σ〉，２πｉ〈２ｎ － ｓｊ，ｐ〉，２πｉ〈２ｎ － ｓｊ，ω〉］ ×
　 　 　 　 ｅ －π［〈τ（ｓｊ－ｎ），ｓｊ－ｎ〉 ＋〈τｎ，ｎ〉］ ＝

　 　 　 　 － ４π ２∑
ｎ∈Ｚ２

〈２ｎ － ｓｊ，ｐ〉 ＋ ８
３

π ２ｋ２〈２ｎ － ｓｊ，ｐ〉 ３ ＋ １
３

ｋ２〈２ｎ － ｓｊ，σ〉æ

è
ç

ö

ø
÷ ×

　 　 　 　 ε ｊ（ｎ）〈２ｎ － ｓｊ，ω〉 ＋ ∑
ｎ∈Ｚ２

ε ｊ（ｎ）α － ８ｒ０ｋ２π ２∑
ｎ∈Ｚ２

〈２ｎ － ｓｊ，ｐ〉 ２ε ｊ（ｎ） ＝ ０， （３０）
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上式是一个关于 ω １，ω ２，α 和 ｒ０ 的线性方程组．引入下面记号：
　 　 Ｎ ＝ （ｄ ｊｌ），

　 　 ｄ ｊ１ ＝ － ４π ２∑
ｎ∈Ｚ２

〈２ｎ － ｓｊ，ｐ〉 ＋ ８
３

π ２ｋ２〈２ｎ － ｓｊ，ｐ〉 ３ ＋ １
３

ｋ２〈２ｎ － ｓｊ，σ〉æ

è
ç

ö

ø
÷ ×

　 　 　 　 （２ｎ１ － ｓ ｊ１）ε ｊ（ｎ），

　 　 ｄ ｊ２ ＝ － ４π ２∑
ｎ∈Ｚ２

〈２ｎ － ｓｊ，ｐ〉 ＋ ８
３

π ２ｋ２〈２ｎ － ｓｊ，ｐ〉 ３ ＋ １
３

ｋ２〈２ｎ － ｓｊ，σ〉æ

è
ç

ö

ø
÷ ×

　 　 　 　 （２ｎ２ － ｓ ｊ２）ε ｊ（ｎ），

　 　 ｄ ｊ３ ＝ ∑
ｎ∈Ｚ２

ε ｊ（ｎ），

　 　 ｄ ｊ４ ＝ － ８ｋ２π ２∑
ｎ∈Ｚ２

〈２ｎ － ｓｊ，ｐ〉 ２ε ｊ（ｎ） ． （３１）

那么方程（３０）可以表示为下述线性方程：
　 　 Ｎ（ω １，ω ２，α，ｒ０） Ｔ ＝ ０． （３２）

现在，ＡＣＨ 方程在 Ｎ ＝ ２ 时的拟周期解写成

　 　 ｒ ＝ ｒ０ ＋ ∂２
ｘ ｌｎ υ（ξ １，ξ ２，τ）， （３３）

其中， υ（ξ １，ξ ２，τ），ω １，ω ２，σ １，σ ２，α，β，ｒ０，Ｑ０ 由方程（２１），（２９） 和（３２） 给出，并且参数 ｐ１，ｐ２，
ξ ０
ｉ ，τ １１，τ ２２，τ １２ 都是自由变量．

下面我们求待定参数的值．由方程（２７）和（２８）可知，方程的常数项以及 σ １，σ ２，β 和 Ｑ０ 的

系数都是 λ １，λ ２ 的级数，因此，为了求得 σ １，σ ２，β 和Ｑ０ 的值，可以假定这些待求参数也可以用

λ １，λ ２ 的级数形式表达．需要注意的是，λ １ ＝ ｅ －πτ１１，λ ２ ＝ ｅ －πτ２２ 并且保证周期矩阵 τ ＝ （τ ｉｊ） 是正

定的实矩阵．详细过程如下：
首先假定 σ １，σ ２，β 和 Ｑ０ 关于 λ １，λ ２ 的表达式为

　 　
σ １ ＝ ∑

ｉ， ｊ≥０
σ （ ｉｊ）

１ λ ｉ
１λ ｊ

２， σ ２ ＝ ∑
ｉ， ｊ≥０

σ （ ｉｊ）
２ λ ｉ

１λ ｊ
２，

β ＝ ∑
ｉ， ｊ≥０

β （ ｉｊ）λ ｉ
１λ ｊ

２， Ｑ０ ＝ ∑
ｉ， ｊ≥０

Ｑ（ ｉｊ）
０ λ ｉ

１λ ｊ
２，

ì

î

í

ïï

ïï

（３４）

然后把式（３４）代入式（２７）中，收集 λ ｉ
１λ ｊ

２ 的系数并令它们为０，就得到关于σ （ ｉｊ）
１ ，σ （ ｉｊ）

２ ，β （ ｉｊ） 的方

程组．
同样的求解过程可以用到双线性方程（１８）．这时， υ（ξ １，ξ ２，τ） 将会是方程（１８）的解．如果

方程（３０）成立，即
　 　 Ｕ（０，０） ＝ Ｕ（１，０） ＝ Ｕ（０，１） ＝ Ｕ（１，１） ＝ ０． （３５）

与式（３４）一样，把参数 ω １，ω ２ 和 α，ｒ０ 写成如下用 λ １，λ ２ 表示的形式：

　 　
ω １ ＝ ∑

ｉ， ｊ≥０
ω （ ｉｊ）

１ λ ｉ
１λ ｊ

２， ω ２ ＝ ∑
ｉ， ｊ≥０

ω （ ｉｊ）
２ λ ｉ

１λ ｊ
２，

α ＝ ∑
ｉ， ｊ≥０

α （ ｉｊ）λ ｉ
１λ ｊ

２， ｒ０ ＝ ∑
ｉ， ｊ≥０

ｒ（ ｉｊ）０ λ ｉ
１λ ｊ

２ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（３６）

把上式代入方程（３０），收集 λ ｉ
１λ ｊ

２ 的系数并令它们逐一为 ０，就得到一个新的关于 ω （ ｉｊ）
１ ，ω （ ｉｊ）

２ ，
α （ ｉｊ） 的方程组．求解上面得到的两个方程组，可得参数值如下：

　 　
σ １ ＝ ４π ２ｐ３

１ ＋ １２Ｑ０ｐ１ ＋ ｏ（λ １，λ ２） → ４π ２ｐ３
１，

σ ２ ＝ ４π ２ｐ３
２ ＋ １２Ｑ０ｐ２ ＋ ｏ（λ １，λ ２） → ４π ２ｐ３

２，
β ＝ － ３８４π ４ｐ４

１λ ２
１ － ３８４π ４ｐ４

２λ ２
２ ＋ ｏ（λ １，λ ２） → ０；

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３７）
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ω １ ＝ －
２ｒ０ｋ２ｐ１

１ ＋ ４ｋ２π ２ｐ２
１ ＋ ４ｋ２Ｑ０

＋ Ｏ（λ ｉ
１λ ｊ

２） →－
２ｒ０ｋ２ｐ１

１ ＋ ４ｋ２π ２ｐ２
１

，

ω ２ ＝ －
２ｒ０ｋ２ｐ２

１ ＋ ４ｋ２π ２ｐ２
２ ＋ ４ｋ２Ｑ０

＋ Ｏ（λ ｉ
１λ ｊ

２） →－
２ｒ０ｋ２ｐ２

１ ＋ ４ｋ２π ２ｐ２
２

，

α ＝ －
５１２ｒ０ｋ４π ４ｐ４

１λ ２
１

１ ＋ ４ｋ２π ２ｐ２
１ ＋ ４ｋ２Ｑ０

－
５１２ｒ０ｋ４π ４ｐ４

２λ ２
２

１ ＋ ４ｋ２π ２ｐ２
２ ＋ ４ｋ２Ｑ０

＋ Ｏ（λ ｉ
１λ ｊ

２） → ０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（３８）

极限情形为 λ １，λ ２ → ０ 时取得，其中 ｉ ＋ ｊ ≥ ２，Ｑ０ ＝ ０ 且 ｒ０ 是自由的．目前，我们已经得到了在

Ｎ ＝ ２ 时 ＡＣＨ 方程的双线性形式（１８）和（１９）的拟周期解 ｆ（ｙ，ｔ） ＝ υ（ξ １，ξ ２，τ），参数 σ ｉ，β 和

ω ｉ，α 由方程（３７）和（３８）给出．由方程（１３）得

　 　 ｒ（ｙ，ｔ） ＝ ｒ０ － ２∂２
ｙｔ ｌｎ υ（ξ １，ξ ２，τ） ＝ ｒ０ － ２

υ ｙｔυ － υ ｙυ ｔ

υ ２ ， （３９）

此解如图 １ 所示．

（ａ） ｒ（ｙ，ｔ） （ｂ） ｙ（ ｔ）
图 １　 ＡＣＨ 方程的拟周期解 ｒ（ｙ，ｔ） 和 ｙ（ ｔ）， 其中 ｒ（ｙ，ｔ） 各参数值为： ｐ１ ＝ １．２， ｐ２ ＝ ０．３５，

ｔ ＝ １， ζ ＝ ２， Ｑ０ ＝ ０， ｋ ＝ １， τ １１ ＝ １．２， τ ２２ ＝ ０．８， ｒ０ ＝ ３

Ｆｉｇ． １　 Ｑｕａｓｉ⁃ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｒ（ｙ，ｔ） ｔｏ ｔｈｅ ＡＣＨ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ ｙ（ ｔ） ｗｉｔｈ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅｓ
ｐ１ ＝ １．２， ｐ２ ＝ ０．３５， ｔ ＝ １， ζ ＝ ２， Ｑ０ ＝ ０， ｋ ＝ １， τ １１ ＝ １．２， τ ２２ ＝ ０．８， ｒ０ ＝ ３

然后把上面的结果代入方程（６），则求得 ｕ（ｙ，ｔ） 的表达式为

　 　 ｕ（ｙ，ｔ） ＝ Ｗ（ｙ，ｔ）
ｒυ ３ ， （４０）

其中

　 　 Ｗ（ｙ，ｔ） ＝ ８ｒ０υυ ２
ｔ，ｙ － ６ｒ２０υ ２υ ｔ，ｙ ＋ ２ｋ２υ ２υ ｔ，ｙ － ４υυ ｔ，ｙυ ｔ，ｔ，ｙ，ｙ ＋ ４υ ｔ，ｙυ ｙ，ｙυ ｔ，ｔ －

　 　 　 　 ８ｒ０υ ｙυ ｔυ ｔ，ｙ － ｒ０ｋ２υ ３ ＋ ｒ３０υ ３ ＋ ２ｒ０υ ２υ ｔ，ｔ，ｙ，ｙ － ４ｒ０υυ ｔυ ｔ，ｔ，ｙ － ４ｒ０υυ ｙυ ｔ，ｔ，ｙ －
　 　 　 　 ２ｒ０υυ ｙ，ｙυ ｔ，ｔ ＋ ６ｒ２０υυ ｙυ ｔ － ２ｋ２υυ ｙυ ｔ ＋ ４υυ ｔ，ｙ，ｙυ ｔ，ｔ，ｙ ＋ ４ｒ０υ ２

ｙυ ｔ，ｔ ＋
　 　 　 　 ４ｒ０υ ２

ｔ υ ｙ，ｙ － ４υ ｙυ ｔ，ｔυ ｔ，ｙ，ｙ － ４υ ｔυ ｙ，ｙυ ｔ，ｔ，ｙ ＋ ４υ ｙυ ｔυ ｔ，ｔ，ｙ，ｙ ． （４１）
ｕ（ｙ，ｔ） 的图像如图 ２ 所示．

为了求得 ＣＨ 方程的解 ｕ（ｘ，ｔ），我们仍需找到坐标变换 ｘ（ｙ，ｔ） 的具体表达形式．把式

（３９）代入式（５）得到

　 　 ｘ（ｙ，ｔ） ＝ ∫ １
ｒ（ｙ，ｔ）

ｄｙ ＝ ∫ υ ２

ｒ０υ ２ － ２υυ ｔｙ ＋ ２υ ｙυ ｔ

ｄｙ ＋ ｃ， （４２）
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其中， ｃ ＝ ｃ（ ｔ） 可以看成是时间变量 ｔ 的函数，然后下面证明 ｃ 只能是一个常数．

（ａ） ｕ（ｙ，ｔ） （ｂ） ｙ（ ｔ）
图 ２　 ＡＣＨ 方程的拟周期解 ｕ（ｙ，ｔ） 和 ｙ（ ｔ）， 其中 ｕ（ｙ，ｔ） 与图 １ 中各参数值相同

Ｆｉｇ． ２　 Ｑｕａｓｉ⁃ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ（ｙ，ｔ） ｔｏ ｔｈｅ ＡＣＨ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ ｙ（ ｔ）
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ ｆｉｇ． １

由式（５）的第 ２ 个方程可知

　 　 ∂ｘ
∂ｔ

＝ ∫ １
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｔ
ｄｙ ＋ ｃ′（ ｔ） ＝ ｕ（ｙ，ｔ）， （４３）

即 ｃ 关于 ｔ 的导数由下面的方程决定：

　 　 ｃ′（ ｔ） ＝ ｕ（ｙ，ｔ） － ∫ １
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｔ
ｄｙ ＝ ｒ２ － ｒ∂２

ｙｔ ｌｎ ｒ － ｋ２ － ∫ １
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｔ
ｄｙ， （４４）

其中 ｒ ＝ ｒ（ｙ，ｔ） 由式（３９） 表示．观察上面的等式，我们发现 ｃ′（ ｔ） 是关于 υ 和它的导数的函数．
然而在 υ ＝ υ（ξ １，ξ ２，τ） 中，ｙ和 ｔ都是同时出现的，也就是说，在包含 υ 的式子中，ｙ出现当且仅

当 ｔ出现．由此知道式（４４） 右边的式子是关于 ｙ和 ｔ的函数，而左边 ｃ′（ ｔ） 仅是关于 ｔ 的函数，因
此只能有

　 　 ｃ′（ ｔ） ＝ ０． （４５）
从而， ｃ 只能是一个常数．

图 ３　 把 ＡＣＨ 的拟周期解 ｕ（ｙ，ｔ） 转换成图 ４ 所示的 ＣＨ 方程的拟周期解 ｕ（ｘ，ｔ） 的坐标变换

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｒｅｓｈａｐｅｓ ｑｕａｓｉ⁃ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ（ｙ，ｔ） ｔｏ ｔｈｅ ＡＣＨ ｅｑｕａｔｉｏｎ
ｉｎｔｏ ｑｕａｓｉ⁃ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ（ｘ，ｔ） ｔｏ ｔｈｅ ＣＨ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｓｈｏｗｎ ｉｎ ｆｉｇ． ４

图 ３ 是 ｘ和 ｙ的关系图．它可以把（ｙ，ｔ） 空间上的 ＡＣＨ 方程的周期解转化为 （ｘ，ｔ） 空间上
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的 ＣＨ 方程的周期解．含参数的 ＣＨ 方程的拟周期解如图 ４ 所示．

（ａ） ｕ（ｘ，ｔ） （ｂ） ｘ（ ｔ）
图 ４　 ＣＨ 方程的拟周期解 ｕ（ｘ，ｔ） 和 ｘ（ ｔ）， 各参数的取值同图 １
Ｆｉｇ． ４　 Ｑｕａｓｉ⁃ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ（ｘ，ｔ） ｔｏ ｔｈｅ ＣＨ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ ｘ（ ｔ）

ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ ｆｉｇ． １

３　 拟周期解的渐近性

如果参数 σ ｉ， β 和 ω ｉ，α 分别满足方程（３７）和（３８），那么

　 　 ｒ ＝ ｒ０ － ２∂２
ｙｔ ｌｎ υ（ξ １，ξ ２，τ） （４６）

就是 ＡＣＨ 方程（６）和（７）的解．为了证明 ｒ 能退化成对应的 ＡＣＨ 方程的孤子解，首先看 υ（ξ １，
ξ ２，τ） 的退化形式．已知

　 　 υ（ξ １，ξ ２，τ） ＝ ∑
ｎ∈Ｚ２

ｅ －π〈τｎ，ｎ〉 ＋２πｉ〈ξ，ｎ〉 ＝

　 　 　 １ ＋ （ｅ２πｉξ１ ＋ ｅ －２πｉξ１）ｅ －πτ１１ ＋ （ｅ２πｉξ２ ＋ ｅ －２πｉξ２）ｅ －πτ２２ ＋
　 　 　 （ｅ２πｉ（ξ１＋ξ２） ＋ ｅ －２πｉ（ξ１＋ξ２））ｅ －π（τ１１＋２τ１２＋τ２２） ＋ …， （４７）

当 λ １ ＝ ｅ －πτ１１，λ ２ ＝ ｅ －πτ２２ → ０ 且 ｒ０ ＝ ｋ，Ｑ０ ＝ ０ 时，第 ２ 节中所求的参数就有如下的退化形式：

　 　 α，β → ０， σ ｊ → ４π ２ｐ３
ｊ ， ω ｊ →－

２ｋ３ｐ ｊ

１ ＋ ４ｋ２π ２ｐ２
ｊ

，　 　 ｊ ＝ １，２． （４８）

如果我们记

　 　 ρ ｊ ＝ ２πｉｐ ｊ， η ｊ ＝ ２πｉξ ０ － πτ ｊｊ， Ａ１２ ＝
（ｐ１ － ｐ２） ２

（ｐ１ ＋ ｐ２） ２， τ １２ ＝ －
ｌｎ Ａ１２

２π
， （４９）

那么很容易得到下面的结果：

　 　

Ａ１２ ＝
（ρ １ － ρ ２） ２

（ρ １ ＋ ρ ２） ２，

２πｉω ｊ ＝ ２πｉ －
２ｋ３ｐ ｊ

１ ＋ ４ｋ２π ２ｐ２
ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －

２ｋ３ρ ｊ

１ － ｋ２ρ ２
ｊ

≡ ｕ ｊ，

２πｉσ ｊ ＝ ２πｉ·４π ２ｐ３
ｊ ＝ － （２πｉｐ ｊ） ３ ＝ － ρ ３

ｊ ≡ ｖｊ，
ｅ －２πτ１２ ＝ Ａ１２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（５０）

接下来，假设 θ ｊ ＝ ρ ｊｙ ＋ μ ｊ ｔ ＋ ｖｊς ＋ η ｊ， 由式（４９）和（５０）看出：
　 　 θ ｊ ＝ ２πｉ（ρ ｊｙ ＋ μ ｊ ｔ ＋ ｖｊς ＋ η ｊ） － πτ ｊｊ ＝ ２πｉξ ｊ － πτ ｊｊ， （５１）
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其中 ξ ｊ ＝ ｐ ｊｙ ＋ ω ｊ ｔ ＋ σ ｊς ＋ ξ ０
ｊ 与式（４６）中所定义的相同．方程（４７）变为

　 　 υ（ξ １，ξ ２，τ） ＝ １ ＋ ｅθ１ ＋ ｅθ２ ＋ Ａ１２ｅθ１＋θ２ ＋ λ ２
１ｅ

－θ１ ＋ λ ２
２ｅ

－θ２ ＋
　 　 　 　 λ ２

１λ ２
２ｅ

－θ１－θ２－２πτ１２ ＋ … → １ ＋ ｅθ１ ＋ ｅθ２ ＋ Ａ１２ｅθ１＋θ２， （５２）
当 λ １，λ ２ → ０ 时．

把上面得到的结果代入式（３９），计算可得 ｒ０ ＝ ｋ，ｒ 退化为

　 　 ｒ（ｙ，ｔ） ＝ ｋ ＋ ２
υ ２［ － ρ １ｕ１ｅθ１ － ρ ２ｕ２ｅθ２ ＋ ｖ１２ｅθ１＋θ２ ＋

　 　 　 　 Ａ１２（ － ρ １ｕ１ｅθ１＋２θ２ － ρ ２ｕ２ｅ２θ１＋θ２）］， （５３）
这里 υ 是式（５２）的退化值，

　 　 ｖ１２ ＝
４ｋ３（ρ １ － ρ ２） ２

（１ － ｋ２ρ ２
１）（１ － ｋ２ρ ２

２）
， θ ｊ ＝ ρ ｊｙ ＋ ｕ ｊ ｔ ＋ ｖｊς ＋ η ｊ， 　 　 ｊ ＝ １，２，

并且 ｖｊ，ρ ｊ，η ｊ 和 ｕ ｊ 在式（４９） 和（５０） 中定义．这样我们得到的 ｒ（ｙ，ｔ） 与文献［１１］中的结果恰好

一致．
把式（５３）代入式（４０）中，得到在 Ｎ ＝ ２ 时 ＡＣＨ 方程的拟周期解 ｕ（ｙ，ｔ） 的极限形式：

　 　 ｕ（ｙ，ｔ） ＝ ２
ｋ

ｕ２
１ｅθ１ ＋ ｕ２

２ｅθ２ ＋ ｂ１２ｅθ１＋θ２ ＋ Ａ１２（ｕ２
１ｅθ１＋２θ２ ＋ ｕ２

２ｅ２θ１＋θ２）
ｒυ ２ ， （５４）

其中

　 　 ｂ１２ ＝
８ｋ６（ρ １ － ρ ２） ２（１ － ｋ４ρ ２

１ρ ２
２）

（１ － ｋ２ρ ２
１） ２（１ － ｋ２ρ ２

２） ２ ，

υ 与式（５３） 相同，Ａ１２ 已在式（５０）中表达，这与文献［１１］中的值一致．
为了证明在 Ｎ ＝ ２ 时 ＣＨ 方程的拟周期解能够退化成其 ２ 孤子解，只需证明坐标变换 ｘ（ｙ，

ｔ） 的退化情况与文献［１１］一致即可．下面定义参数

　 　 ａ ｊ ＝ １ ＋ ｋρ ｊ， ｂ ｊ ＝ １ － ｋρ ｊ，　 　 ｊ ＝ １，２． （５５）
把式（５２）代入式（４２）中，运用上面的参数，式（４２）就转化为

　 　 ｘ（ｙ，ｔ） ＝ ｙ
ｋ

＋ ｌｎ
ａ１ａ２ ＋ ｂ１ａ２ｅθ１ ＋ ｂ２ａ１ｅθ２ ＋ ｂ１ｂ２Ａ１２ｅθ１＋θ２

ｂ１ｂ２ ＋ ａ１ｂ２ｅθ１ ＋ ａ２ｂ１ｅθ２ ＋ ａ１ａ２Ａ１２ｅθ１＋θ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ ｃ， （５６）

其中 ｃ 可以看作是时间 ｔ 的函数．然而，式（５６） 对 ｔ 求微分后可得

　 　 ∂ｘ
∂ｔ

＝ ｕ（ｙ，ｔ） ＋ ｃ′（ ｔ）， （５７）

其中 ｕ（ｙ，ｔ） 由式（５４）所定义．再根据式（５）中的第 ２ 个式子，可得

　 　 ｃ′（ ｔ） ＝ ０， （５８）
即 ｃ 是常数．

我们已经证明了当 λ １ ＝ ｅ －πτ１１，λ ２ ＝ ｅ －πτ２２ → ０ 时，在 Ｎ ＝ ２ 时 ＣＨ 方程的拟周期解退化为

其 ２ 孤子解，这也进一步证明了我们所求得拟周期解的正确性．
需要注意的是，文献［３３］中 ＣＨ 方程的单周期解是在 Ｎ ＝ １ 时 ＣＨ 方程的拟周期解，而本

文给出的是在 Ｎ ＝ ２ 时 ＣＨ 方程的拟周期解，两者都是 ＣＨ 方程的拟周期解．其中，在 Ｎ ＝ ２ 时的

拟周期解表示两个单周期解的相互作用．本文的工作，有助于探讨拟周期解的非线性相互作

用，分析拟周期波的传播形式，而且在退化形式下可得到双孤立波相互作用．

４　 结　 　 论

本文首先回顾了文献［３３］的重要结论，包括坐标变换，ＡＣＨ 方程和扩展的双线性形式等．
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然后像构造 ＣＨ 方程的单周期解一样，基于它的双线性形式，采用 Ｎａｋａｍｕｒａ 的方法来构造在

Ｎ ＝ ２ 时它的拟周期解．在这一过程中，会得到一个关于在双线性方程中出现的常数以及在 θ⁃
函数中出现的变量的方程组．可以把此方程组写成矩阵的形式，尽管有许多不同的方法求解此

方程组，但是本文仍然采用摄动理论，因为一方面不清楚未知量的系数矩阵是否是非奇异的，
另一方面采用摄动方法求解的未知量会更方便对拟周期解的极限行为进行分析．

在构造了 Ｎ ＝ ２ 时 ＡＣＨ 方程的拟周期解之后，可以通过坐标变换式（５），求得其对应的带

参数表示的 Ｎ ＝ ２ 时 ＣＨ 方程的拟周期解．最后证明当 λ １ ＝ ｅ －πτ１１，λ ２ ＝ ｅ －πτ２２ →０ 时，此拟周期

解退化为其 ２ 孤子解．希望通过本文的介绍，人们可以对 ＣＨ 方程有一个更好的了解．

致谢　 作者衷心感谢范恩贵教授对本文的建议．
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ｔｈｅ ｂｉｌｉｎｅａｒ ｆｏｒｍ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ａ： Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ａｎｄ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ， ２０１１， ４４（３５）：
３５５２０４．

［３４］　 Ｈｉｒｏｔａ Ｒ． Ｔｈｅ Ｄｉｒｅｃｔ Ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ Ｓｏｌｉｔｏｎ Ｔｈｅｏｒｙ［Ｃ］ ／ ／ Ｎａｇａｉ Ａ， Ｎｉｍｍｏ Ｊ， Ｇｉｌｓｏｎ Ｃ， ｅｄｓ． Ｃａｍ⁃
ｂｒｉｄｇｅ Ｔｒａｃｔｓ ｉｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ． Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ： Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓ， ２００４．

１００１王　 振　 　 　 秦玉鹏　 　 　 邹　 丽　 　 　 马瑞芳　 　 　 朱贵勋



Ｑｕａｓｉ⁃Ｐｅｒｉｏｄｉｃ Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ Ｉｔｓ Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ
Ｂｅｈａｖｉｏｒ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ Ｅｑｕａｔｉｏｎ

ＷＡＮＧ Ｚｈｅｎ１， 　 ＱＩＮ Ｙｕ⁃ｐｅｎｇ１， 　 ＺＯＵ Ｌｉ２，３，　 ＭＡ Ｒｕｉ⁃ｆａｎｇ１， 　 ＺＨＵ Ｇｕｉ⁃ｘｕｎ２

（１． Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， Ｄａｌｉａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，
Ｄａｌｉａｎ， Ｌｉａｏｎｉｎｇ １１６０８５， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

２． Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｎａｖａｌ Ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ， Ｄａｌｉａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，
Ｄａｌｉａｎ， Ｌｉａｏｎｉｎｇ １１６０８５， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

３． Ｓｔａｔｅ Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ ｏｆ Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ Ｉｎｄｕｓｔｒｉａｌ Ｅｑｕｉｐｍｅｎｔ
（Ｄａｌｉａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ）， Ｄａｌｉａｎ， Ｌｉａｏｎｉｎｇ １１６０８５， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｍａｎｙ ｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓ ｈａｖｅ ｐａｉｄ ａｔｔｅｎｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｓｈａｌｌｏｗ ｗａｔｅｒ ｗａｖｅ ｍｏｄｅｌ Ｃａｍａｓｓａ⁃
Ｈｏｌｍ （ＣＨ） ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｖｅｒ ｔｈｅ ｌａｓｔ ２ ｄｅｃａｄｅｓ． Ｔｈｅ ｓｉｎｇｌｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ＣＨ ｅｑｕａｔｉｏｎ
ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｈｉｒｏｔａ ｂｉｌｉｎｅａｒ ｍｅｔｈｏｄ ｈａｄ ｂｅｅｎ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ ｏｕｒ ｐｒｅｖｉｏｕｓ ｗｏｒｋ． Ｔｈｅ ｑｕａｓｉ⁃ｐｅｒｉｏｄ⁃
ｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｎ ｇｅｎｕｓ ２ ａｎｄ ｉｔｓ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｗｅｒｅ ｇｉｖｅｎ． Ｆｉｒｓｔ， ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｐｐｅａｒｉｎｇ ｉｎ
ｔｈｅ ｂｉｌｉｎｅａｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｗｅｒｅ ｒｅａｒｒａｎｇｅｄ， ｓｕｃｈ ａｓ ｔｈｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｅｘ⁃
ｔｅｎｄｅｄ ｂｉｌｉｎｅａｒ ｆｏｒｍ， ｔｈｅ Ｒｉｅｍｍａｎ ｔｈｅｔａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｏ ｏｎ． Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｑｕａｓｉ⁃ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ
ｔｈｅ ＣＨ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗａｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ， ｗｈｉｃｈ ｗａｓ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｒｍ ｏｆ ｔｈｅ Ｒｉｅｍａｎｎ ｔｈｅｔａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ
ｉｎ ｇｅｎｕｓ ２． Ｓｅｃｏｎｄ， ｔｈｅ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｑｕａｓｉ⁃ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗａｓ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ． Ｉｔ ｉｓ
ｓｈｏｗｎ ｔｈａｔ ｔｈｉｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｃａｎ ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ＣＨ ｅｑｕａｔｉｏｎ’ｓ ２⁃ｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ ｅｑｕａｔｉｏｎ； ｂｉｌｉｎｅａｒ ｆｏｒｍ； ｑｕａｓｉ⁃ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ； Ｒｉｅｍｍａｎ ｔｈｅｔａ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（５１３７９０３３；５０９２１００１）；
Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｂａｓｉｃ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｐｒｏｇｒａｍ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ ９７３ Ｐｒｏｇｒａｍ ）
（２０１３ＣＢ０３６１０１；２０１０ＣＢ３２７００）

２００１ Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ 方程的拟周期解及其渐近行为


