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摘要：　 针对转子动力学系统横向振动基本方程进行研究．将 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）角表示引入转子动力学

系统，可以建立描述转子的非线性旋转运动的精细数学模型．并将该精细模型线性化，建立了描述

转子动力的基本方程，通过数值算例分析验证了该方程的正确性和有效性．
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引　 　 言

转轴系统的振动，对于高速旋转机组，例如在汽轮发电机组、工业汽轮机组、喷气发动机等

方面，是工程关心的问题．通常采用线性理论研究［１⁃４］ ．文献［５］用弹性梁，再加上非线性的陀螺

动力学，建立 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数进行动力学积分，得到了考虑多种因素的旋转轴横向振动的解，理
论上有坚实基础，无可争辩．然而随着非线性因素的进入，计算量增加了很多．

虽然非线性动力方程考虑的因素比较全面， 但对于转轴系统的振动，将线性问题阐述清

楚很重要．因为如临界转速 Ωｃｒ 等理论在线性理论中才能呈现出来．并且，线性近似理论求解快

速且简单，进一步可将乘法保辛摄动方法运用于非线性动力问题．转子不能考虑横向线位移几

何非线性的振动．若横向位移振幅大，叶片就会蹭到定子，这是不允许的．然而，圆盘转角的振

动，却应考虑非线性因素．
工程中高速转动的机组，例如汽轮发电机组等，它们往往采用柔性旋转轴，此时转子在超

临界转速下工作（即 Ω２ ≫Ω２
ｃｒ），其中Ω是轴线旋转角速度，而Ωｃｒ 则是临界转速．一根轴有多个

转盘，临界转速 Ωｃｒ 有多个，要认真分析其横向振动．首先应做好线性问题的求解［６］；然后再用

保辛乘法摄动［６⁃７］，以考虑其余因素．转子总是从转速 ０，逐步连续提高到工作转速 Ωｎ，因此总

要经过若干个低于 Ωｎ 的临界转速．首先要将多个转盘的旋转轴振动的线性微分方程推导出来．
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１　 Ｅｕｌｅｒ 角表示及其线性近似

从 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 动力学变分原理可以导出转轴横向振动的基本方程，文献［５］针对带有

ｎｐ 个质量为 ｍｉ 的转轴振动方程，以 Ｅｕｌｅｒ 角 （ϕｉ，θｉ，ψｉ） 为变量（下标 ｉ代表第 ｉ 号转盘），其中

对应的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数 Ｌ ＝ Ｔ － Ｕ 是动能减势能．但按文献［５］的方法推导出的系统微分方程是

非线性的，且计算量大，本文在此基础上将非线性的振动方程进行线性化，得到线性的振动方

程，以利于计算．参看图 １，设惯性坐标系为 Ｏ⁃ＸＹＺ，贴轴坐标系为Ｏ′⁃ｘｙｚ，ｚ是旋转轴方向，而 ｘ，
ｙ是横向，贴轴坐标Ｏ′⁃ｘｙｚ是围绕转轴Ｏ′ｚ旋转的，为相对坐标，ｑＸｉ，ｑＹｉ 表示绝对坐标线位移，在
文献［５］ 中得到的非线性转轴振动方程为精细数学模型，是针对贴盘坐标 Ｏ′⁃ｘｐｙｐｚｐ 分析的．

图 １　 单转子系统

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｓｉｎｇｌｅ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ

在贴轴坐标 Ｏ′⁃ｘｙｚ 中，传统的线性齐次无阻尼振动方程可以表示为

　 　 Ｍｉｑｉ ＋ Ｇｉｑｉ ＋ Ｋｓ，ｉｑｉ ＝ ０， （１）
其中每个盘 ｉ 的位移向量 ｑｉ 由 ２ 个横向线位移 ｑｘｉ，ｑｙｉ 和圆盘法线 θ ｘｉ，θ ｙｉ（在贴轴相对坐标中）
组成，ｑｉ ＝ { ｑｘｉ ｑｙｉ θ ｘｉ θ ｙｉ } Ｔ，而转角究竟是贴轴坐标的还是贴盘坐标的，则不再区分．轴向

转动已经由 Ω 给出，不包含在 ｑｉ 中；认为轴向线位移 ｑｚｉ ＝ ０．这种组合是线性理论所需要的，也
是许多教材选用的位移向量．如果只考虑一个圆盘，ｉ ＝ １， 不必再加下标．不失一般性，在后续

讨论中，均不加下标．
文献［５］是精细数学模型，利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数，并运用时间有限元积分进行非线性积分．对

应的线性理论当然也可从其 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数推出，这样线性近似与非线性的差别就能呈现．推导

可用单盘问题进行，很容易就能推广到多盘问题．考虑只有一个盘，其动能可表示为

　 　 Ｔ（ｑ） ＝ Ｔ（ｑｘ，ｑｙ，ψ，θ，ϕ；ｑｘ，ｑｙ，ψ，θ，ϕ） ＝ ＴＥ ＋ Ｔｑ， （２）
其中 ＴＥ，Ｔｑ 分别是角变位和线变位提供的动能．根据文献［５］，Ｅｕｌｅｒ 角 （ϕ，θ，ψ） 表示的角速

度 ω ＝ {ω ｘ，ω ｙ，ω ｚ } Ｔ 为

　 　

ω ｘ ＝ ϕｓｉｎ θｓｉｎ ψ ＋ θｃｏｓ ψ，

ω ｙ ＝ ϕｓｉｎ θｃｏｓ ψ － θｓｉｎ ψ，

ω ｚ ＝ ϕｃｏｓ θ ＋ ψ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３）

圆盘旋转的动能 ＴＥ 为

　 　 ＴＥ ＝ １
２
［ Ｉｘω ２

ｘ ＋ Ｉｙω ２
ｙ ＋ Ｉｚω ２

ｚ ］ ＝ １
２
［ Ｉ２（ω ２

ｘ ＋ ω ２
ｙ） ＋ Ｉ１ω ２

ｚ ］ ＝

　 　 　 　 １
２

Ｉ１（ϕｃｏｓ θ ＋ ψ） ２ ＋ １
２

Ｉ２θ ２ ＋ １
２

Ｉ２ϕ２ｓｉｎ２θ ． （４）
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以上公式是严格的非线性，其具体推导可见文献［５］．
势能本来就适用线性理论，而式（４）中的旋转动能 ＴＥ 是非线性的，对应于贴盘的转角速

度向量，当归化到线性理论时，这里采用绝对坐标 Ｏ⁃ＸＹＺ 下的线位移向量 ｑＸ，ｑＹ，ｑＺ， 以及 Ｅｕｌ⁃
ｅｒ 角作为未知变量．转动能量计算需要贴盘坐标的转速 ωｐ ＝ {ω ｘｐ，ω ｙｐ，ω ｚｐ } Ｔ，如果忽略转轴

的扭转变形，则必然有 ω ｚｐ ＝ Ω，其中 Ω 是轴的给定转速，即可以得到一个非完整的约束条件：
　 　 ϕｃｏｓ θ ＋ ψ ＝ Ω ． （５）
上式表明， ３ 个 Ｅｕｌｅｒ 角中，只有 ２ 个是真正独立的，事实上可以调整自转角 ψ， 从而满足

约束条件（５）．非完整约束的动力学积分，文献［８⁃９］提供了离散的基于祖冲之类算法的求解．
转轴振动时，章动角 θ 很小．Ｅｕｌｅｒ 角 （ϕ，θ，ψ） 只涉及绝对坐标与贴盘坐标，没有贴轴坐

标之说；贴轴坐标对于线位移向量的描述有用，但不是为了转动而设的．文献［５］将贴轴坐标的

线位移以及 Ｅｕｌｅｒ 角 （ϕ，θ，ψ） 作为未知数建立了精细的数值模型，其数值结果可以说是无可

置疑的．这里进行线性化，取 （ϕ，θ） 为圆盘转动的两个基本未知数，则贴盘坐标的横向转角为

　 　

θＸｐ（ ｔ） ＝ θ（ ｔ）ｃｏｓ ϕ（ ｔ），

θ Ｙｐ（ ｔ） ＝ θ（ ｔ）ｓｉｎ ϕ（ ｔ），

θ ２（ ｔ） ＝ θ ２
Ｘｐ（ ｔ） ＋ θ ２

Ｙｐ（ ｔ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（６）

其中 θＸｐ，θ Ｙｐ 的下标分别记为贴盘坐标在绝对坐标下的两个法线转角．引入向量表示

　 　 θｐ ＝
θＸｐ（ ｔ）

θ Ｙｐ（ ｔ）{ } ＝ θ（ ｔ）ｅ， ｅ ＝
ｃｏｓ ϕ（ ｔ）
ｓｉｎ ϕ（ ｔ）{ } ， θＴ

ｐθｐ ＝ θ ２， （７）

微商之

　 　

θＸｐ（ ｔ） ＝ θ（ ｔ）ｃｏｓ ϕ（ ｔ） － θｓｉｎ ϕ（ ｔ）·ϕ，

θ Ｙｐ（ ｔ） ＝ θ（ ｔ）ｓｉｎ ϕ（ ｔ） ＋ θｃｏｓ ϕ（ ｔ）·ϕ，

θ ２（ ｔ） ＝ θ ２
Ｘｐ（ ｔ） ＋ θ ２

Ｙｐ（ ｔ） － θ ２ϕ２ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（８）

文献［５］的一系列例题结果表明，章动角 θ 很小．于是有非完整约束条件（５），对应地有

Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子 λ ｃ ．式（４） 的旋转动能与约束条件（５） 可取线性化近似：ｃｏｓ θ≈１ － θ ２ ／ ２，ｓｉｎ θ≈
θ，和 α（ ｔ） ＝ ϕ ＋ ψ ．代数运算给出

　 　

ｅ ＝ ϕＪｅ， θｐ ＝ （θＩ － θϕＪ）ｅ， ｅＴｅ ＝ １， ｅＴｅ ＝ ０，

θＴ
ｐＪθｐ ＝ θ（ ｔ）ｅＴＪ·（θＩ － θϕＪ）ｅ ＝ θ ２ϕ，

θＴ
ｐθｐ ＝ θ ２ － θ ２ϕ２ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（９）

于是线性化的动能（未知数的二次式）可近似为

　 　 ＴＥ ＝ １
２

Ｉ１（ϕｃｏｓ θ ＋ ψ） ２ ＋ １
２

Ｉ２θ ２ ＋ １
２

Ｉ２ϕ２ｓｉｎ２θ ＝ ＴＥ１ ＋ ＴＥａ ≈

　 　 　 　 ＴＥ１ ＝ １
２

Ｉ１（ϕ － ϕθ ２ ／ ２ ＋ ψ） ２ ＋ １
２

Ｉ２θ ２ ＋ １
２

Ｉ２ϕ２θ ２ ＝

　 　 　 　 １
２

Ｉ１［α（ ｔ） － θＴ
ｐＪθｐ ／ ２］ ２ ＋ １

２
Ｉ２［θＴ

ｐθｐ］，　 　 α（ ｔ） ＝ ϕ ＋ ψ， （１０）

其中 Ｉ２［θＴ
ｐθｐ］ ／ ２ 是正定动能，等式 θＴ

ｐθｐ ＝ θ ２ － θ ２ϕ２ 表明了选择 θｐ（ ｔ） 为基本未知数以代替转

轴坐标的转角的意义；ＴＥａ 是髙阶项．线性化项 ＴＥ１ 已经改换为以 θｐ（ ｔ） 为基本未知数的函数．而
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线性化的约束成为

　 　 α － ϕθ ２ ／ ２ ＝ α － θＴ
ｐＪθｐ ／ ２ ＝ Ω ⇒ α ＝ Ω， （１１）

即函数 α（ ｔ） 可用于调整满足约束条件．其余因素可在乘法保辛摄动时加以考虑．
线性化下的振动主要是 θｐ（ ｔ） 以及绝对坐标线位移 ｑＸ，ｑＹ 的变化，而进动 ϕ（ ｔ） 虽然是

３６０°旋转，根据 θｐ（ ｔ），可计算 ϕ（ ｔ），θ（ ｔ） ．从文献［５］ 的精细求解知道，总体来说 α（ ｔ） 基本上

是直线变化的．这样，原来的 Ｅｕｌｅｒ 角 （ϕ，θ，ψ） 转换成为 θｐ（ ｔ），α（ ｔ） 的 ３ 个角变位了．
横向振动选择 ｑａ ＝ { ｑＸ，ｑＹ } Ｔ 以及 θｐ（ ｔ） 为独立未知数．因 ＴＥ 只是转动动能，还需要加上

绝对线速度的

　 　 Ｔｑ（ｑａ） ＝ ｍ［ｑ２
Ｘ ＋ ｑ２

Ｙ］ ／ ２ ＝ ｍｑＴ
ａ ｑａ ／ ２，

得到总动能

　 　 Ｔ（ｑａ，ｑａ；θｐ，θｐ） ＝ Ｔｑ（ｑａ） ＋ ＴＥ（θｐ，θｐ） ． （１２）
Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数 Ｌ ＝ Ｔ － Ｕ还有变形能Ｕ（ｑａ；θｐ） 要确定，可认为线性化的Ｕｌ（ｑａ；θｐ） 按结构

力学 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁或 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论，已经给出．
圆盘位移与变形能当然有关联，Ｅｕｌｅｒ 角 （ϕ，θ，ψ） 是表示圆盘角变位的，在绝对坐标的任

一向量 ｄ 转换到贴盘坐标的向量是 Ｔ·ｄ，根据文献［５］，Ｔ 可以表示为

Ｔ ＝
ｃｏｓ ψｃｏｓ ϕ － ｃｏｓ θｓｉｎ ϕｓｉｎ ψ ｃｏｓ ψｓｉｎ ϕ ＋ ｃｏｓ θｃｏｓ ϕｓｉｎ ψ ｓｉｎ ψｓｉｎ θ
－ ｓｉｎ ψｃｏｓ ϕ － ｃｏｓ θｓｉｎ ϕｃｏｓ ψ － ｓｉｎ ψｓｉｎ ϕ ＋ ｃｏｓ θｃｏｓ ϕｃｏｓ ψ ｃｏｓ ψｓｉｎ θ

ｓｉｎ θｓｉｎ ϕ － ｓｉｎ θｃｏｓ ϕ ｃｏｓ θ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

（１３）
上式第 ３ 行中

　 　 Ｔ３１ ＝ ｓｉｎ θｓｉｎ ϕ， Ｔ３２ ＝ － ｓｉｎ θｃｏｓ ϕ， Ｔ３３ ＝ ｃｏｓ θ （１４）
是贴轴坐标的法线与绝对坐标 Ｚ 轴之间的方向余弦．其中进动角 ϕ 只是表明了轴弯曲的方位．
在轴的变形能 Ｕ（ｑａ； θｐ） 中出现有 ｃｏｓ ϕ， ｓｉｎ ϕ， 也是小非线性因素， 以后可以在保辛摄动时

处理．
这样，动能和势能皆已经明确，给出转速参数 Ω（ ｔ）， 其 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数 Ｌ ＝ Ｔ － Ｕ 也就确定

了．不过，Ω（ ｔ） 是时间的函数，相对于横向振动的变化速率是很慢的．将几个概念讲清楚：
１） 如果转轴上安装有 ｎｐ 个转盘，则一般至少有 ｎｐ 个临界转速 Ωｃｒ，ｋ，ｋ ＝ １，２，…，ｎｐ， 工作

转速不可在临界转速附近．
２） 相对于横向振动频率 ω ｔ，临界转速本身是很快的，但转速变化 Ω 比较慢．
３） 横向振动时，伴随有比较慢的圆盘进动．
既然临界转速 Ωｃｒ，ｋ 附近是不能用作工作转速的，则在设计时一定要将临界转速计算清楚．

并且还要考虑到，开始时转速 Ω（０） ＝ ０ 逐步增加到工作转速，例如发电机是 Ω ＝ ３ ０００ ｒ ／ ｍｉｎ，
而发动机往往是 Ω ＝ １０ ０００ ｒ ／ ｍｉｎ 左右，这些是超过若干个临界转速 Ωｃｒ，ｋ 的．转速从低端增加

一定要经过这些临界转速，此时会产生短时间的共振而发生较大的振幅．这些过渡历程必须高

度关注，用数值计算来预测过渡历程是必须进行的，然后进行的试验才有把握．这方面有许多

文献做了研究［１０⁃１１］ ．
长时间线性动力方程可用本征向量展开法求解．初始条件的影响在很小阻尼的作用下，将

不起多少作用．对于多个转盘轴系振动的重要因素是不可避免的偏心 ｅｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｎｐ ．虽然加
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工十分精细而偏心很小，且还有细心的动平衡调整；然而扭转变形的作用，对于高速转子偏心

ｅｉ 仍会产生横向振动的激励作用，只是由于扭转变形，偏心的相位不同了．虽然各个盘偏心激

励的相位有所变化，但激励的相位变化不会使本征值发生偏离．
轴线的变形能可采用线性梁的变形能，可以用 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁理论，也可用 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ

梁理论，以后者为好．变形能 Ｕ（ｑＸ，ｑＹ；θｐ） 的生成没有困难．
本文导出的转轴横向振动方程为常系数的线性方程，这样可求解本征向量，在此基础上还

可用乘法摄动修正髙阶项．

２　 算　 　 例

考虑图 ２ 所示模型，其中长度方向坐标是 Ｚ ．Ｚ ＝ ０ 的根部为固支，即横向位移与转角给

定，梁长为 ｌ ＝ ０．２ ｍ，梁的直径为 ｄ ＝ ０．０１ ｍ ．梁的惯性矩为 ＩＸＺ ＝ ＩＹＺ ＝ πｄ４ ／ ６４，弹性模量为 Ｅ ＝
２１０ ＧＰａ；圆盘的质量为 ｍ ＝ １０ ｋｇ，径向转动惯量为 Ｉ２ ＝ ０．７２ ｋｇ·ｍ２，轴向转动惯量 Ｉ１ ＝ ２Ｉ２ ．原
来状态是没有振动的沿 Ｚ的高速旋转 Ω ＝ ３１４ ｒａｄ ／ ｓ ．考虑在初始时刻 ｔ ＝ ０ 时，在 Ｚ ＝ ０ 的轴根

部给出绝对坐标（Ｘ，Ｚ） 面内的小初始转角 ψＸ（０，ｔ） ＝ ϑ０ ＝ π ／ １８０ ｒａｄ，在 ｔ ＞ ０ 就发生振动及涡

动．该算例在文献［５］中曾经采用精细数学模型计算过，本文采用同样的模型计算，以比较本文

线性化模型的有效性．图 ３，４ 给出了采用本文模型计算涡动得到的数值模拟结果．

图 ２　 悬臂梁⁃圆盘转子模型

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ⁃ｄｉｓｃ ｒｏｔｏｒ ｍｏｄｅｌ

（ａ） ０～２．５ ｓ 轨迹 （ｂ） ０～１７．５ ｓ 轨迹

（ａ） Ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ０～２．５ ｓ （ｂ） Ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ０～１７．５ ｓ

图 ３　 质心轨迹在 ＸＯＹ 平面投影

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｍａｓｓ ｃｅｎｔｒｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｏｎ ｐｌａｎｅ ＸＯＹ

图 ３ 给出了在左端施加一转角扰动后圆盘质心的涡动轨迹在 ＸＯＹ 平面上的投影．由于扰

动的出现，质心从静止逐渐振动起来，并在整体上圆周运动，也就是涡动．图 ４ 给出了质心 Ｘ，Ｙ
轴坐标随时间变化规律．图 ５，６ 是从文献［５］中摘取的．将图 ３，４ 与图 ５，６ 进行比较，可以看

５１０１转子动力学横向振动基本方程



到，本文线性化模型计算结果与精细数学模型的结果是吻合的，这说明在一定程度上，本文的

线性化模型可以适用于转子动力学的分析．但必须说明的是，当转速变化，或者是高速转动时，
非线性作用不再可以忽略，此时则必须采用精细模型．

（ａ） Ｘ 坐标 （ｂ） Ｙ 坐标

（ａ） Ｘ ⁃ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ （ｂ） Ｙ ⁃ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ

图 ４　 质心坐标随时间变化曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｍａｓｓ ｃｅｎｔｒｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｃｕｒｖｅｓ ｖｓ． ｔｉｍｅ

（ａ） ０～２．５ ｓ 轨迹 （ｂ） ０～１７．５ ｓ 轨迹

（ａ） Ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ０～２．５ ｓ （ｂ） Ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ０～１７．５ ｓ

图 ５　 质心轨迹在 ＸＯＹ 平面投影（摘自文献［５］）

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｍａｓｓ ｃｅｎｔｒｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｏｎ ｐｌａｎｅ ＸＯＹ （ｃｉｔｅｄ ｆｒｏｍ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ［５］）

（ａ） Ｘ 坐标 （ｂ） Ｙ 坐标

（ａ） Ｘ ⁃ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ （ｂ） Ｙ ⁃ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ

图 ６　 质心坐标随时间变化曲线（摘自文献［５］）

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｍａｓｓ ｃｅｎｔｒｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｃｕｒｖｅｓ ｖｓ． ｔｉｍｅ（ｃｉｔｅｄ ｆｒｏｍ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ［５］）

３　 结　 　 论

基于 Ｅｕｌｅｒ 角描述的转子动力学系统的保辛数值求解已经在文献［５］中提出，本文将文献

［５］中建立的非线性转子动力系统线性化，建立了描述转子动力学的线性基本方程．在此基础

上，本文研究了单圆盘⁃悬臂梁系统的涡动行为．该算例来自文献［５］，本文采用线性方程计算，
并与文献［５］中的结果进行比较．结果表明本文线性方程的计算结果与文献［５］中的计算结果

吻合，说明了本文提出的线性横向振动方程的正确性和有效性．
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ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ａｎｇｌｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ｔｏ ｄｅｓｃｒｉｂｅ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｍｏｔｉｏｎｓ ｏｆ
ｒｏｔｏｒｓ， ｗａｓ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ． Ｔｈｅｎ ａ ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｒｏｔｏｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｐｒｅｃｉｓｅ ｎｏｎｌｉｎ⁃
ｅａｒ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｗａｓ ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ． Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｔｅｓｔｓ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓ
ａｎｄ ｖａｌｉｄｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｌｉｎｅａｒ ｂａｓｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｒｏｔｏｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ； Ｅｕｌｅｒ ａｎｇｌｅ； ｓｗｉｒｌｉｎｇ ｍｏｔｉｏｎ
Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ Ｇｅｎｅｒａｌ Ｐｒｏｇｒａｍ）

（１１４７２０６７）

８１０１ 吴　 锋　 　 徐 小 明　 　 李 明 武　 　 高　 强　 　 钟 万 勰


