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摘要：　 对具有非线性源项和非线性扩散项的热传导方程建立格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 求解模型．在演化方

程中增加了两个关于源项分布函数的微分算子，对演化方程实施 Ｃｈａｐｍａｎ⁃Ｅｎｓｋｏｇ 展开．通过对演

化方程的进一步改进，恢复出具有高阶截断误差的宏观方程．对不同参数选取下的非线性热传导方

程进行了数值模拟，数值解与精确解吻合得很好．该模型也可以用于同类型的其他偏微分方程的数

值计算中．
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引　 　 言

格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法（ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｍｅｔｈｏｄ，简称 ＬＢＭ）是 ２０ 世纪 ８０ 年代末期提出的

流体力学的一种新兴的数值计算方法［１⁃３］ ．它由格子气自动机演化而来，是从分子运动论层次

描述基本物理规律的动力学方法．该方法的基本思想是构造一个简化的动力学模型（Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ
方程），该模型包含了微观或介观过程的物理本质，使其统计平均结果满足所研究的宏观方程

（Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程）．由于 ＬＢＭ 具有许多独特的优势，自提出之日起就受到流体力学、物理

学、数学、计算机技术等领域的众多专家学者的关注，并逐渐发展成为模拟复杂流动和多重物

理化学传递过程的强有力的数值工具，并成为国际研究的一大热点．近年来，一些学者根据

ＬＢＭ 的建模机理对原有模型进行改造（改变演化方程和平衡态分布函数的形式；对各阶动量

矩方程灵活限定等），构造出很多类型的偏微分方程的格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 求解模型．具体工作可见

文献［４⁃１０］等．
本文主要研究用 ＬＢＭ 求解一般形式的一维非线性热传导方程［１１］，其形式如下：

　 　 ∂ｕ
∂ｔ

＝ ａ ∂２ｕｎ

∂ｘ２
＋ ｕ － ｕｎ，　 　 ｎ ＞ １． （１）

这里 ｎ 是有理数，ａ 是常数，ｕ ＝ ｕ（ｘ，ｔ） 表示温度，ｘ 和 ｔ 分别表示空间和时间变量．非线性热传
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导方程在科学和工程的很多领域都有应用，其中包括材料的热处理［１２］，多孔介质流［１３］，热辐

射波［１４］等．
非线性热传导方程（１）的扩散项是非线性的，且还含有非线性源项．用一般的格子 Ｂｏｌｔｚ⁃

ｍａｎｎ 模型恢复宏观方程，会出现由非线性源项引起的多余项，增大截断误差．所以本文的工作

就是通过恰当的构造演化方程和平衡态分布函数来尽量消除一些误差项，提高模型精度，得到

更精确的数值解．全文安排如下：第 １ 节，建立非线性热传导的高精度格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 求解模

型，给出两个方案；第 ２ 节，数值模拟，验证模型的有效性和精度；最后是全文的总结．

１　 非线性热传导方程的格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 模型

已有的大多数 ＬＢＭ 的建模都是基于最简单的格子 Ｂｈａｔｎａｇａｒ⁃Ｇｒｏｓｓ⁃Ｋｒｏｏｋ（简称 ＬＢＧＫ）模
型［１］ ．对于一维非线性热传导方程（１），本文将采用 Ｄ１Ｑｂ⁃ＬＢＧＫ 模型，即一维网格中每个格点

上的粒子有 ｂ 个运动方向（ｂ 待定）．受文献［６］启发，在演化方程中增加两个关于源项分布函

数的微分算子，所以一维非线性热传导方程（１）的格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 模型的局部粒子分布函数的

演化方程形式如下：
　 　 ｆｉ（ｘ ＋ ｃｉΔｔ，ｔ ＋ Δｔ） － ｆｉ（ｘ，ｔ） ＝

　 　 　 　 － １
τ
［ ｆｉ（ｘ，ｔ） － ｆ ｅｑ

ｉ （ｘ，ｔ）］ ＋ ΔｔＳｉ（ｘ，ｔ） ＋ Δｔ２

２
∂ｔＳｉ（ｘ，ｔ） ＋ Δｔ３

６
∂２
ｔ Ｓｉ（ｘ，ｔ）， （２）

这里 ｆｉ（ｘ，ｔ） 表示 ｔ时刻点 ｘ处以粒子速度 ｃｉ沿 ｉ方向运动的粒子的分布函数．ｉ是离散速度集合

{ ｃ０，ｃ１，ｃ２，…，ｃｂ－１ } 的指标；Δｘ和Δｔ表示格子步长和时间步长，定义 ｃ ＝ Δｘ ／ Δｔ作为格子速度；
τ 是无量纲的松弛时间； ｆ ｅｑ

ｉ （ｘ，ｔ） 是粒子的局部平衡态分布函数；Ｓｉ（ｘ，ｔ） 是源项的分布函数．
１．１　 恢复热传导方程

对式（２）做 Ｔａｙｌｏｒ 展开，有

　 　 Δｔ（∂ｔ ＋ ｃｉ∂ｘ） ｆｉ ＋
Δｔ２

２
（∂ｔ ＋ ｃｉ∂ｘ） ２ ｆｉ ＋

Δｔ３

６
（∂ｔ ＋ ｃｉ∂ｘ） ３ ｆｉ ＝

　 　 　 　 － １
τ
（ ｆｉ － ｆ ｅｑ

ｉ ） ＋ ΔｔＳｉ ＋
Δｔ２

２
∂ｔＳｉ ＋

Δｔ３

６
∂２
ｔ Ｓｉ ＋ Ｏ（Δｔ４） ． （３）

实施关于空间 １ 阶和时间 ３ 阶的多尺度 Ｃｈａｐｍａｎ⁃Ｅｎｓｋｏｇ 展开，有
　 　 ∂ｘ ＝ ε∂ｘ１， （４）
　 　 ∂ｔ ＝ ε∂ｔ１

＋ ε２∂ｔ２
＋ ε３∂ｔ２， （５）

这里 ε 是 １ 个足够小的展开参数．用同样的展开参数 ε 对演化方程中的粒子分布函数 ｆｉ（ｘ，ｔ）
和源项分布函数 Ｓｉ（ｘ，ｔ） 做形式展开，有

　 　 ｆｉ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ ０
εｎ ｆ （ｎ）

ｉ ＝ ｆ （０）
ｉ ＋ ε ｆ （１）

ｉ ＋ ε２ ｆ （２）
ｉ ＋ ε３ ｆ （３）

ｉ ＋ …， （６）

　 　 Ｓｉ ＝ εＳ（１）
ｉ ． （７）

现在把式（４） ～ （７）代入式（３）中，对比 ε 的各阶系数，得到关于 ε 的 ０ 阶到 ３ 阶的一系列微分

方程：

　 　 Ｏ（ε０）：　 － １
τ
（ ｆ （０）

ｉ － ｆ ｅｑ
ｉ ） ＝ ０， 即 ｆ （０）

ｉ ＝ ｆ ｅｑ
ｉ ， （８）

　 　 Ｏ（ε１）：　 （∂ｔ１
＋ ｃｉ∂ｘ１） ｆ

（０）
ｉ ＝ － １

τΔｔ
ｆ （１）
ｉ ＋ Ｓ（１）

ｉ ， （９）
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　 　 Ｏ（ε２）：　 ∂ｔ２ ｆ
（０）
ｉ ＋ １

２
－ τæ

è
ç

ö

ø
÷ Δｔ（∂ｔ１

＋ ｃｉ∂ｘ１）
２ ｆ （０）

ｉ ＝

　 　 　 　 － １
τΔｔ

ｆ （２）
ｉ ＋ Δｔ

２
∂ｔ１Ｓ

（１）
ｉ － τΔｔ（∂ｔ１

＋ ｃｉ∂ｘ１）Ｓ
（１）
ｉ ， （１０）

　 　 Ｏ（ε３）：　 ∂ｔ３ ｆ
（０）
ｉ ＋ （１ － ２τ）Δｔ∂ｔ２（∂ｔ１

＋ ｃｉ∂ｘ１） ｆ
（０）
ｉ ＋

　 　 　 　 τ２ － τ ＋ １
６

æ

è
ç

ö

ø
÷ Δｔ２（∂ｔ１

＋ ｃｉ∂ｘ１）
３ ｆ （０）

ｉ ＝

　 　 　 　 － １
τΔｔ

ｆ （３）
ｉ ＋ １

２
－ τæ

è
ç

ö

ø
÷ Δｔ∂ｔ２Ｓ

（１）
ｉ － τ

２
Δｔ２∂ｔ１（∂ｔ１

＋ ｃｉ∂ｘ１）Ｓ
（１）
ｉ ＋

　 　 　 　 τ２ － τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Δｔ２（∂ｔ１

＋ ｃｉ∂ｘ１）
２Ｓ（１）

ｉ ＋ Δｔ２

６
∂２
ｔ１Ｓ

（１）
ｉ ． （１１）

宏观量 ｕ（ｘ，ｔ） 定义为该点各个方向的局部粒子分布函数的和，即

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
ｉ
ｆｉ（ｘ，ｔ） ． （１２）

由质量守恒，局部平衡态分布函数应满足

　 　 ∑
ｉ
ｆ ｅｑ
ｉ ＝ ∑

ｉ
ｆｉ ＝ ｕ ． （１３）

那么，由式（６）、（８）和（１３），有

　 　 ∑
ｉ
ｆ （０）
ｉ ＝ ｕ， ∑

ｉ
ｆ （ｎ）
ｉ ＝ ０　 　 （ｎ ＞ ０） ． （１４）

对于式（９），关于 ｉ 求和，且由式（１４）有

　 　 ∂ｔ１ｕ ＋ ∂ｘ１∑
ｉ
ｃｉ ｆ （０）

ｉ ＝ ∑
ｉ
Ｓ（１）
ｉ ． （１５）

由于宏观方程（１）中不含有对流项，所以设局部平衡态分布函数的 １ 阶矩为 ０，即

　 　 ∑
ｉ
ｃｉ ｆ （０）

ｉ ＝ ０， （１６）

则方程（１５）变为

　 　 ∂ｔ１ｕ ＝ ∑
ｉ
Ｓ（１）
ｉ ． （１７）

对于式（１０），关于 ｉ 求和，并结合式（１４）和（１６），有

　 　 ∂ｔ２ｕ ＋ １
２

－ τæ

è
ç

ö

ø
÷ Δｔ (∂２

ｔ１ｕ ＋ ∂２
ｘ１∑

ｉ
ｃ２ｉ ｆ （０）

ｉ ) ＝

　 　 　 　 １
２

－ τæ

è
ç

ö

ø
÷ Δｔ∂ｔ１∑

ｉ
Ｓ（１）
ｉ － τΔｔ∂ｘ１∑

ｉ
ｃｉＳ（１）

ｉ ． （１８）

由方程（１７），且令

　 　 ∑
ｉ
ｃ２ｉ ｆ （０）

ｉ ＝ ａｕｎ

Δｔ（τ － １ ／ ２）
， （１９）

　 　 ∑
ｉ
ｃｉＳ（１）

ｉ ＝ ０， 即 ∑
ｉ
ｃｉＳｉ ＝ ０， （２０）

则得到关于 ε 的 ２ 阶方程为

　 　 ∂ｔ２ｕ ＝ ａ∂２
ｘ１（ｕ

ｎ） ． （２１）
对于式（１１），关于 ｉ 求和，并结合式（１４）、（１６）和（１７），有

　 　 ∂ｔ３ｕ ＋ １
２

－ τæ

è
ç

ö

ø
÷ Δｔ∂ｔ２（∂ｔ１ｕ） ＋ τ２ － τ ＋ １

６
æ

è
ç

ö

ø
÷ (３∂ｔ１∂

２
ｘ１∑

ｉ
ｃ２ｉ ｆ （０）

ｉ ＋ ∂３
ｘ１∑

ｉ
ｃ３ｉ ｆ （０）

ｉ ) ＝
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　 　 　 　 τ２ － τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Δｔ２∂２

ｘ１∑
ｉ
ｃ２ｉ Ｓ（１）

ｉ ． （２２）

由 ∂ｔ２（∂ｔ１ｕ） ＝ ∂ｔ１（∂ｔ２ｕ） 和式（１９）、（２１），有

　 　 ∂ｔ３ｕ ＝ － τ２ － τ ＋ １
６

æ

è
ç

ö

ø
÷ Δｔ２∂３

ｘ１∑
ｉ
ｃ３ｉ ｆ （０）

ｉ － Δｔ ２τ２ － ２τ ＋ １ ／ ４
τ － １ ／ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∂ｔ１∂

２
ｘ１（ａｕ

ｎ） ＋

　 　 　 　 τ２ － τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Δｔ２∂２

ｘ１∑
ｉ
ｃ２ｉ Ｓ（１）

ｉ ． （２３）

由式（１７），有

　 　 ∂ｔ１∂
２
ｘ１（ａｕ

ｎ） ＝ ∂２
ｘ１［ａ∂ｔ１（ｕ

ｎ）］ ＝ ∂２
ｘ１（ａｎｕ

ｎ－１∂ｔ１ｕ） ＝ ∂２
ｘ１ (ａｎｕｎ－１∑

ｉ
Ｓ（１）
ｉ ) ． （２４）

则式（２３）变成

　 　 ∂ｔ３ｕ ＝ － τ２ － τ ＋ １
６

æ

è
ç

ö

ø
÷ Δｔ２∂３

ｘ１∑
ｉ
ｃ３ｉ ｆ （０）

ｉ －

　 　 　 　 Δｔ ２τ２ － ２τ ＋ １ ／ ４
τ － １ ／ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∂２

ｘ１ (ａｎｕｎ－１∑
ｉ
Ｓ（１）
ｉ ) ＋ τ２ － τ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ Δｔ２∂２

ｘ１∑
ｉ
ｃ２ｉ Ｓ（１）

ｉ ． （２５）

在这个关于 ε 的 ３ 阶方程中，等号右边的后两项是与源项相关的误差项，应该试图消去它们．
有两种方案可以选择．

方案 １　 令∑ ｉ
ｃ２ｉ Ｓ（１）

ｉ ＝ ０，即∑ ｉ
ｃ２ｉ Ｓｉ ＝ ０， 则只剩下 １ 项需要消除．在演化方程（２）中增加

１ 项，使其形式为

　 　 ｆｉ（ｘ ＋ ｃｉΔｔ，ｔ ＋ Δｔ） － ｆｉ（ｘ，ｔ） ＝ － １
τ
［ ｆｉ（ｘ，ｔ） － ｆ ｅｑ

ｉ （ｘ，ｔ）］ ＋ ΔｔＳｉ ＋

　 　 　 　 Δｔ２

２
∂ｔＳｉ ＋

Δｔ３

６
∂２
ｔ Ｓｉ ＋ Δｔ２ ２τ２ － ２τ ＋ １ ／ ４

τ － １ ／ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∂２

ｘ（ａｎｕｎ－１Ｓｉ） ． （２６）

方案 ２　 若 ∑ ｉ
ｃ２ｉ Ｓ（１）

ｉ ≠ ０， 则需在演化方程（２）中增加两项才可以消除这两个误差．其形

式变为

　 　 ｆｉ（ｘ ＋ ｃｉΔｔ，ｔ ＋ Δｔ） － ｆｉ（ｘ，ｔ） ＝

　 　 　 　 － １
τ
［ ｆｉ（ｘ，ｔ） － ｆ ｅｑ

ｉ （ｘ，ｔ）］ ＋ ΔｔＳｉ ＋
Δｔ２

２
∂ｔＳｉ ＋

Δｔ３

６
∂２
ｔ Ｓｉ ＋

　 　 　 　 Δｔ２ ２τ２ － ２τ ＋ １ ／ ４
τ － １ ／ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∂２

ｘ（ａｎｕｎ－１Ｓｉ） － Δｔ３ τ２ － τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∂２

ｘ（ｃ２ｉ Ｓｉ） ． （２７）

以上两种方案均可以在多尺度展开后最终使方程（２５）变成

　 　 ∂ｔ３ｕ ＝ － Δｔ２ τ２ － τ ＋ １
６

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∂３

ｘ１∑
ｉ
ｃ３ｉ ｆ （０）

ｉ ． （２８）

现在，由 ｅｑ．（１７） × ε ＋ ｅｑ．（２１） × ε２ ＋ ｅｑ．（２８） × ε３， 可以导出宏观方程为

　 　 ∂ｔｕ ＝ ａ∂２
ｘ（ｕｎ） － Δｔ２ τ２ － τ ＋ １

６
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∂３

ｘ∑
ｉ
ｃ３ｉ ｆ （０）

ｉ ＋ ∑
ｉ
Ｓｉ ．

若再令∑ ｉ
ｃ３ｉ ｆ （０）

ｉ ＝ ０ 和∑ ｉ
Ｓｉ ＝ ｕ － ｕｎ，这样就精确地恢复出具有 ３ 阶精度的非线性热传导方

程（１）．

注 １　 设∑ ｉ
ｃ２ｉ ｆ （０）

ｉ ＝ Ｎ，∑ ｉ
ｃ３ｉ ｆ （０）

ｉ ＝ Ｐ ≠ ０， 则恢复出来的宏观方程形式为
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　 　 ∂ｔｕ ＝ Δｔ τ － １
２( ) ∂２

ｘＮ － Δｔ２ τ２ － τ ＋ １
６( ) ∂３

ｘＰ ＋ Ｆ（ｕ，ｘ，ｔ） ． （２９）

所以具有以上形式的一系列非线性偏微分方程可以利用本文建立的格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 模型，在平衡态分布函数

的各阶矩方程的限制下选择合理的平衡态分布函数求解．

注 ２　 事实上源项 Ｆ（ｕ，ｘ，ｔ） ＝ ｕ － ｕｎ 只是针对本文研究的热传导方程的．方程（２９） 中的源项可以是 ｕ，ｘ
和 ｔ 的其他函数形式．

１．２　 ＬＢＧＫ模型的局部平衡态分布函数

上文所推导的求解非线性热传导方程（１）的两个 ＬＢＧＫ 模型的演化方程形式不同，但是

对平衡态分布函数的各阶矩的限制是一致的，即

　 　 ∑
ｉ
ｆ （０）
ｉ ＝ ｕ， ∑

ｉ
ｃｉ ｆ （０）

ｉ ＝ ０， ∑
ｉ
ｃ２ｉ ｆ （０）

ｉ ＝ ａｕｎ

Δｔ（τ － １ ／ ２）
， ∑

ｉ
ｃ３ｉ ｆ （０）

ｉ ＝ ０．

令 ｅｉ ＝ ｃｉ ／ ｃ， 有

　 　
∑

ｉ
ｆ （０）
ｉ ＝ ｕ， ∑

ｉ
ｅｉ ｆ （０）

ｉ ＝ ０，

∑
ｉ
ｅ２ｉ ｆ （０）

ｉ ＝ ａｕｎ

Δｔｃ２（τ － １ ／ ２）
＝ ϕ（ｕ）， ∑

ｉ
ｅ３ｉ ｆ （０）

ｉ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３０）

这里无量纲的松弛时间 τ 是一个自由参数．
选择不含零速度的 Ｄ１Ｑ４ 速度模型计算．离散的速度集合为 { ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｃ４ } ＝ { ｃ， － ｃ，２ｃ，

－ ２ｃ } ，即 { ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４ } ＝ { １， － １，２， － ２ } ．解方程组（３０），得到相应的平衡态分布函数为

　 　 ｆ （０）
１ ＝ ｆ （０）

２ ＝ ４ｕ － ϕ（ｕ）
６

， ｆ （０）
３ ＝ ｆ （０）

４ ＝ ϕ（ｕ） － ｕ
６

．

现在分别确定两个方案的演化方程（２６）和（２７）中的源项分布函数 Ｓｉ ．
对于方案 １，源项分布函数 Ｓｉ 的限制条件为

　 　 ∑
ｉ
Ｓｉ ＝ Ｆ， ∑

ｉ
ｃｉＳｉ ＝ ０， ∑

ｉ
ｃ２ｉ Ｓｉ ＝ ０．

我们选取

　 　 Ｓ１ ＝ ７
１０

Ｆ， Ｓ２ ＝ １９
３０

Ｆ， Ｓ３ ＝ － １１
６０

Ｆ， Ｓ４ ＝ － ３
２０

Ｆ ．

对于方案 ２，源项分布函数 Ｓｉ 的限制条件为

　 　 ∑
ｉ
Ｓｉ ＝ Ｆ， ∑

ｉ
ｃｉＳｉ ＝ ０．

可以简单地选取

　 　 Ｓ１ ＝ Ｓ２ ＝ Ｓ３ ＝ Ｓ４ ＝ １
４

Ｆ ．

２　 数 值 模 拟

方程（１）的精确解可以用双曲正切方法求出［１１］，其具体形式如下：

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ １
２

－ １
２

ｔａｎｈ
ｎ － １
２ｎ ａ

（ｘ － ａ ｔ）é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú{ }

１ ／ （ｎ－１）

．

为了检验计算格式的有效性和精度，我们通常用精确解与数值解比较，来考察 ｔｋ 时刻的全

局相对误差 ＥＧＲＥ 和最大绝对误差 ＥＭＡＥ ．分别定义为

２６１１ 用格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法模拟非线性热传导方程



　 　 ＥＧＲＥ（ ｔｋ） ＝
∑

ｉ
ｕｎｕｍ（ｘｉ，ｔｋ） － ｕ（ｘｉ，ｔｋ）

∑
ｉ

ｕ（ｘｉ，ｔｋ）
，

　 　 ＥＭＡＥ（ ｔｋ） ＝ ｍａｘ
ｉ

ｕｎｕｍ（ｘｉ，ｔｋ） － ｕ（ｘｉ，ｔｋ） ，

其中， ｕｎｕｍ（ｘｉ，ｔｋ） 和 ｕ（ｘｉ，ｔｋ） 分别为 ｔｋ 时刻格点 ｘｉ 处的数值解与精确解．
宏观的初边值条件由精确解确定．令初始的粒子分布函数直接等于平衡态分布函数．边界

处理采用非平衡态外推格式［１５］ ．对于演化方程中偏导数 ∂ｔ，∂２
ｔ 和 ∂２

ｘ 的计算，都采用有限差分格

式来计算．
表 １　 格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 数值解的最小全局相对误差及相应的松弛时间 （ｎ ＝ １．２， ａ ＝ ０．０５）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｍｉｎｉｍａｌ ＥＧＲＥ ｏｆ ｔｈｅ ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ
ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｏｐｔｉｍａｌ ｒｅｌａｘａｔｉｏｎ ｔｉｍｅｓ （ｎ ＝ １．２， ａ ＝ ０．０５）

τ ｔ ＝ １ ｔ ＝ ２ ｔ ＝ ３ ｔ ＝ ４

ｃ ＝ ５
ｓｃｈｅｍｅ１ １．２９６ １．５１４ ０Ｅ－００３ １．２０７ ７Ｅ－００３ ９．３９４ ０Ｅ－００４ ７．２７３ ５Ｅ－００４

ｓｃｈｅｍｅ２ １．３２５ １．５１４ ０Ｅ－００３ １．２２０ ５Ｅ－００３ ９．５５３ ７Ｅ－００４ ７．４２４ ０Ｅ－００４

ｃ ＝ ８
ｓｃｈｅｍｅ１ １．０３１ ３．１２７ ９Ｅ－００４ ２．４９３ ８Ｅ－００４ １．８８９ ９Ｅ－００４ １．４１６ ８Ｅ－００４

ｓｃｈｅｍｅ２ １．０３４ ３．１９１ ０Ｅ－００４ ２．５３６ ２Ｅ－００４ １．９２２ ９Ｅ－００４ １．４４２ ６Ｅ－００４

ｃ ＝ １０
ｓｃｈｅｍｅ１ ０．９３２ ４．７３６ ７Ｅ－００５ ４．９９０ １Ｅ－００５ ３．９４２ ６Ｅ－００５ ３．０４８ ８Ｅ－００５

ｓｃｈｅｍｅ２ ０．９３２ ４．４７４ ４Ｅ－００５ ４．９０３ ４Ｅ－００５ ３．８７７ ３Ｅ－００５ ２．９８５ ０Ｅ－００５

表 ２　 格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 数值解的最小全局相对误差及相应的松弛时间 （ｎ ＝ １．２， ａ ＝ ０．１）
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｍｉｎｉｍａｌ ＥＧＲＥ ｏｆ ｔｈｅ ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ

ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｏｐｔｉｍａｌ ｒｅｌａｘａｔｉｏｎ ｔｉｍｅｓ （ｎ ＝ １．２， ａ ＝ ０．１）

τ ｔ ＝ １ ｔ ＝ ２ ｔ ＝ ３ ｔ ＝ ４

ｃ ＝ １０
ｓｃｈｅｍｅ１ １．２３１ ３．９４３ ４Ｅ－００４ ３．０８８ ６Ｅ－００４ ２．４０４ ７Ｅ－００４ １．８６７ ６Ｅ－００４

ｓｃｈｅｍｅ２ １．２４３ ３．９８１ ９Ｅ－００４ ３．１２８ ０Ｅ－００４ ２．４４０ ２Ｅ－００４ １．８９７ ７Ｅ－００４

ｃ ＝ ２０
ｓｃｈｅｍｅ１ ０．９４９ １．５６２ ５Ｅ－００５ １．２０８ ９Ｅ－００５ ９．５０１ ５Ｅ－００６ ８．１７２ １Ｅ－００６

ｓｃｈｅｍｅ２ ０．９４９ １．５４９ ７Ｅ－００５ １．１９４ ０Ｅ－００５ ９．３２５ ５Ｅ－００６ ７．９５６ ６Ｅ－００６

ｃ ＝ ２５
ｓｃｈｅｍｅ１ ０．９５７ １．１９８ １Ｅ－００５ ９．１３８ ６Ｅ－００６ ７．１０７ ９Ｅ－００６ ６．０３６ ０Ｅ－００６

ｓｃｈｅｍｅ２ ０．９５７ １．１８７ ７Ｅ－００５ ９．０２１ １Ｅ－００６ ６．９６８ １Ｅ－００６ ５．８７１ ３Ｅ－００６

表 ３　 格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 数值解的最小全局相对误差及相应的松弛时间 （ｎ ＝ １．２， ａ ＝ １．０）
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｍｉｎｉｍａｌ ＥＧＲＥ ｏｆ ｔｈｅ ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ

ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｏｐｔｉｍａｌ ｒｅｌａｘａｔｉｏｎ ｔｉｍｅｓ （ｎ ＝ １．２， ａ ＝ １．０）

τ ｔ ＝ １ ｔ ＝ ２ ｔ ＝ ３ ｔ ＝ ４

ｃ ＝ ２０
ｓｃｈｅｍｅ１ ３．１２９ １．５３９ ６Ｅ－００４ １．５４５ ６Ｅ－００４ １．３８４ ８Ｅ－００４ １．１８８ ９Ｅ－００４

ｓｃｈｅｍｅ２ ３．９０９ １．５８８ ７Ｅ－００４ ２．４９１ ０Ｅ－００４ ２．１２６ ６Ｅ－００４ １．７８４ ６Ｅ－００４

ｃ ＝ ５０
ｓｃｈｅｍｅ１ １．７３１ ５．９１６ ７Ｅ－００５ ４．９６７ ９Ｅ－００５ ４．１１８ ８Ｅ－００５ ３．３８３ ９Ｅ－００５

ｓｃｈｅｍｅ２ １．７４５ ５．９８２ １Ｅ－００５ ５．０２６ ０Ｅ－００５ ４．１６９ １Ｅ－００５ ３．４２６ ６Ｅ－００５

ｃ ＝ １００
ｓｃｈｅｍｅ１ １．１３３ １．００８ ２Ｅ－００５ ８．２０３ ５Ｅ－００６ ６．６５１ ８Ｅ－００６ ５．３７１ ７Ｅ－００６

ｓｃｈｅｍｅ２ １．１３４ １．０１２ ４Ｅ－００５ ８．２３９ ７Ｅ－００６ ６．６８２ ６Ｅ－００６ ５．３９７ ６Ｅ－００６

　 　 所有的数值计算统一选取计算域为［０，１］， 空间步长 Δｘ ＝ ０．０１．分别考虑 ｎ ＝ １．２， ａ ＝
０􀆰 ０５，０．１，１．０ 这几种情形下非线性热传导方程的数值解．在演化方程中，无量纲的松弛时间 τ
是一个自由参数，其取值会影响数值解的精度和稳定性．我们用不同 τ 进行数值模拟，找到达

到稳定的数值解且使全局相对误差最小的 τ 值．表 １，２，３ 给出了不同参数下在时间 ｔ ＝ １，２，３，
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４ 时，采用本文推导的两种方案算得的全局相对误差以及相应的无量纲松弛时间．表 ４ 列出了

ｎ ＝ １．２，ａ ＝ ０．１ 时热传导方程的数值解和精确解．由以上几个数表可以看到，两种方案都得到

精确的数值解，且两种方案的全局相对误差非常接近．当格子速度 ｃ 增大时，即随着时间步长

的减小，数值解的精度有所提高．图 １ 为 ｎ ＝ １．２，ａ ＝ ０．１ 时热传导方程的数值解和精确解的图

示（采用方案 １ 计算）．可以看到两个图几乎一致，进一步验证了我们所构造的格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ
模型的有效性．

表 ４　 格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 数值解与精确解的比较 （ｎ ＝ １．２， ａ ＝ ０．１， ｃ ＝ ２０， τ ＝ ０．９４９）
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ

ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ （ｎ ＝ １．２， ａ ＝ ０．１， ｃ ＝ ２０， τ ＝ ０．９４９）

ｘ ｓｃｈｅｍｅ１⁃ｎｕｍ ｓｃｈｅｍｅ２⁃ｎｕｍ ｅｘａｃｔ
０．１ ２４．２６２ ８３ ２４．２６２ ８３ ２４．２６２ ７８
０．２ ２７．５２０ ３７ ２７．５２０ ３７ ２７．５２０ ６７
０．３ ３１．３２３ ９４ ３１．３２３ ９３ ３１．３２４ ４７
０．４ ３５．７７７ ３７ ３５．７７７ ３５ ３５．７７８ ０２
０．５ ４１．００６ １７ ４１．００６ １６ ４１．００６ ８０
０．６ ４７．１６２ ４０ ４７．１６２ ３８ ４７．１６２ ８２
０．７ ５４．４３０ ６１ ５４．４３０ ５８ ５４．４３０ ５９
０．８ ６３．０３５ ３５ ６３．０３５ ３０ ６３．０３４ ５７
０．９ ７３．２５０ ３４ ７３．２５０ ２９ ７３．２４８ ４０

表 ５　 ｔ ＝ １ 时刻的精度分析 （Δｔ ＝ ０．００１， ｎ ＝ １．２， ａ ＝ ０．１）
Ｔａｂｌｅ ５　 Ａｃｃｕｒａｃｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｔ ｔ ＝ １（Δｔ ＝ ０．００１， ｎ ＝ １．２， ａ ＝ ０．１）

Ｎ
ｓｃｈｅｍｅ １

τ ＥＭＡＥ ｏｒｄｅｒ ＥＧＲＥ ｏｒｄｅｒ

ｓｃｈｅｍｅ ２

τ ＥＭＡＥ ｏｒｄｅｒ ＥＧＲＥ ｏｒｄｅｒ
１０ ０．５１５ １．４０９ ５ ８．０８０ ８Ｅ－００３ ０．５１５ １．３９７ ２ ７．９５７ ９Ｅ－００３
２０ ０．５６０ ３．９２８ ５Ｅ－００１ １．８４３ １ ２．４６９ ２Ｅ－００３ １．７１０ ５ ０．５６０ ３．８８０ ９Ｅ－００１ １．８４８ １ ２．４２５ ４Ｅ－００３ １．７１４ ２
４０ ０．７４４ ７．６２９ ０Ｅ－００２ ２．３６４ ４ ６．６６７ ０Ｅ－００４ １．８８８ ９ ０．７４３ ７．５１１ ９Ｅ－００２ ２．３６９ １ ６．５５９ ４Ｅ－００４ １．８８６ ６
８０ ０．９７８ ２．７６９ ２Ｅ－００３ ４．７８４ ０ ３．０５２ ０Ｅ－００５ ４．４４９ ２ ０．９７９ ２．５８６ ８Ｅ－００３ ４．８５９ ９ ３．３４０ ８Ｅ－００５ ４．２９５ ３

（ａ） 数值解 （ｂ） 精确解

（ａ） Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ （ｂ） Ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｒｅｓｕｌｔｓ
图 １　 ｎ ＝ １．２， ａ ＝ ０．１ 时的数值解与精确解

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｎｄ ｅｘａｃｔ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ｎ ＝ １．２， ａ ＝ ０．１

４６１１ 用格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法模拟非线性热传导方程



　 　 为了检测此格式的空间精度能否达到理论精度，对参数 ｎ ＝ １．２ 和 ａ ＝ ０．１， 保持计算区域

［０，１］ 不变，对格子数 １０，２０，４０ 和 ８０ 分别进行数值模拟．表 ５ 列出了详细的精度分析．精度的

阶数是对数坐标系下格子步长与误差做直线拟合后直线的斜率．可以看出该计算格式的实际

精度基本上是大于 ２ 阶的．

３　 总　 　 结

本文对含有非线性扩散项和非线性源项的一般形式的热传导方程构造了新的格子 Ｂｏｌｔｚ⁃
ｍａｎｎ 求解模型．首先在演化方程中增加了两个关于源项分布函数的微分算子，对演化方程实

施 Ｃｈａｐｍａｎ⁃Ｅｎｓｋｏｇ 展开，在恢复的宏观方程中为消去多余的误差项，进一步改进演化方程的

形式，最终给出了两个方案，均可得到 ３ 阶精度的宏观方程．在不同的参数选取下，用 Ｄ１Ｑ４ 速

度模型进行了数值模拟．数值结果表明两种方案都得到精度较高的数值解，且两种方案的数值

解非常接近．随着时间步长的减小，数值解的精度提高，且实际数值精度基本大于 ２ 阶．
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ｒａｍｅｔｅｒ ｓｅｌｅｃｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｐｅｒｆｏｒｍｅｄ． Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｇｒｅｅ ｗｅｌｌ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ．
Ｔｈｉｓ ｍｏｄｅｌ ｃａｎ ａｌｓｏ ｂｅ ｄｉｒｅｃｔｌｙ ｕｓｅｄ ｔｏ ｎｕｍｅｒｉｃａｌｌｙ ｓｏｌｖｅ ｏｔｈｅｒ ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ
ｓｉｍｉｌａｒ ｆｏｒｍｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｍｏｄｅｌ； ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ； ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｈａｔｎａｇａｒ⁃
Ｇｒｏｓｓ⁃Ｋｒｏｏｋ ｍｏｄｅｌ； ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｏｕｒｃｅ ｔｅｒｍ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１１４０１０４６）

６６１１ 用格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法模拟非线性热传导方程


