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基于状态方程矩形层合板多种
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摘要：　 以边界位移函数方法为基础，推导了矩形层合板多种边界条件下的非齐次状态方程和定

解条件．将非齐次状态方程增维齐次化，可避免积分时可能出现的数值病态问题，并简化了计算过

程．边界位移沿厚度方向非线性分布假设可以适当减少数值结果收敛要求的薄层数．数值结果可作

为其它数值法或半解析法的标准解．该文的方法可为分析更加复杂的边界条件问题提供参考．
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引　 　 言

基于状态方程理论的半解析法［１⁃５］处理板的侧面边界条件没有原则上的困难，但复杂边界

条件下板壳结构的解析解问题却一直是一个富有挑战性的问题．因此，基于三维状态方程理论

关于四边简支矩形层合板或开口壳的解析解的文献［６⁃１１］ 较多，而关于其它复杂边界条件问题

的研究［７，１２⁃１４］却不多见．
文献［７］结合三角级数展开待求函数的理论，应用 δ 函数方法研究了一对边简支另一对

边固支的层合板壳的解析解．文献［１２］采用相同的方法研究了含固支边的压电材料层合板的

解析解．文献［７］在研究含自由边的层合板的解析解时，采用了边界位移函数方法．文献［１３⁃
１４］采用边界位移函数方法分别对含固支和含自由边的层合板解析解进行了更详细的理论分

析和数值实例研究．同时，文献［１３］指出矩形板侧面边界的位移分布函数可有多种形式的多项

式．对比边界位移函数法和 δ 函数法，边界位移函数法的收敛快，数值分析相对简单［１３⁃１４］ ．
如果矩形板一对边简支，另一对边是其它情况，则矩形板侧面边界条件的基本类型共有 ８

种［１５⁃１６］ ．当然，若考虑两对边边界条件的任意组合，那么矩形板的边界条件种类就更多了．迄今

为止，基于状态空间理论，有 ３ 种基本边界条件的解析解得到了研究： １） 四边简支问题［６⁃１１］；
２） 一对边简支另一对边固支［７，１２⁃１３］的问题（文献［７，１２⁃１３］中的方法也适于处理四边固支的

问题）； ３） 一对边简支另一对边自由的边界问题［７，１４］ ．
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文献［１６］基于二维的 Ｓｔｒｏｈ 公式理论，将其扩展至三维问题，除研究了文献［１５］指出的矩

形板的 ８ 种基本边界条件的解析解外，还就其它更加复杂的边界条件进行了分析讨论．因此，
在状态空间理论的基础上，有待对更多的边界条件下矩形板壳结构的解析解进行深入研究．

１　 矩形板的坐标系统和边界条件

图 １ 是矩形单板（图 １（ａ））、矩形层合板（图 １（ｂ））和坐标系统的描述和说明．假定与 ｘ２ 轴

垂直的对边简支，则表 １ 中的第 ２ 列与 ｘ２ 方向的简支边组合就是 ８ 种基本的边界条件［１５⁃１６］ ．假
设材料是正交异性的，若表 １ 中的第 ２ 列和第 ３ 列任意组合，则无刚体位移的边界条件类型共

有 ６３ 种．
为了方便起见，本文采用文献［１６］的方法标识 ８ 种基本边界条件，当在边界 ｘ１ ＝ ０ 和 ｘ１ ＝

ａ 上满足表 １ 中 Ｂｎ 的边界条件，且在边界 ｘ２ ＝ ０ 和 ｘ２ ＝ ｂ 简支时，我们称这种边界条件为

ＢｎＢｎ（ｎ ＝ １，２，…，８）， 即 Ｂ１Ｂ１， Ｂ２Ｂ２， Ｂ３Ｂ３， Ｂ４Ｂ４， Ｂ５Ｂ５， Ｂ６Ｂ６， Ｂ７Ｂ７ 和 Ｂ８Ｂ８．

（ａ） 单层板 （ｂ） 多层板

（ａ） Ｔｈｅ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｌａｙｅｒ ｐｌａｔｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｌａｍｉｎａｔｅｄ ｐｌａｔｅ

图 １　 矩形单板、层合板和坐标系统

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｌａｙｅｒ ｐｌａｔｅ， ｔｈｅ ｌａｍｉｎａｔｅｄ ｐｌａｔｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍｓ

表 １　 基本边界条件

Ｔａｂｌｅ １　 Ｂａｓｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

ｎｏｔａｔｉｏｎ ＢＣ： ｘ１ ＝ ０ ｏｒ ｘ１ ＝ ａ ＢＣ： ｘ２ ＝ ０ ｏｒ ｘ２ ＝ ｂ ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ

Ｂ１ ｕ１ ＝ ０， ｕ２ ＝ ０， ｕ３ ＝ ０ ｕ１ ＝ ０， ｕ２ ＝ ０， ｕ３ ＝ ０ ｃｌａｍｐｅｄ ｓｕｒｆａｃｅ

Ｂ２ ｕ１ ＝ ０， ｕ２ ＝ ０， σ１３ ＝ ０ ｕ１ ＝ ０， ｕ２ ＝ ０， σ２３ ＝ ０ －

Ｂ３ ｕ１ ＝ ０， σ１２ ＝ ０， ｕ３ ＝ ０ σ１２ ＝ ０， ｕ２ ＝ ０， ｕ３ ＝ ０ －

Ｂ４ ｕ１ ＝ ０， σ１２ ＝ ０， σ１３ ＝ ０ σ１２ ＝ ０， ｕ２ ＝ ０， σ２３ ＝ ０ ｓｍｏｏｔｈ ｓｕｒｆａｃｅ

Ｂ５ σ１１ ＝ ０， ｕ２ ＝ ０， ｕ３ ＝ ０ ｕ１ ＝ ０， σ２２ ＝ ０， ｕ３ ＝ ０ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ

Ｂ６ σ１１ ＝ ０， ｕ２ ＝ ０， σ１３ ＝ ０ ｕ１ ＝ ０， σ２２ ＝ ０， σ２３ ＝ ０ －

Ｂ７ σ１１ ＝ ０， σ１２ ＝ ０， ｕ３ ＝ ０ σ１２ ＝ ０， σ２２ ＝ ０， ｕ３ ＝ ０ －

Ｂ８ σ１１ ＝ ０， σ１２ ＝ ０， σ１３ ＝ ０ σ１２ ＝ ０， σ２２ ＝ ０， σ２３ ＝ ０ ｔｒａｃｔｉｏｎ⁃ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ

２　 弹性材料的状态方程

在直角坐标系中（如图 １），根据平衡方程和材料本构关系或修正后的变分原理［４⁃５，８，１７］，忽
略体积力，可导出图 １（ａ）中所示矩形板的状态方程：
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， （１）

式中

　 　 α ＝ ∂ ／ ∂ｘ１， β ＝ ∂ ／ ∂ｘ２， ｓ１ ＝ １ ／ Ｃ５５， ｓ２ ＝ １ ／ Ｃ４４， ｓ３ ＝ １ ／ Ｃ３３， ｓ４ ＝ － Ｃ１３ ／ Ｃ３３，
　 　 ｓ５ ＝ － Ｃ２３ ／ Ｃ３３， ｓ６ ＝ Ｃ１１ － Ｃ２

１３ ／ Ｃ３３， ｓ７ ＝ Ｃ１２ － Ｃ１３Ｃ２３ ／ Ｃ３３，
　 　 ｓ８ ＝ Ｃ２２ － Ｃ２

２３ ／ Ｃ３３， ｓ９ ＝ Ｃ６６ ．
平面内的 ３ 个应力分量可表示为
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对于四边简支（Ｂ５Ｂ５）的矩形板问题，可设

　 　

（σ１３，ｕ１） ＝ ∑
ｍ
∑

ｎ
（σｍｎ

１３ （ｘ３），ｕｍｎ
１ （ｘ３））ｃｏｓ（ζｘ１）ｓｉｎ（ηｘ２），

（σ２３，ｕ２） ＝ ∑
ｍ
∑

ｎ
（σｍｎ

２３ （ｘ３），ｕｍｎ
２ （ｘ３））ｓｉｎ（ζｘ１）ｃｏｓ（ηｘ２），

（σ３３，ｕ３） ＝ ∑
ｍ
∑

ｎ
（σｍｎ

３３ （ｘ３），ｕｍｎ
３ （ｘ３））ｓｉｎ（ζｘ１）ｓｉｎ（ηｘ２），

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（３）

式中， ζ ＝ ｍπ ／ ａ，η ＝ ｎπ ／ ｂ ．
将方程（３）代入方程（１）中，对每对 （ｍ，ｎ） 有
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如果通过求解方程（４）得到 ３ 个位移 ｕ１，ｕ２，ｕ３ 和３个平面外应力σ１３，σ２３，σ３３，则可通过方

程（２） 得到 ３ 个平面内应力 σ１１，σ２２，σ１２ 的值．

３　 非简支边界的边界位移函数、非齐次项和定解条件

假定与 ｘ２ 轴垂直的对边简支（如图 １），并假设本节公式中各边界位移函数 ｇ１（ｘ１），ｈ１（ｘ１）
＝ １ － ｘ１ ／ ａ，ｇ２（ｘ１），ｈ２（ｘ１） ＝ ｘ１ ／ ａ，其中 ａ 代表矩形板 ｘ１ 方向的长度．为了满足边界条件，设

　 　 ｕ⌒ｉ ＝ ｕｉ ＋ ｕ－ ｉ 　 　 （ ｉ ＝ １，２，３）， （５）
其中， ｕｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 的展开式与方程（３） 相同，ｕ－ ｉ 为边界位移函数．

９６１１基于状态方程矩形层合板多种边界条件下的解析解



值得说明的是，除了符号表达有所区别外，本文关于 ５ 种基本边界条件的公式推导方法和步

骤与文献［１３⁃１４］基本类似．由于篇幅所限，这里省略了关于 ｍ ＝ ０ 或 ｎ ＝ ０ 的非齐次项公式．
３．１　 Ｂ１Ｂ１的边界位移函数、非齐次项和定解条件［１３］

为了在 ｘ１ ＝ ０，ａ 处满足 ｕ１ ＝ ０，设方程（５） 中的边界位移函数 ｕ－ １ 为
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将方程（５）的 ｕ⌒１ 视为 ｕ１， 代入方程（１），则方程（４）增加的非齐次项可表示为
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考虑矩形板的对称性，并将式（７）中的 ｇ１（ｘ１），ｇ２（ｘ１） 及其导数非零的项展开成必要的级

数后化简，则方程（７）就变为
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其中

　 　 ϕ ＝ ２（１ － ｃｏｓ（ｍπ）） ／ （ｍ２π２）， ψ ＝ ２（１ － ｃｏｓ（ｍπ）） ／ （ｍπ） ．
根据文献［１３⁃１４］中的方法，由 ｘ１ ＝ ０，ａ 处的边界条件 ｕ１ ＝ ０ 可求得上式中的 ｕ－ １０， 其定解

条件为

　 　 ｕ－ ｎ
１０（ｘ３） ＋ ∑

ｍ
ｕｍｎ

１ （ｘ３） ＝ ０　 　 （ｍ ＝ １，３，５，…； ｎ ＝ １，３，５，…） ． （９）

将方程（５）的 ｕ⌒１ 视为 ｕ１，并与 ｕ２，σ３３ 一同代入方程（２），可得平面内应力的解．
３．２　 Ｂ２Ｂ２的边界位移函数、非齐次项和定解条件

具体的推导方法和步骤与 Ｂ１Ｂ１ 相同．设方程（５）中的边界位移函数 ｕ－ １ 和 ｕ－ ３ 为

　 　
ｕ－ １ ＝ ∑

ｎ
ｕ－ ｎ

１０（ｘ３）ｇ１（ｘ１）ｓｉｎ（ηｘ２） ＋ ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

１ａ（ｘ３）ｇ２（ｘ１）ｓｉｎ（ηｘ２），

ｕ－ ３ ＝ ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

３０（ｘ３）ｈ１（ｘ１）ｓｉｎ（ηｘ２） ＋ ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

３ａ（ｘ３）ｈ２（ｘ１）ｓｉｎ（ηｘ２） ．

ì

î

í

ïï

ïï

（１０）

将方程（５）的 ｕ⌒ｉ（ ｉ ＝ １，３） 视为 ｕｉ（ ｉ ＝ １，３）， 代入方程（１），则方程（４）增加的非齐次项为

０７１１ 卿　 　 光　 　 辉　 　 　 张　 　 小　 　 欢



　 　

ｆ１
ｆ２
ｆ３
ｆ４
ｆ５
ｆ６

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

＝

２ｓ９η２ϕｕ－ １０（ｘ３）

（２（ ｓ７ ＋ ｓ９）ηψ ／ ａ）ｕ－ １０（ｘ３）

０
－ ２ϕｕ－ ′１０（ｘ３）

－ η（κ ＋ λ） ｕ－ ３０（ｘ３）

－ （２ｓ４ψ ／ ａ） ｕ－ １０（ｘ３） － （κ ＋ λ）ｕ－ ′３０（ｘ３）

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

， （１１）

其中， ϕ 和 ψ 与式（８） 相同，这里 κ ＝ ２ ／ （ｍπ），λ ＝ ２（ － １）ｍ－１ ／ （ｍπ） ．
由 ｘ１ ＝ ０，ａ 处的边界条件 ｕ１ ＝ ０ 和 σ１３ ＝ ０ 可求得上式中 ｕ－ １０ 和 ｕ－ ３０， 其定解条件为

　 　
ｕ－ ｎ

１０（ｘ３） ＋ ∑
ｍ
ｕｍｎ

１ （ｘ３） ＝ ０　 　 （ｍ ＝ １，３，５，…； ｎ ＝ １，３，５，…），

∑
ｍ
σｍｎ

１３ （ｘ３） ＝ ０ （ｍ ＝ １，３，５，…； ｎ ＝ １，３，５，…） ．

ì

î

í

ïï

ïï

（１２）

将方程（５）中的 ｕ⌒１ 视为 ｕ１，并与 ｕ２，σ３３ 一同代入方程（２），可得平面内应力的解．
３．３　 Ｂ３Ｂ３的边界位移函数、非齐次项和定解条件

考虑到在 ｘ１ ＝ ０，ａ 处 σ１２ ＝ ０ 的情况，设方程（５） 中的边界位移函数 ｕ－ １ 和 ｕ－ ２ 分别为

　 　

ｕ－ １ ＝ ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

１０（ｘ３）ｇ１（ｘ１）ｓｉｎ（ηｘ２） ＋ ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

１ａ（ｘ３）ｇ２（ｘ１）ｓｉｎ（ηｘ２），

ｕ－ ２ ＝ ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

１０（ｘ３）（ηａｇ２
１（ｘ１） ／ ２）ｃｏｓ（ηｘ２） －

　 　 ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

１ａ（ｘ３）（ηａｇ２
２（ｘ１） ／ ２）ｃｏｓ（ηｘ２） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１３）

将方程（５）的 ｕ⌒ｉ（ ｉ ＝ １，２） 视为 ｕｉ（ ｉ ＝ １，２）， 代入方程（１），则方程（４）增加的非齐次项为

　 　

ｆ１
ｆ２
ｆ３
ｆ４
ｆ５
ｆ６

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

＝

－ ２ｓ７η２ϕｕ－ １０（ｘ３）

（η（ａ２ｓ８η２（θ ＋ ϑ） ＋ ４ｓ７ψ） ／ （２ａ））ｕ
－
１０（ｘ３）

０
－ ２ϕｕ－ ′１０（ｘ３）

－ （ａ（θ ＋ ϑ） ／ ２）η ｕ－ ′１０（ｘ３）

－ （（ａ２ｓ５η２（θ ＋ ϑ） ＋ ４ｓ４ψ） ／ （２ａ））ｕ
－
１０（ｘ３）

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

， （１４）

其中

　 　 θ ＝ ２（π２ｍ２ ＋ ２（ｃｏｓ（ｍπ） － １）） ／ （π３ｍ３），
　 　 ϑ ＝ ２（ － １）ｍ－１（π２ｍ２ ＋ ２（ｃｏｓ（ｍπ） － １）） ／ （π３ｍ３） ．
由 ｘ１ ＝ ０，ａ 处的边界条件 ｕ１ ＝ ０ 可求得上式中的 ｕ－ １０， 其定解条件为

　 　 ｕ－ ｎ
１０（ｘ３） ＋ ∑

ｍ
ｕｍｎ

１ （ｘ３） ＝ ０　 　 （ｍ ＝ １，３，５，…； ｎ ＝ １，３，５，…） ． （１５）

将方程（５）的 ｕ⌒ｉ（ ｉ ＝ １，２） 视为 ｕｉ（ ｉ ＝ １，２）， 并与 σ３３ 一同代入方程（２）， 可得平面内应力

的解．
３．４　 Ｂ４Ｂ４的边界位移函数、非齐次项和定解条件

考虑到在 ｘ１ ＝ ０，ａ 处 σ１２ ＝ ０ 的情况，设方程（５） 中的边界位移函数 ｕ－ １，ｕ
－
２，ｕ

－
３ 分别为

１７１１基于状态方程矩形层合板多种边界条件下的解析解



　 　

ｕ－ １ ＝ ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

１０（ｘ３）ｇ１（ｘ１）ｓｉｎ（ηｘ２） ＋ ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

１ａ（ｘ３）ｇ２（ｘ１）ｓｉｎ（ηｘ２），

ｕ－ ２ ＝ ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

１０（ｘ３）（ηａｇ２
１（ｘ１） ／ ２）ｃｏｓ（ηｘ２） －

　 　 ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

１ａ（ｘ３）（ηａｇ２
２（ｘ１） ／ ２）ｃｏｓ（ηｘ２），

ｕ－ ３ ＝ ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

３０（ｘ３）ｈ１（ｘ１）ｓｉｎ（ηｘ２） ＋ ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

３ａ（ｘ３）ｈ２（ｘ１）ｓｉｎ（ηｘ２） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（１６）

将方程（５）的 ｕ⌒ｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 视为 ｕｉ（ ｉ ＝ １，２，３）， 代入方程（１），则方程（４）增加的非齐次

项为

　 　

ｆ１
ｆ２
ｆ３
ｆ４
ｆ５
ｆ６

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

＝

－ ２ｓ７η２ϕｕ－ １０（ｘ３）

（η（ａ２ｓ８η２（θ ＋ ϑ） ＋ ４ｓ７ψ） ／ （２ａ））ｕ
－
１０（ｘ３）

０
－ ２ϕｕ－ ′１０（ｘ３）

－ η（κ ＋ λ）ｕ－ ３０（ｘ３） ＋ （ａ（θ ＋ ϑ） ／ ２）ｕ－ ′１０（ｘ３）

－ （（ａ２ｓ５η２（θ ＋ ϑ） ＋ ４ｓ４ψ） ／ （２ａ））ｕ
－
１０（ｘ３） ＋ （κ ＋ λ）ｕ－ ′３０（ｘ３）

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

． （１７）

由 ｘ１ ＝ ０，ａ 处的边界条件 ｕ１ ＝ ０ 和 σ１３ ＝ ０ 可求得上式中 ｕ－ １０ 和 ｕ－ ３０， 其定解条件为

　 　
ｕ－ ｎ

１０（ｘ３） ＋ ∑
ｍ
ｕｍｎ

１ （ｘ３） ＝ ０　 　 （ｍ ＝ １，３，５，…； ｎ ＝ １，３，５，…），

∑
ｍ
σｍｎ

１３ （ｘ３） ＝ ０　 　 （ｍ ＝ １，３，５，…； ｎ ＝ １，３，５，…） ．

ì

î

í

ïï

ïï

（１８）

将方程（５）中的 ｕ⌒ｉ（ ｉ ＝ １，２） 视为 ｕｉ（ ｉ ＝ １，２），并与σ３３ 一同代入方程（２），可得平面内应力

的解．
３．５　 Ｂ６Ｂ６的边界位移函数、非齐次项和定解条件

设方程（５）中的边界位移函数 ｕ－ ３ 为

　 　 ｕ－ ３ ＝ ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

３０（ｘ３）ｇ１（ｘ１）ｓｉｎ（ηｘ２） ＋ ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

３ａ（ｘ３）ｇ２（ｘ１）ｓｉｎ（ηｘ２） ． （１９）

将方程（５）左边 ｕ⌒３ 视为 ｕ３， 代入方程（１），则方程（４）增加的非齐次项为

　 　

ｆ１
ｆ２
ｆ３
ｆ４
ｆ５
ｆ６

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

＝

０
０
０
０

－ η（κ ＋ λ）ｕ－ ３０（ｘ３）

－ （κ ＋ λ）ｕ－ ′３０（ｘ３）

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

． （２０）

由 ｘ１ ＝ ０，ａ 处的边界条件 σ１３ ＝ ０ 可求得上式中的 ｕ－ ３０， 其定解条件为

　 　 ∑
ｍ
σｍｎ

１３ （ｘ３） ＝ ０　 　 （ｍ ＝ １，３，５，…； ｎ ＝ １，３，５，…） ． （２１）

将 ｕ１，ｕ２，σ３３ 的展开式代入方程（２），可得平面内应力的解．
３．６　 Ｂ７Ｂ７的边界位移函数、非齐次项和定解条件

考虑到在 ｘ１ ＝ ０，ａ 处 σ１２ ＝ ０ 的情况，设方程（５） 中的边界位移函数 ｕ－ １，ｕ
－
２ 分别为
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ｕ－ １ ＝ ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

１０（ｘ３）ｇ１（ｘ１）ｓｉｎ（ηｘ２） ＋ ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

１ａ（ｘ３）ｇ２（ｘ１）ｓｉｎ（ηｘ２），

ｕ－ ２ ＝ ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

１０（ｘ３）（ηａｇ ２
１ （ｘ１） ／ ２）ｃｏｓ（ηｘ２） －

　 　 ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

１ａ（ｘ３）（ηａｇ ２
２ （ｘ１） ／ ２）ｃｏｓ（ηｘ２） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（２２）

将方程（５）的 ｕ⌒ｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 视为 ｕｉ（ ｉ ＝ １，２，３）， 代入方程（１），则方程（４）增加的非齐次

项为

　 　

ｆ１
ｆ２
ｆ３
ｆ４
ｆ５
ｆ６

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

＝

－ ２ｓ７η２ϕｕ－ １０（ｘ３）

（η（ａ２ｓ８η２（θ ＋ ϑ） ＋ ４ｓ７ψ） ／ （２ａ））ｕ
－
１０（ｘ３）

０
－ ２ϕｕ－ ′１０（ｘ３）

－ （ａη （θ ＋ ϑ） ／ ２）ｕ－ ′１０（ｘ３）

－ （（ａ２ｓ５η２（θ ＋ ϑ） ＋ ４ｓ４ψ） ／ （２ａ））ｕ
－
１０（ｘ３）

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

． （２３）

根据方程（２），由 ｘ１ ＝ ０，ａ 处的边界条件 σ１１ ＝ ０ 可求得上式中的 ｕ－ １０， 其定解条件为

　 　 σ－ ｎ
１１（ｘ３） ＋ ∑

ｍ
σｍｎ

１１ （ｘ３） ＝ ０　 　 （ｍ ＝ １，３，５，…； ｎ ＝ １，３，５，…）， （２４）

其中

　 　 σ－ ｎ
１１ ＝ （ａ２ｓ７η２（θ ＋ ϑ） ＋ ４ｓ６ψ） ／ （２ａ）ｕ

－ ｎ
１０ － ｓ４σｎ

３３ ．

将方程（５）的 ｕ⌒１ 视为 ｕ１，并与 ｕ２，σ３３ 一同代入方程（２），可得平面内应力的解．
３．７　 Ｂ８Ｂ８的边界位移函数、非齐次项和定解条件

考虑到在 ｘ１ ＝ ０，ａ 处 σ１２ ＝ ０ 的情况，这里设方程（５） 中的边界位移函数 ｕ－ １，ｕ
－
２，ｕ

－
３ 分别为

　 　

ｕ－ １ ＝ ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

１０（ｘ３）ｇ１（ｘ１）ｓｉｎ（ηｘ２） ＋ ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

１ａ（ｘ３）ｇ２（ｘ１）ｓｉｎ（ηｘ２），

ｕ－ ２ ＝ ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

１０（ｘ３）（ηａｇ２
１（ｘ１） ／ ２）ｃｏｓ（ηｘ２） －

　 　 ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

１ａ（ｘ３）（ηａｇ２
２（ｘ１） ／ ２）ｃｏｓ（ηｘ２），

ｕ－ ３ ＝ ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

３０（ｘ３）ｈ１（ｘ１）ｓｉｎ（ηｘ２） ＋ ∑
ｎ
ｕ－ ｎ

３ａ（ｘ３）ｈ２（ｘ１）ｓｉｎ（ηｘ２） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（２５）

将方程（５）的 ｕ⌒ｉ（ ｉ ＝ １，２） 视为 ｕｉ（ ｉ ＝ １，２）， 代入方程（１），则方程（４）增加的非齐次项为

　 　

ｆ１
ｆ２
ｆ３
ｆ４
ｆ５
ｆ６

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

＝

－ ２ｓ７η２ϕｕ－ １０（ｘ３）

（η（ａ２ｓ８η２（θ ＋ ϑ） ＋ ４ｓ７ψ） ／ （２ａ））ｕ
－
１０（ｘ３）

０
－ ２ϕｕ－ ′１０（ｘ３）

－ （ａη（θ ＋ ϑ） ／ ２）ｕ－ ′１０（ｘ３）

－ （（ａ２ｓ５η２（θ ＋ ϑ） ＋ ４ｓ４ψ） ／ （２ａ））ｕ
－
１０（ｘ３）

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

． （２６）

根据方程（２），由 ｘ１ ＝ ０，ａ 处的边界条件 σ１１ ＝ ０ 和 σ１３ ＝ ０ 可求得上式中的 ｕ－ １０ 和 ｕ－ ３０， 其

定解条件为

３７１１基于状态方程矩形层合板多种边界条件下的解析解



　 　
σ－ ｎ

１１（ｘ３） ＋ ∑
ｍ
σｍｎ

１１ （ｘ３） ＝ ０　 　 （ｍ ＝ １，３，５，…； ｎ ＝ １，３，５，…），

∑
ｍ
σｍｎ

１３ （ｘ３） ＝ ０ （ｍ ＝ １，３，５，…； ｎ ＝ １，３，５，…），

ì

î

í

ïï

ïï

（２７）

其中

　 　 σ－ ｎ
１１ ＝ （ａ２ｓ７η２（θ ＋ ϑ） ＋ ４ｓ６ψ） ／ （２ａ）ｕ

－ ｎ
１０ － ｓ４σｎ

３３ ．
将方程（５）的 ｕ⌒ｉ（ ｉ ＝ １，２） 视为 ｕｉ（ ｉ ＝ １，２）， 并与 σ３３ 一同代入方程（２）， 可得平面内应力

的解．

４　 数 值 实 例

已知两层板［０° ／ ９０°］（图 １（ｂ）），假定与 ｘ２ 轴垂直的对边简支．ａ ＝ ｂ ＝ １， Ｈ ＝ ０．２， ｈ１ ＝

０􀆰 ５Ｈ， ｈ２ ＝ ０．５Ｈ ．材料工程弹性常数为［１３］

　 　 Ｅ１１ ＝ ２５Ｅ２２ ＝ ２５Ｅ３３， Ｇ１２ ＝ Ｇ２２ ＝ ０．５Ｅ３３， Ｇ２３ ＝ ０．２Ｅ３３， μ１２ ＝ μ１３ ＝ μ２３ ＝ ０．２５．
板的上表面受垂直向上的正弦载荷 ｑ ＝ ｑ０ｓｉｎ（πｘ１ ／ ａ）ｓｉｎ（πｘ２ ／ ｂ） 的作用．求其变形．

解　 首先要说明，在求解方法上，本文与文献［７， １２⁃１４］有所不同：
１） 精细积分法可给出达到计算机精度的数值结果，并且不涉及复数及其求逆的运算．所

以本文首先应用文献［１８］的方法对方程（４）增加的非齐次项进行了齐次化处理，然后采用精

细积分法求解．
２） 文献［７， １２⁃１４］假设边界位移沿厚度方向的分布为线性表达式．本文假设边界位移沿

厚度方向的分布为非线性表达式（２８），这一假设可以适当减少数值结果收敛要求的薄层数．
　 　 Ｕ（ｘ３） ＝ Ｕｎｊ１ － （Ｕｎｊ１ － Ｕｎｊ２）（ｅｘｐ（ｘ３） － １） ／ （ｅｘｐ（ｄ ｊ） － １），

　 　 ｘ３ ∈ ［０，ｄ ｊ］， （２８）
其中， Ｕ（ｘ３） 代表 ｕ－ １（ｘ３），ｕ

－
２（ｘ３） 或 ｕ－ ３（ｘ３），ｄ ｊ 是薄层的厚度．

除此以外，求解过程与文献［７， １２⁃１４］基本相同．因为板的上表面受垂直向上的正弦载

荷，所以在计算过程中，当 ｍ ＝ ｎ ＝ １ 时，取 ｑ０ ≠０；当 ｍ ＝ ３，５，…，９９，ｎ ＝ １ 时，ｑ０ ＝ ０．本文分别

对各层的薄层数为 ３，４和 ５的情况进行了数值比较，当ｍ ＝ １，３，５，…，９９，ｎ ＝ １ 时，其数值结果

就有明显的变化．
具体的数值结果见表 ２（各层的薄层数均为 ４ 层），其中圆括号中的数据为文献［１６］的结

果（参见无量纲式（２９）），方括号中给出的数据为误差（ ｜ （本文解－文献解） ／ 文献解 ｜ ×１００％）．

　 　

［ｕ⌒１（ｘ３），ｕ⌒２（ｘ３）］ ＝

　 　 （１００ＥＴＨ２ ／ （ｑ０Ｌ３
１））［ｕ１（Ｌ１ ／ ４，Ｌ２ ／ ２，ｘ３），ｕ２（Ｌ１ ／ ２，Ｌ２ ／ ４，ｘ３）］，

［ｕ⌒３（ｘ３）］ ＝ （１００ＥＴＨ３ ／ （ｑ０Ｌ４
１））ｕ３（Ｌ１ ／ ２，Ｌ２ ／ ２，ｘ３），

［σ⌒１１（ｘ３），σ⌒２２（ｘ３）］ ＝

　 　 （１０Ｈ２ ／ （ｑ０Ｌ２
１））［σ１１（Ｌ１ ／ ２，Ｌ２ ／ ２，ｘ３），σ２２（Ｌ１ ／ ２，Ｌ２ ／ ２，ｘ３）］，

σ⌒１２（ｘ３） ＝ （１０Ｈ２ ／ （ｑ０Ｌ２
１））σ１２（Ｌ１ ／ ８，０，ｘ３），

［σ⌒２３（ｘ３），σ⌒３１（ｘ３）］ ＝ （１０Ｈ ／ （ｑ０Ｌ１））［σ２３（Ｌ１ ／ ２，０，ｘ３），σ３１（Ｌ１ ／ ８，Ｌ２ ／ ２，ｘ３）］，

［σ⌒３３（ｘ３）］ ＝ σ３３（Ｌ１ ／ ２，Ｌ２ ／ ２，ｘ３） ／ ｑ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（２９）

从总体上分析，最小误差对应于 Ｂ５Ｂ５ 型；对应于 Ｂ４Ｂ４ 型，本文的解与文献［１６］的解相
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差较大，最大误差是 ３．８４％（参见表 ２ 中的平面外应力 σ⌒３３（Ｈ ／ ２）） ．因此，本文的结果与文献

［１６］的结果是比较吻合的．
表 ２　 ８ 种边界条件下的位移和应力

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ８ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

ｖａｒｉａｂｌｅ Ｂ１Ｂ１ Ｂ２Ｂ２ Ｂ３Ｂ３ Ｂ４Ｂ４ Ｂ５Ｂ５ Ｂ６Ｂ６ Ｂ７Ｂ７ Ｂ８Ｂ８

ｕ⌒１（Ｈ）

－１．０７１ １

（－１．０４７）

［２．２９％］

－０．５２３ ６

（－０．５１２）

［２．１７％］

－１．０７２ ３

（－１．０５０）

［２．１５％］

－０．３５４ ５

（－０．３４３）

［３．４１％］

－１．８９２ ４

（－１．８７０）

［１．２０％］

－０．８６５ ５

（－０．８４７）

［２．１８％］

－１．９６４ ４

（－１．９２４）

［２．１１％］

－０．５７７ １

（－０．５６５）

［２．１３％］

ｕ⌒２（０）

１．３７０ ４

（１．３４１）

［２．１８％］

２．６８８ ４

（２．６３２）

［２．１６％］

１．３８７ ６

（１．３６０）

［２．０３％］

３．３６１ ４

（３．２４７）

［３．５２％］

１．９２０ ８

（１．８９９）

［１．１４％］

２．７７４ ２

（２．７１７）

［２．１２％］

２．００１ ８

（１．９６１）

［２．０８％］

３．３５９ ６

（３．２９１）

［２．０９％］

ｕ⌒３（Ｈ ／ ２）

１．２３６ ３

（１．２１７）

［１．５６％］

２．２７９ ３

（２．２４６）

［１．４８％］

１．２４６ ０

（１．２２９）

［１．３８％］

２．８１２ ５

（２．７０８）

［３．８５％］

１．７３３ ０

（１．７１２）

［１．２２％］

２．３７３ ９

（２．３２７）

［２．０２％］

１．７９３ ２

（１．７５８）

［２．０１％］

２．８０９ ７

（２．７５３）

［２．０６％］

σ⌒１１（０）

－４．７０５ ２

（－４．６３０）

［１．５２％］

－２．５３７ ２

（－２．４９９）

［１．４９％］

－４．７３２ ４

（－４．６６７）

［１．４０％］

－２．０６０ ４

（－１．９９４）

［３．３３％］

－７．７６１ ５

（－７．６７１）

［１．１８％］

－３．５２８ ６

（－３．４５７）

［２．０７％］

－８．１０５ ０

（－７．９１３）

［２．４３％］

－２．７２３ ４

（－２．６６０）

［２．３８％］

σ⌒２２（Ｈ）

５．８２２ ８

（５．７２３）

［１．７４％］

１０．７４６ ３

（１０．５６８）

［１．６８％］

５．８５８ ７

（５．７７１）

［１．５２％］

１３．１８３ ２

（１２．７０５ ０）

［３．７６％］

７．９７６ ２

（７．８９４）

［１．０４％］

１１．１５１ ２

（１０．８８８）

［２．４２％］

８．１０５ １

（８．０９６）

［２．７３％］

１３．２６１ １

（１２．８７７）

［２．９８％］

σ⌒３３（Ｈ ／ ２）

０．５９０ １

（０．５７９）

［１．９２％］

０．４４０ ３

（０．４３２）

［１．８６％］

０．５８７ ７

（０．５７７）

［１．８７％］

０．３８２ １

（０．３６８）

［３．８４％］

０．５００ ５

（０．４９５）

［１．１２％］

０．４２６ ９

（０．４１６）

［２．６２％］

０．５０１ ３

（０．４８９）

［２．５１％］

０．３６８ ６

（０．３５９）

［２．６８％］

σ⌒１２（０）

０．３２０ ４

（０．３１３）

［２．３５％］

０．４９８ ２

（０．４８７）

［２．２９％］

０．２５１ ９

（０．２４７）

［２．０１％］

０．０６７ ５

（０．０６５）

［３．８１％］

０．５３２ ８

（０．５２７ ０）

［１．０９％］

０．５５３ ２

（０．５３９）

［２．６５％］

０．４３４ ３

（０．４２４）

［２．４３％］

０．１１０ ６

（０．１０８）

［２．３９％］

σ⌒２３（Ｈ ／ ２）

０．８９５ ９

（０．８７５）

［２．３９％］

１．３８２ ０

（１．３５１）

［２．３２％］

０．８８９ ８

（０．８７１）

［２．１４％］

１．５０９ ２

（１．４９９）

［３．７４％］

１．２２４ ７

（１．２１１）

［１．１３％］

１．４５３ ３

（１．４１６）

［２．６３％］

１．２５５ ７

（１．２２５）

［２．５１％］

１．５７８ ８

（１．５４１）

［２．４６％］

σ⌒１３（Ｈ ／ ２）

１．５８７ ６

（１．５５０）

［２．４１％］

０．６５２ ８０

（０．６３８）

［２．３２％］

１．６０２ ０

（１．５６７）

［２．２１％］

０．４３５ １

（０．４１９）

［３．８３％］

１．２３０ ４

（１．２１６）

［１．１５％］

０．６５５ ４

（０．６３８）

［２．７１％］

１．２５５ ５

（１．１９５）

［２．４９％］

０．４２５ ３

（０．４１６）

［２．２２％］

５　 结　 　 论

基于三维的状态空间理论体系，通过引入边界位移函数，对一对边简支另一对边为其它情

况的层合板建立了非齐次的状态方程，并给出了各种基本边界条件下静力学问题的精确解析

解．精确解析解可方便地展示状态变量（即位移变量和应力变量）沿厚度变化的情况．由物理方

程求出的各种边界条件下的平面外应力都是连续的．
为了验证本文的理论，将数值结果与相关文献的结果进行了比较，数值结果可作为其它数

值法或半解析法的标准解．本文在计算方法上采用了精细积分法，并假设边界位移沿厚度方向

的分布为非线性的．非线性的分布假设可以适当减少数值结果收敛要求的薄层数，提高了计算

效率．本文的工作进一步说明用状态空间理论求解非简支边界的板壳问题是有效的，本文的方

５７１１基于状态方程矩形层合板多种边界条件下的解析解



法可为分析更复杂的边界条件问题提供参考．
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７７１１基于状态方程矩形层合板多种边界条件下的解析解


