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摘要：　 自钱伟长建立了功率型变分原理以来，功率型变分原理和功能型变分原理在理论方面和应

用方面有什么区别和联系，成为学术界关注的课题． 应用变积方法，根据 Ｊｏｕｒｄａｉｎ 原理和 ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ
原理，建立了不可压缩黏性流体力学的功率型变分原理和功能型拟变分原理，推导了不可压缩黏

性流体力学的功率型变分原理的驻值条件和功能型拟变分原理的拟驻值条件．研究了不可压缩黏

性流体力学的功率型变分原理在有限元素法中的应用．研究表明，功率型变分原理与 Ｊｏｕｒｄａｉｎ 原理

相吻合，功能型变分原理与 ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 原理相吻合．功率型变分原理直接在状态空间中研究问题，
不仅在建立变分原理的过程中可以省略在时域空间中的一些变换，而且给动力学问题有限元素法

的数值建模带来方便．
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引　 　 言

文献［１］指出，世界上有两个学术中心变分原理的研究工作引起各国学者的注意，一个是

美国麻省理工学院的 Ｒｅｉｓｓｎｅｒ［２］，Ｗａｓｈｉｚｕ［３］，Ｐｉａｎ［４］ 等人，另一个就是钱伟长［５］、Ｈｕ（胡海

昌） ［６］等中国学者．
１９８４ 年文献［５］从流体力学的基本方程出发，对内流、外流等一般的黏性流动建立了更为

普遍的变分原理，对不可压缩黏性流体和可压缩黏性流体分别建立了最大功率消耗原理．许多

学者已经注意到，与以往诸多学者建立的功能型变分原理不同，文献［５］建立的是功率型变分

原理．功率型变分原理和功能型变分原理在理论方面和应用方面有什么区别和联系，成为学术

界关注的课题．梁立孚等应用变积方法推导流体动力学功率型变分原理，得到钱伟长先生的亲

自推荐［７］，进而建立了不可压缩黏性流体力学卷积型的功率型变分原理［８］ ．作为这类研究的继
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续，近年来又研究了功能型拟变分原理［９⁃１０］ ．
本文作者通过长期的研究发现，功率型变分原理与 Ｊｏｕｒｄａｉｎ 原理相吻合，功能型变分原理

与 ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 原理相吻合．如所周知 Ｊｏｕｒｄａｉｎ 原理和 ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 原理都是力学中的基本原理，
只不过 Ｊｏｕｒｄａｉｎ 原理是在状态空间研究问题，而 ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 原理是在位形空间研究问题．

本文以不可压缩黏性流体力学为例，分别从 Ｊｏｕｒｄａｉｎ 原理和 ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 原理出发，对比推

导出功率型变分原理和功能型拟变分原理，分别推导了它们的驻值条件和拟驻值条件．研究了

不可压缩黏性流体力学的功率型变分原理在有限元素法中的应用．最后，尝试性地说明了功率

型变分原理的特点．
Ｊｏｕｒｄａｉｎ 原理和 ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 原理是分析力学中的两个最基本的原理．
对于由任意个质点 ｍｉ（ ｉ ＝ １，２，…） 组成的质点系，可以列出 Ｊｏｕｒｄａｉｎ 形式的动力学普遍

定理：

　 　 ∑
ｎ

ｉ
（ｍｉｖｉ － ｆｉ）·δｖｉ ＝ ０， （ａ）

其中， ｖｉ 为质点ｍｉ 的速度， ｆｉ 为作用于ｍｉ 的主动力，δｖｉ 为ｍｉ 的 Ｊｏｕｒｄａｉｎ 速度变分．方程（ａ）可
解释为：对于系统内各质点在约束条件允许下的 Ｊｏｕｒｄａｉｎ 速度变分，其主动力及惯性力的总虚

功率为 ０，因此亦称为虚功率原理．根据虚功率原理可以进一步推导出系统的功率型变分原理．
对于由任意个质点 ｍｉ（ ｉ ＝ １，２，…） 组成的质点系，可以列出 ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 形式的动力学普

遍定理：

　 　 ∑
ｎ

ｉ
（ｍｉｖｉ － ｆｉ）·δｒｉ ＝ ０， （ｂ）

其中， ｒｉ 为质点 ｍｉ 相对惯性空间的矢径， ｆｉ 为作用于 ｍｉ 的主动力，δｒｉ 为 ｍｉ 的 ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 矢
径变分．方程（ｂ）可解释为：对于系统内各质点在约束条件允许下的 ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 矢径变分，其
主动力及惯性力的总虚功为 ０，因此亦称为虚功原理．根据虚功原理可以进一步推导出系统的

功能型变分原理．

１　 不可压缩黏性流体力学的功率型变分原理

１９８４ 年，钱伟长［５］从流体力学的基本方程出发，对内流、外流等一般的黏性流动建立了更

为普遍的变分原理．参照钱伟长的工作，我们应用变积方法建立不可压缩黏性流体力学的功率

型变分原理．
参考文献［５，１１⁃１２］，不可压缩黏性流体力学的控制方程为

动力学方程

　 　 － ρ ｄｖ
ｄｔ

＋ Ñ·τ ＋ ｆ ＝ ０； （１）

连续性方程

　 　 Ñ·ｖ ＝ ０； （２）
本构关系

　 　 τ ＝ － ｐ ＋ ２
３

μÑ·ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ ＋ μ（Ñｖ ＋ ｖÑ） ． （３）

边界条件 Ｓ ＝ Ｓｗ ＋ Ｓｆ，
在力学边界 Ｓｆ 上
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　 　 τ·ｎ － Ｔ ＝ ０； （４）
在速度边界 Ｓｗ 上

　 　 ｖ ＝ ｖ－ ． （５）
为了书写简洁以及推导方便，上面的方程式采用实体张量记号书写．ρ 是密度，为 ０ 阶张量

（标量）；ｖ为速度矢量（１阶张量）； ｆ为单位体积流体所受的体积力矢量；τ为应力 ２阶张量； μ
为黏性系数标量；Ｉ为 ２阶单位张量；ｎ为单位外法向矢量；ｐ为静水压强，为 ０阶张量（标量）；Ñ

为梯度算子（又称 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子）．Ｓｗ 为速度边界面，这里速度 ｖ－ 为确定的函数；Ｓｆ 为力学边界

面，这里单位面积流体所受的面积力矢量 Ｔ 为确定的函数．
将式（１）和式（４）分别点乘以 δｖ， 然后积分，并代数相加，考虑到

　 　 ｄｖ
ｄｔ

＝ ∂ｖ
∂ｔ

＋ ｖ·（Ñｖ），

可得

　 　 ∫∫∫
Ｖ

－ ρ ∂ｖ
∂ｔ

－ ρｖ·（Ñｖ） ＋ Ñ·τ ＋ ｆé

ë
êê

ù

û
úú·δｖｄＶ －

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｆ
（τ·ｎ － Ｔ）·δｖｄＳ ＝ ０． （６）

应用 Ｇｒｅｅｎ 定理

　 　 ∫∫∫
Ｖ

Ñ·τ·δｖｄＶ ＝ ∫∫
Ｓｗ＋Ｓｆ

τ·ｎ·δｖｄＳ － ∫∫∫
Ｖ
τ ∶ δÑｖｄＶ ． （７）

将式（７）代入式（６），可得

　 　 ∫∫∫
Ｖ

－ ρ ∂ｖ
∂ｔ
·δｖ － ρｖ·（Ñｖ）·δｖ － τ ∶ δÑｖ ＋ ｆ·δｖé

ë
êê

ù

û
úú ｄＶ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｆ
Ｔ·δｖｄＳ ＋ ∫∫

Ｓｗ
τ·ｎ·δｖｄＳ ＝ ０． （８）

这就是流体力学中的虚功率原理，由以上推导过程可以发现，无论材料的本构关系如何，虚功

率原理都成立．
将式（３）代入式（８），可得

　 　 ∫∫∫
Ｖ

－ ρ ∂ｖ
∂ｔ
·δｖ － ρｖ·（Ñｖ）·δｖ ＋é

ë
êê

　 　 　 　 ｐ ＋ ２
３

μÑ·ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ ∶ δÑｖ － μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）∶ δÑｖ ＋ ｆ·δｖù

û
úú ｄＶ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｆ
Ｔ·δｖｄＳ ＋ ∫∫

Ｓｗ
τ·ｎ·δｖｄＳ ＝ ０． （９）

引入先决条件式（２）和式（５），可得

　 　 ∫∫∫
Ｖ

[ － ρ ∂ｖ
∂ｔ
·δｖ － ρｖ·（Ñｖ）·δｖ ＋ ｐＩ ∶ δÑｖ －

　 　 　 　 μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）∶ δÑｖ ＋ ｆ·δｖ ]ｄＶ ＋ ∫∫
Ｓｆ
Ｔ·δｖｄＳ ＝ ０． （１０）

考虑到 Ñｖ ＋ ｖÑ的对称性，上式可以处理为一个泛函的驻值问题

　 　 π１ ＝ ∫∫∫
Ｖ

ｐＩ ∶ Ñｖ － １
４

μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）∶ （Ñｖ ＋ ｖÑ） ＋ ｆ·ｖé

ë
êê

ù

û
úú ｄＶ ＋

０８１１ 功率型变分原理和功能型拟变分原理及其应用



　 　 　 　 ∫∫
Ｓｆ
Ｔ·ｖｄＳ － π０ ． （１１）

其先决条件为式（２）和式（５）．
这便是不可压缩黏性流体力学的功率型变分原理．按照钱伟长先生的论述，

　 　 δπ０ ＝ ∫∫∫
Ｖ

ρ ∂ｖ
∂ｔ

＋ ρｖ·（Ñｖ）é

ë
êê

ù

û
úú·δｖｄＶ，

明显可见， π０ 是单位时间内流体储存的总动能，即动能的变化率，亦即功率的量纲．∫∫∫
Ｖ
ｆ·ｖｄＶ

是体积力的功率， ∫∫
Ｓｆ
Ｔ·ｖｄＳ 是面积力的功率．

以下推导这个变分原理的驻值条件．
将 π１ 变分，并令 δπ１ ＝ ０， 可得

　 　 δπ１ ＝ ∫∫∫
Ｖ

[ － ρ ∂ｖ
∂ｔ
·δｖ － ρｖ·（Ñｖ）·δｖ ＋ ｐＩ ∶ δÑｖ －

　 　 　 　 μ Ñｖ ＋ ｖÑ( ) ∶ δÑｖ ＋ ｆ·δｖ ]ｄＶ ＋ ∫∫
Ｓｆ
Ｔ·δｖｄＳ ＝ ０． （１２）

采用加零变换法［１２］，将式（２）乘上 ２μＩδÑｖ ／ ３ 纳入泛函式（１２）中，可得

　 　 δπ１ ＝ ∫∫∫
Ｖ

－ ρ ∂ｖ
∂ｔ
·δｖ － ρｖ·（Ñｖ）·δｖ ＋ ｐＩ ∶ δÑｖ ＋é

ë
êê

　 　 　 　 ２
３

μ（Ñ·ｖ）Ｉ ∶ δÑｖ － μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）∶ δÑｖ ＋ ｆ·δｖù

û
úú ｄＶ ＋ ∫∫

Ｓｆ
Ｔ·δｖｄＳ ＝ ０． （１３）

应用 Ｇｒｅｅｎ 定理

　 　 ∫∫∫
Ｖ

ｐ ＋ ２
３

μÑ·ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ － μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）é

ë
êê

ù

û
úú ∶ δÑｖｄＶ ＝

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｗ＋Ｓｆ

ｐ ＋ ２
３

μÑ·ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ － μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）é

ë
êê

ù

û
úú·ｎ·δｖｄＳ －

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ

Ñ· ｐ ＋ ２
３

μÑ·ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ ＋ μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）é

ë
êê

ù

û
úú·δｖｄＶ ． （１４）

将式（１４）代入式（１３），考虑到在速度边界 Ｓｗ 上 δｖ ＝ ０， 可得

　 　 δπ１ ＝ ∫∫∫
Ｖ

－ ρ ∂ｖ
∂ｔ

－ ρｖ·（Ñｖ） －é

ë
êê

　 　 　 　 Ñ· ｐ ＋ ２
３

μÑ·ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ ＋ Ñ·μ（Ñｖ ＋ ｖÑ） ＋ ｆù

û
úú·δｖｄＶ －

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｆ

－ ｐ ＋ ２
３

μÑ·ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ·ｎ ＋ μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）·ｎ － Ｔé

ë
êê

ù

û
úú δｖｄＳ ＝ ０． （１５）

由于 δｖ 的任意性，由式（１５）可得

　 　 － ρ ∂ｖ
∂ｔ

＋ ρｖ·（Ñｖ）é

ë
êê

ù

û
úú ＋ Ñ· － ｐ ＋ ２

３
μÑ·ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ ＋ μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）é

ë
êê

ù

û
úú ＋ ｆ ＝ ０， （１６）

　 　 － ｐ ＋ ２
３

μÑ·ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ·ｎ ＋ μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）·ｎ － Ｔ ＝ ０． （１７）

这就是不可压缩黏性流体力学功率型变分原理的驻值条件．
应用对合变换［１３］，式（１６）和式（１７）可以变换为
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　 　 － ρ ｄｖ
ｄｔ

＋ Ñ·τ ＋ ｆ ＝ ０， （１８）

　 　 τ·ｎ － Ｔ ＝ ０． （１９）
这便说明，式（１６）和式（１７）正是将应力表达式代入动力学方程和力学边界条件的结果．

２　 不可压缩黏性流体力学的功能型拟变分原理

不可压缩黏性流体力学的控制方程为

动力学方程

　 　 － ρ ｄｖ
ｄｔ

＋ Ñ·τ ＋ ｆ ＝ ０； （２０）

连续性方程

　 　 Ñ·ｖ ＝ ０； （２１）
本构关系

　 　 τ ＝ － ｐ ＋ ２
３

μÑ·ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ ＋ μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）； （２２）

运动学关系

　 　 ｖ ＝ ｄｕ
ｄｔ

． （２３）

边界条件为 Ｓ ＝ Ｓｗ ＋ Ｓｆ：
在位移边界 Ｓｗ 上

　 　 ｕ ＝ ｕ－； （２４）
在力学边界 Ｓｆ 上

　 　 τ·ｎ － Ｔ ＝ ０， （２５）
其中， ρ 是密度，为 ０ 阶张量（标量）；ｕ 为位移矢量（１ 阶张量）；ｖ 为速度矢量； ｆ 为单位体积流

体所受的体积力矢量；τ 为应力 ２ 阶张量； μ 为黏性系数标量；Ｉ为 ２ 阶单位张量；ｎ为单位外法

向矢量；ｐ 为静水压强，为 ０ 阶张量（标量）；Ñ为梯度算子（又称 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子）．Ｓｗ 为位移边界

面，这里位移 ｕ－ 为确定的函数；Ｓｆ 为力学边界面，这里单位面积流体所受的面积力矢量 Ｔ 为确

定的函数．
将式（２０）和式（２５）分别点乘以 δｕ， 然后积分，并代数相加，可得

　 　 ∫ｔ １
ｔ０
∫∫∫

Ｖ
－ ρ ｄｖ

ｄｔ
＋ Ñ·τ ＋ ｆæ

è
ç

ö

ø
÷·δｕｄＶ － ∫∫

Ｓｆ
（τ·ｎ － Ｔ）·δｕｄＳ{ } ｄｔ ＝ ０． （２６）

应用 Ｇｒｅｅｎ 定理，

　 　 ∫∫∫
Ｖ

Ñ·τ·ｄｕｄＶ ＝ ∫∫
Ｓｗ＋Ｓｆ

τ·ｎ·δｕｄＳ － ∫∫∫
Ｖ
τ ∶ δÑｕｄＶ ． （２７）

将式（２７）代入式（２６），可得

　 　 ∫ｔ １
ｔ０
∫∫∫

Ｖ
－ ρ ｄｖ

ｄｔ
·δｕ － τ ∶ δÑｖ ＋ ｆ·δｕé

ë
êê

ù

û
úú ｄＶ ＋{

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｆ
Ｔ·δｕｄＳ ＋ ∫∫

Ｓｗ
τ·ｎ·δｕｄＳ} ｄｔ ＝ ０． （２８）

这就是流体力学中的虚功原理，由以上推导过程可以发现，无论材料的本构关系如何，虚功原

理都成立．
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将式（２２）代入式（２８），可得

　 　 ∫ｔ １
ｔ０
∫∫∫

Ｖ
[ － ρ ｄｖ

ｄｔ
·δｕ ＋ ｐ ＋ ２

３
μÑ·ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ ∶ δÑｕ －{

　 　 　 　 μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）∶ δÑｕ ＋ ｆ·δｕ ]ｄＶ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｆ
Ｔ·δｕｄＳ ＋ ∫∫

Ｓｗ
τ·ｎ·δｕｄＳ} ｄｔ ＝ ０． （２９）

引入先决条件式（２１）和式（２４），可得

　 　 ∫ｔ １
ｔ０

{ ∫∫∫
Ｖ

－ ρ ｄｖ
ｄｔ
·δｕ ＋ ｐＩ ∶ δÑｕ － μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）∶ δÑｕ ＋ ｆ·δｕé

ë
êê

ù

û
úú ｄＶ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｆ
Ｔ·δｕｄＳ } ｄｔ ＝ ０． （３０）

进行分部积分：

　 　 － ∫ｔ １
ｔ０
ρ ｄｖ
ｄｔ
·δｕｄｔ ＝ － ρｖ·δｕ

ｔ１

ｔ０
＋ ∫ｔ １

ｔ０
ρｖ·δ ｄｕ

ｄｔ
ｄｔ ． （３１）

如果除了黏性阻尼之外，认为体积力 ｆ 和面积力 Ｔ 为非保守伴生力，将式（３１） 代入式（３０），按
惯例在时域边界 ｔ ＝ ｔ０ 和 ｔ ＝ ｔ１ 处取 δｕ等于 ０，并且考虑到运动学关系式（２３），上式可以变换为

　 　 δ∫ｔ １
ｔ０
∫∫∫

Ｖ

１
２

ρｖ·ｖ ＋ ｐＩ ∶ Ñｕ － μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）∶ Ñｕ ＋ ｆ·ｕé

ë
êê

ù

û
úú ｄＶ{ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｆ
Ｔ·ｕｄＳ} ｄｔ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ １
ｔ０
∫∫∫

Ｖ
［Ñｕ ∶ δμ（Ñｖ ＋ ｖÑ） － ｕ·δｆ］ｄＶ － ∫∫

Ｓｆ
ｕ·δＴｄＳ{ } ｄｔ ＝ ０． （３２）

上式可以进一步写为

　 　 δΠ１ ＋ δＱ ＝ ０， （３３）
其中

　 　 Π１ ＝ ∫ｔ １
ｔ０
∫∫∫

Ｖ

１
２

ρｖ·ｖ ＋ ｐＩ ∶ Ñｕ － μ Ñｖ ＋ ｖÑ( ) ∶ Ñｕ ＋ ｆ·ｕé

ë
êê

ù

û
úú ｄＶ{ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｆ
Ｔ·ｕｄＳ} ｄｔ， （３４）

　 　 δＱ ＝ ∫ｔ １
ｔ０
∫∫∫

Ｖ
［Ñｕ ∶ δμ Ñｖ ＋ ｖÑ( ) － ｕ·δｆ］ｄＶ － ∫∫

Ｓｆ
ｕ·δＴｄＳ{ } ｄｔ ． （３５）

其先决条件为式（２１）、（２３）及式（２４）．
以下推导这个拟变分原理的拟驻值条件．
为此，将式（３３）写成展开形式

　 　 δΠ１ ＋ δＱ ＝ δ∫ｔ １
ｔ０
∫∫∫

Ｖ

１
２

ρｖ·ｖ ＋ ｐＩ ∶ Ñｕ － μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）∶ Ñｕ ＋ ｆ·ｕé

ë
êê

ù

û
úú ｄＶ{ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｆ
Ｔ·ｕｄＳ} ｄｔ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ １
ｔ０
∫∫∫

Ｖ
［Ñｕ ∶ δμ（Ñｖ ＋ ｖÑ） － ｕ·δｆ］ｄＶ － ∫∫

Ｓｆ
ｕ·δＴｄＳ{ } ｄｔ ＝ ０． （３６）

考虑到运动学关系式（２３），并且进行分部积分，可得
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　 　 δ∫ｔ １
ｔ０

１
２

ρｖ·ｖｄｔ ＝ ∫ｔ １
ｔ０
ρｖ·δ ｄｕ

ｄｔ
ｄｔ ＝ ρｖ·δｕ

ｔ１

ｔ０
－ ∫ｔ １

ｔ０
ρ ｄｖ
ｄｔ
·δｕｄｔ ． （３７）

将式（３７）代入式（３６），并且按惯例在时域边界 ｔ ＝ ｔ０ 和 ｔ ＝ ｔ１ 处取 δｕ 等于 ０，式（３６）可以

变换为

　 　 δΠ１ ＋ δＱ ＝ ∫ｔ １
ｔ０
∫∫∫

Ｖ
[ － ρ ｄｖ

ｄｔ
·δｕ ＋ ｐＩ ∶ δÑｕ －{

　 　 　 　 μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）∶ δÑｕ ＋ ｆ·δｕ ]ｄＶ ＋ ∫∫
Ｓｆ
Ｔ·δｕｄＳ} ｄｔ ＝ ０． （３８）

采用加零变换法［１２］，将式（２）乘上 （２ ／ ３）μＩ ∶ δÑｖ 加入泛函式（３８）中，可得

　 　 δΠ１ ＋ δＱ ＝ ∫ｔ １
ｔ０
∫∫∫

Ｖ
[ － ρ ｄｖ

ｄｔ
·δｕ ＋ ｐＩ ∶ δÑｕ ＋ ２

３
μ（Ñ·ｖ）Ｉ ∶ δÑｕ －{

　 　 　 　 μ（Ñｖ ＋ ｖÑ） ∶ δÑｕ ＋ ｆ·δｕ ]ｄＶ ＋ ∫∫
Ｓｆ
Ｔ·δｕｄＳ} ｄｔ ＝ ０． （３９）

应用 Ｇｒｅｅｎ 定理

　 　 ∫∫∫
Ｖ

ｐ ＋ ２
３

μÑ·ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ － μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）é

ë
êê

ù

û
úú ∶ δÑｕｄＶ ＝

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｗ＋Ｓｆ

ｐ ＋ ２
３

μÑ·ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ － μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）é

ë
êê

ù

û
úú·ｎ·δｕｄＳ －

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ

Ñ· ｐ ＋ ２
３

μÑ·ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ － μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）é

ë
êê

ù

û
úú·δｕｄＶ ． （４０）

将式（４０）代入式（３９），考虑到在位移边界 Ｓｗ 上 δｕ ＝ ０， 可得

　 　 δΠ１ ＋ δＱ ＝

　 　 　 　 ∫ｔ １
ｔ０
∫∫∫

Ｖ
－ ρ ｄｖ

ｄｔ
－ Ñ· ｐ ＋ ２

３
μÑ·ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ ＋ Ñ·μ（Ñｖ ＋ ｖÑ） ＋ ｆé

ë
êê

ù

û
úú·δｕｄＶ{ －

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｆ

－ ｐ ＋ ２
３

μÑ·ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ·ｎ ＋ μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）·ｎ － Ｔé

ë
êê

ù

û
úú·δｕｄＳ} ｄｔ ＝ ０． （４１）

由于 δｕ 的任意性，由式（４１）可得

　 　 － ρ ｄｖ
ｄｔ

＋ Ñ· － ｐ ＋ ２
３

μÑ·ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ ＋ μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）é

ë
êê

ù

û
úú ＋ ｆ ＝ ０， （４２）

　 　 － ｐ ＋ ２
３

μÑ·ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ·ｎ ＋ μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）·ｎ － Ｔ ＝ ０． （４３）

这就是不可压缩黏性流体力学的拟变分原理的拟驻值条件．可见，拟驻值条件和先决条件一起

构成封闭的微分方程组

　 　

－ ρ ｄｖ
ｄｔ

＋ Ñ· － ｐ ＋ ２
３

μÑ·ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ ＋ μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）é

ë
êê

ù

û
úú ＋ ｆ ＝ ０，

－ ｐ ＋ ２
３

μÑ·ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ·ｎ ＋ μ（Ñｖ ＋ ｖÑ）·ｎ － Ｔ ＝ ０，

Ñ·ｖ ＝ ０，

ｖ ＝ ｄｕ
ｄｔ

，

ｕ ＝ ｕ－ 　 　 （ｏｎ Ｓｗ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

（４４）
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应用对合变换［１３］，式（４２）和式（４３）可以变换为

　 　 － ρ ｄｖ
ｄｔ

＋ Ñ·τ ＋ ｆ ＝ ０， （４５）

　 　 τ·ｎ － Ｔ ＝ ０． （４６）
这便说明，式（４２）和式（４３）正是将应力表达式代入动力学方程和力学边界条件的结果．

将运动学条件 ｖ ＝ ｄｕ ／ ｄｔ 代入功能型变分原理的泛函式（３３）中， 可得一类变量的拟变分

原理：
　 　 δΠ１ ＋ δＱ ＝ ０， （４７）

其中

　 　 Π１ ＝ ∫ｔ １
ｔ０
∫∫∫

Ｖ

１
２

ρ ｄｕ
ｄｔ
·ｄｕ

ｄｔ
＋ ｐＩ ∶ Ñｕ －é

ë
êê{

　 　 　 　 μ Ñ
ｄｕ
ｄｔ

＋ ｄｕ
ｄｔ

Ñ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∶ Ñｕ ＋ ｆ·ｕù

û
úú ｄＶ ＋ ∫∫

Ｓｆ
Ｔ·ｕｄＳ} ｄｔ， （４８）

　 　 δＱ ＝ ∫ｔ １
ｔ０
∫∫∫

Ｖ
Ñｕ ∶ δμ Ñ

ｄｕ
ｄｔ

＋ ｄｕ
ｄｔ

Ñ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｕ·δｆé

ë
êê

ù

û
úú ｄＶ － ∫∫

Ｓｆ
ｕ·δＴｄＳ{ } ｄｔ ． （４９）

３　 功率型变分原理在有限元素法中的应用

关于流体力学的数值建模和近似计算，一直是学术界关注的研究课题［１２，１４⁃１７］，对于流体力

学变分原理及其有限元法研究的进展，文献［１４］已经做了较为详细的论述，不赘述．
这里说明一下，为了书写简洁以及推导方便，以上采用实体张量书写．但是，在如下的有限

元素法的研究中，采用指标张量书写更为方便．
文献［１２］以弹性力学的变分原理和广义变分原理为例，研究了变分原理在有限元素法中

的应用．本节将文献［１２］的研究推广应用于不可压缩黏性流体力学中，研究功率型变分原理在

有限元素法中的应用．
３．１　 适用于有限元计算的流体力学功率型变分原理

图 １　 两个相邻的元素

Ｆｉｇ． １　 ２ ａｄｊａｃｅｎｔ ｅｌｅｍｅｎｔｓ
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假设将连续体划分为 Ｎ 个元素，各个元素的体积分别为 Ｖ（１），Ｖ（２），…，Ｖ（ｃ），Ｖ（ｄ），…，Ｖ（Ｎ）；
任意两个相邻的元素 ｃ，ｄ之间的界面为 Ｓｃｄ，有时用 Ｓ∗

ｃｄ 特指属于元素 ｃ的界面，用 Ｓ∗
ｄｃ 特指属于

ｄ 元素的界面，如图 １ 所示．
对于流体动力学的功率型变分原理，各个元素满足：
１） 在元素中 ｖ（ｃ）ｉ 满足必要的连续条件；
２） 在无际边界 Ｓｃｄ 上

　 　 ｖ（ｃ）ｉ ＝ ｖ（ｄ）ｉ ； （ＤＱ）
３） 在边界 Ｓｗ 上

　 　 ｖｉ ＝ ｖ－ ｉ ． （ｄｑ）
流体力学功率型变分原理可以表示为

　 　 π１ ＝ ∑
Ｎ

ｃ ＝ １
∫∫∫

Ｖ（ｃ）
ｐδ ｉｊｖ（ｃ）ｉ， ｊ － １

４
μ（ｖ（ｃ）ｉ， ｊ ＋ ｖ（ｃ）ｊ，ｉ ）（ｖ（ｃ）ｉ， ｊ ＋ ｖ（ｃ）ｊ，ｉ ） ＋ ｆ （ｃ）

ｉ ｖ（ｃ）ｉ
é

ë
êê

ù

û
úú ｄＶ{ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓ（ｃ）ｆ

Ｔｉｖ（ｃ）ｉ ｄＳ － π０} ． （５０）

按照钱伟长先生的论述

　 　 δπ０ ＝ ∑
Ｎ

ｃ ＝ １
∫∫∫

Ｖ（ｃ）
ρ
∂ｖ（ｃ）ｉ

∂ｔ
＋ ρｖ（ｃ）ｉ ｖ（ｃ）ｉ， ｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú δｖ（ｃ）ｊ ｄＶ{ } ， （５１）

其先决条件为式（ｄｑ）和（ＤＱ）．其中， ρ 是密度，为 ０ 阶张量（标量）；ｖ（ｃ）ｉ 为元素 ｃ中的速度矢量

（１ 阶张量）； ｆ （ｃ）
ｉ 为元素 ｃ中的单位体积流体所受的体积力矢量； μ 为黏性系数标量；δ ｉｊ 为２阶单

位张量；ｎｊ 为边界面的单位外法向矢量； ｐ 为静水压强，为 ０ 阶张量（标量）； ｖ（ｃ）ｉ， ｊ 中“，” 表对 ｖ（ｃ）ｉ

求导； Ｓｗ 为速度边界面，ｖ－ ｉ 为边界处的速度矢量；Ｓｆ 为力学边界面，Ｔｉ 为边界处的面力矢量．
这便是适于有限元计算的流体力学功率型变分原理，它提供了速度协调元模型．

３．２　 修正的流体力学功率型变分原理

一般是应用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法，将无际边界条件和边界条件纳入泛函中，通过对泛函求驻

值，进而识别 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子，即将 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子用泛函中原有的变量来表示，然后将已经识别

的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子代入泛函中，进而得到修正的变分原理．
应用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法，引入 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子，在元素 ｃ的界面上为λ （ｃ）

ｉ ，ζ （ｃ）
ｉ ，若在元素 ｄ的界

面上则为 λ （ｄ）
ｉ ，ζ （ｄ）

ｉ ， 将式（ＤＱ）和（ｄｑ）纳入泛函中，则修正的流体力学功率型变分原理表示为

　 　 πｍ１ ＝ π１ ＋ ∑
Ｎ

ｃ ＝ １
∫∫

Ｓｃｄ
（ｖ（ｃ）ｉ － ｖ（ｄ）ｉ ）λ （ｃ）

ｉ ｄＳ ＋ ∫∫
Ｓ（ｃ）ｗ

（ｖ（ｃ）ｉ － ｖ－（ｃ）
ｉ ）ζ （ｃ）

ｉ ｄＳ[ ] ． （５２）

通过对泛函求驻值，经推导和整理可得

　 　 δπｍ１ ＝ ∑
Ｎ

ｃ ＝ １
∫∫∫

Ｖ（ｃ）
［ρｖ（ｃ）ｉ ＋ ｐδ ｉｊ， ｊ －{

　 　 　 　 μ（ｖ（ｃ）ｉ， ｊ ＋ ｖ（ｃ）ｊ，ｉ ） ， ｊ ＋ ｆ （ｃ）
ｉ ］δｖ（ｃ）ｉ ｄＶ ＋ ∫∫

Ｓｆ
Ｔｉδ ｉｊｎ ｊδｖ（ｃ）ｉ ｄＳ －

　 　 　 　 ∫∫
Ｓ∗ｃｄ

［ － ｐδ ｉｊｎ（ｃ）
ｊ ＋ μ（ｖ（ｃ）ｉ， ｊ ＋ ｖ（ｃ）ｊ，ｉ ）ｎ（ｃ）

ｊ － λ （ｃ）
ｉ ］δｖ（ｃ）ｉ ｄＳ －

　 　 　 　 ∫∫
Ｓ∗ｄｃ

［ － ｐδ ｉｊｎ（ｄ）
ｊ ＋ μ（ｖ（ｄ）ｉ， ｊ ＋ ｖ（ｄ）ｊ，ｉ ）ｎ（ｄ）

ｊ ＋ λ （ｄ）
ｉ ］δｖ（ｄ）ｉ ｄＳ －

　 　 　 　 ∫∫
Ｓ（ｃ）ｆ

［ － ｐδ ｉｊｎ（ｃ）
ｊ ＋ μ（ｖ（ｃ）ｉ， ｊ ＋ ｖ（ｃ）ｊ．ｉ ）ｎ（ｃ）

ｊ － Ｔｉ］δｖ（ｃ）ｉ ｄＳ －
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　 　 　 　 ∫∫
Ｓ（ｃ）ｗ

［ － ｐδ ｉｊｎ（ｃ）
ｊ ＋ μ（ｖ（ｃ）ｉ， ｊ ＋ ｖ（ｃ）ｊ，ｉ ）ｎ（ｃ）

ｊ － ζ （ｃ）
ｉ ］δｖ（ｃ）ｉ ｄＳ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓ（ｃ）ｗ

（ｖ（ｃ）ｉ － ｖ－（ｃ）
ｉ ）δζ （ｃ）

ｉ ｄＳ ＋ ∫∫
Ｓｃｄ
（ｖ（ｃ）ｉ － ｖ（ｄ）ｉ ）δλ （ｃ）

ｉ ｄＳ} ＝ ０． （５３）

由式（５３）解得（即识别 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子）
　 　 λ （ｃ）

ｉ ＝ － ｐδ ｉｊｎ（ｃ）
ｊ ＋ μ（ｖ（ｃ）ｉ， ｊ ＋ ｖ（ｃ）ｊ，ｉ ）ｎ（ｃ）

ｊ ， （５４）
　 　 λ （ｄ）

ｉ ＝ ｐδ ｉｊｎ（ｄ）
ｊ － μ（ｖ（ｄ）ｉ， ｊ ＋ ｖ（ｄ）ｊ，ｉ ）ｎ（ｄ）

ｊ ， （５５）
　 　 ζ （ｃ）

ｉ ＝ － ｐδ ｉｊｎ（ｃ）
ｊ ＋ μ（ｖ（ｃ）ｉ， ｊ ＋ ｖ（ｃ）ｊ，ｉ ）ｎ（ｃ）

ｊ ． （５６）
将已经识别的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子式（５４）和式（５６）代入式（５２），可得

　 　 πｍ１ ＝ ∑
Ｎ

ｃ ＝ １
∫∫∫

Ｖ（ｃ）
［ｐδ ｉｊｖ（ｃ）ｉ， ｊ － μ（ｖ（ｃ）ｉ， ｊ ＋ ｖ（ｃ）ｊ，ｉ ）ｖ（ｃ）ｉ， ｊ{ ＋

　 　 　 　 ｆ （ｃ）
ｉ ｖ（ｃ）ｉ ］ｄＶ ＋ ∫∫

Ｓ（ｃ）ｆ

Ｔｉｖ（ｃ）ｉ ｄＳ ＋ π０ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｃｄ
［ － ｐδ ｉｊｎ（ｃ）

ｊ ＋ μ（ｖ（ｃ）ｉ， ｊ ＋ ｖ（ｃ）ｊ，ｉ ）］ｎ（ｃ）
ｊ （ｖ（ｃ）ｉ － ｖ（ｄ）ｉ ）ｄＳ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓ（ｃ）ｗ

［ － ｐδ ｉｊｎ（ｃ）
ｊ ＋ μ（ｖ（ｃ）ｉ， ｊ ＋ ｖ（ｃ）ｊ，ｉ ）］ｎ（ｃ）

ｊ （ｖ（ｃ）ｉ － ｖ－（ｃ）
ｉ ）ｄＳ} ， （５７）

　 　 δπ０ ＝ ∑
Ｎ

ｃ ＝ １
∫∫∫

Ｖ（ｃ）
ρ
∂ｖ（ｃ）ｉ

∂ｔ
＋ ρｖ（ｃ）ｉ ｖ（ｃ）ｉ， ｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú·δｖ（ｃ）ｊ ｄＶ{ } ． （５８）

这就是修正的流体力学功率型变分原理，它提供了速度杂交元模型．
所谓速度杂交是指，在无际边界 Ｓｃｄ 上，放松了对条件（ＤＱ）的要求，即原来要求精确满足

无际边界条件（ＤＱ），现在只要求近似满足无际边界条件（ＤＱ）．

４　 功率型变分原理的特点

我国学术界对功能型变分原理进行了充分的研究［１８⁃２０］，不赘述．以下，尝试性地说明功率

型变分原理的特点．
比较以上两种类型的变分原理的研究可看出：
１） 在研究流体力学的单场问题中， 推导功能型拟变分原理时出现时域中的变换式（３１）

和式（３７）， 这种现象在功率型变分理的推导中不出现．在研究多场耦合的问题时， 这种差别

就会更多地出现．这便说明， 在建立功率型变分原理的过程中， 可以省略在时域空间中的一些

变换．
２） 在不可压缩黏性流体力学问题中，由于黏性的存在，将会引起能量的耗散，很明显的是

非保守系统的力学问题．文献［５］在应用功率型变分原理研究黏性流体力学时，巧妙地引入 π０

的举措，使得人们可以将保守和非保守系统的力学问题按照统一的模式处理．
３） 如前所述，功率型变分原理的理论基础是 Ｊｏｕｒｄａｉｎ 原理，功能型变分原理的理论基础

是 ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 原理，如所周知，Ｊｏｕｒｄａｉｎ 原理和 ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 原理都是力学基本原理，这便说明

功率型变分原理和功能型拟变分原理都是以力学基本原理为依据的，都是正确的．
４） 变分原理作为有限元素法和其它近似计算方法的理论基础，随着高速数字电子计算机

的发展，越来越受到学术界的重视．文献［１２］以弹性力学的变分原理和广义变分原理为例，详
细阐述了建立有限元素法的协调元、杂交元和混合元的原理，提出了无际边界的概念，所谓无

际边界是指，本来这里并没有边界，而是人为地划分出来的边界．

７８１１冯　 　 晓　 　 九　 　 　 梁　 　 立　 　 孚



本文第 ３ 节，将文献［１２］论述的协调元和杂交元的理论推广应用于不可压缩黏性流体力

学中，进而说明功率型变分原理在有限元素法中应用的特点．
在第 ３ 节中，应用功率型变分原理进行数值建模，成功地应用泛函式（１１）建立了速度协

调元和杂交元模型，由于该泛函的基本变量是速度，在进行数值计算时，求得的结果是用数值

表达的速度场，这是比较方便的．
另一方面，如果应用功能型拟变分原理来进行数值建模，可以应用泛函式（４８）建立位移

协调元和杂交元模型．由于该泛函的变量是位移，在进行数值计算时，求得的结果是用数值表

达的位移场，而流体力学中一般希望得到数值的速度场，可以想见，数值表达的位移场转换为

数值表达的速度场是不方便的．我们发现泛函式（３４）中包含速度和位移两类变量，是否可以应

用泛函式（３４）进行数值建模，进而求得数值的速度场和位移场呢？ 回答是否定的：泛函式

（３４）中虽然包含速度和位移两类变量，但是，其基本变量是位移，速度变量是受到速度⁃位移关

系式约束的．因此，应用泛函式（３４）进行数值建模，不能同时求得用数值表达的速度场和位移

场．这就是本文不再详细研究功能型拟变分原理在有限元素法中的应用的原因．
总之，本文作者的长期研究表明，功率型变分原理直接在状态空间中研究问题，不仅在建

立变分原理的过程中可以省略在时域空间中的一些变换，而且给动力学问题的数值建模带来

方便．特别是在流体动力学中，广泛地采用 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）方法［２１⁃２２］，建立功率型变分原理比较方

便．功率型变分原理有着广阔的研究前景，这就是本文作者致力于应用和推广功率型变分原理

的原因．
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