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摘要：　 研究了一类高维弱扰动破裂孤子波方程．首先讨论了对应的典型破裂孤子波方程， 利用待

定系数投射方法得到了孤子波精确解．再利用泛函分析和摄动理论得到了原弱扰动破裂孤子波方

程的孤子行波渐近解．最后， 举出例子说明了用该方法得到的弱扰动破裂孤子波方程的行波渐近

解具有简捷、有效和较高精度的优点．
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引　 　 言

许多物理现象都涉及到孤子波［１⁃４］ ．当前， 非线性孤子波方程的孤子波理论得到了飞快发

展， 广泛应用于凝聚态物理、量子场论、等离子体物理、流体力学、非线性光学等领域．并且提

出了一些非线性孤子波求解的新方法， 比如齐次平衡法、双线性法、截断函数法、同伦映射法、
ｔａｎｈ 函数法、椭圆函数展开法、 Ｇ′ ／ Ｇ 法和变分迭代法等［５⁃９］ ．同时构造出了很多相关的孤子波，
例如线孤子波、紧致孤子波、环孤子波、盘孤子波、方孤子波、折叠孤子波、钟状泡孤子波、峰孤

子波、内嵌孤子波等．在非线性系统中得到了许多局域激发结构并研究了其结构模式．这是非

线性理论工作者的一个重要研究课题．当前， 非线性方程的定量、定性方法不断出现．文献［１０⁃
１９］研究了关于非线性孤子波、反应扩散、大气物理、激光脉冲等问题．本文是讨论一类高维

ＫｄＶ（Ｋｏｒｔｅｗｅｇ⁃ｄｅ Ｖｒｉｅｓ）弱扰动破裂孤子波方程， 并得到了相应方程的渐近解．

１　 典型破裂孤子波方程

考虑如下广义（２＋１）维弱扰动破裂孤子波 ＫｄＶ 方程：
　 　 ｕｘｔ － ａｕｘｕｘｙ － ｂｕｙｙｕｘ － ｃｕｘｘｕｙ － ｄｕｘｘｘｙ ＝ εｇ（ｕ）， （１）
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其中， ｘ，ｙ 为空间变量；ｔ 为时间变量；ａ，ｂ，ｃ，ｄ 是常数；ε 为小的正参数；εｇ（ｕ） 为扰动项，它是

充分光滑的有界函数．破裂孤子波方程具有广泛的物理背景， 它在理论物理学、化学动力学、
大气物理学等领域中有很重要的应用， 这类方程的性态以及所连带相应的孤子波解等， 可参

见文献［１，９］．
先考虑当扰动项 ｇ（ｕ） ＝ ０ 的典型情形：
　 　 ｕｘｔ － ａｕｘｕｘｙ － ｂｕｙｙｕｘ － ｃｕｘｘｕｙ － ｄｕｘｘｘｙ ＝ ０． （２）

做行波变换

　 　 ｚ ＝ ｘ ＋ ｙ ＋ ｖｔ， （３）
其中 ｖ 为待定常数．

将式（３）代入方程（１）、（２），分别有

　 　 ｖｕｚｚ － （ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）ｕｚｕｚｚ － ｄｕｚｚｚｚ ＝ εｇ（ｕ）， （４）
　 　 ｖｕｚｚ － （ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）ｕｚｕｚｚ － ｄｕｚｚｚｚ ＝ ０． （５）
采用待定系数投射方法来寻找方程（５）具有如下形式的孤子波解：
　 　 ｕｚ ＝ Ａ１ｗ ＋ Ａ２ｗ２ ＋ Ａ３（１ － ｗ２） １ ／ ２， （６）

其中 Ａ１，Ａ２，Ａ３ 为待定常数， 而 ｗ 满足方程

　 　 ｄｗ
ｄｚ

＝ ｗ（１ － ｗ２） １ ／ ２ ． （７）

不难知道， 方程（７）的解为

　 　 ｗ ＝ ｓｅｃｈ ｚ ． （８）
将式（６） ～ （８），代入方程（５）， 有

　 　 ｖ（Ａ１ｗ ＋ Ａ２ｗ２） ＋ ｖＡ３（１ － ｗ２） １ ／ ２ －

　 　 　 　 １
２
（ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）（Ａ１ｗ ＋ ２Ａ２ｗ２） ２ ＋ Ａ２

３（１ － ｗ２） －

　 　 　 　 １
２
（ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）Ａ３（Ａ１ｗ ＋ Ａ２ｗ２）（１ － ｗ２） １ ／ ２ －

　 　 　 　 ｄ（Ａ１（ｗ － ２ｗ３） ＋ ２Ａ２（２ｗ２ － ３ｗ４） ＋ ２Ａ３ｗ２（１ － ｗ２） １ ／ ２） ＝ ０．
合并上式等号左端 ｗ ｉ，ｗ ｉ（１ － ｗ２） １ ／ ２ 的同次幂项， 并令其系数为 ０， 有

　 　 Ａ２
３ ＝ ０， （９）

　 　 （ｖ － ｄ）Ａ１ ＋ Ａ２
３ ＝ ０， （１０）

　 　 － １
２
（ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）Ａ２

１ － Ａ２
３ － ４ｄＡ２ ＝ ０， （１１）

　 　 － ２（ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）Ａ１Ａ２ ＋ ２ｄＡ１ ＝ ０， （１２）
　 　 － ２（ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）Ａ２

２ ＋ ６ｄＡ２ ＝ ０， （１３）
　 　 ｖＡ３ ＝ ０， （１４）

　 　 － １
２
（ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）Ａ１Ａ３ ＝ ０， （１５）

　 　 － １
２
（ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）Ａ２Ａ３ － ２ｄＡ３ ＝ ０． （１６）

于是由式（９） ～ （１６）可选定

　 　 ｖ ＝ ｄ，
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　 　 Ａ１ ＝ Ａ３ ＝ ０，

　 　 Ａ２ ＝ ａ ＋ ｂ ＋ ｃ
３ｄ

．

再由式（６）、（８）可得

　 　 ｕｚ ＝
ａ ＋ ｂ ＋ ｃ

３ｄ
ｓｅｃｈ２ｚ ．

由此便得到了典型破裂孤子波方程（５）的一个精确孤子波解：

　 　 ｕ（ ｚ） ＝ （ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）ｔａｎｈ ｚ
３ｄ

． （１７）

不妨设 ａ ＝ ｂ ＝ ｃ ＝ ｄ ＝ １，由式（１７） 表示的孤子波解 ｕ（ ｚ） 的曲线图形如图 １ 所示．

图 １　 方程（５）的孤子波解 ｕ（ ｚ） 的曲线图形 （ａ ＝ ｂ ＝ ｃ ＝ ｄ ＝ １）
Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｓｏｌｉｔｏｎ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ（ ｚ） ｔｏ ｅｑｕａｔｉｏｎ （５） （ａ ＝ ｂ ＝ ｃ ＝ ｄ ＝ １）

２　 扰动破裂孤子波方程的渐近解

现用泛函分析相关理论［２０］ 来求弱扰动破裂孤子波方程（４）的渐近解．首先作一个泛函

Ｆ［ｕ］：

　 　 Ｆ［ｕ］ ＝ ｕ － ｄ ∫ｚ
－∞

λ（ξ）［ｕξξ － ｕξξξξ］ｄξ， （１８）

其中 λ 为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子．然后对泛函（１８）作变分 δＦ［ｕ］， 并令其为 ０： δＦ［ｕ］ ＝ ０．经过简单的

变分运算， 不难得到 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子 λ 满足

　 　 λξξ － λξξξξ ＝ ０， λ（３）
ξ ＝ ｚ ＝ １， λ（ ｉ）

ξ ＝ ｚ ＝ ０　 　 （ ｉ ＝ ０，１，２） ． （１９）
由边值问题（１９）， 可解得 λ（ξ） （不妨取出现的任意常数为 ０）：

　 　 λ（ξ） ＝ １
２
［ｅｘｐ（ξ － ｚ） － ｅｘｐ（ － （ξ － ｚ））］ － （ξ － ｚ） ． （２０）

因此， 由式（１８）、（２０）并考虑到 ｖ ＝ ｄ， 我们构造如下广义变分迭代：

　 　 ｕｎ＋１（ ｚ） ＝ ｕｎ（ ｚ） － ∫ｚ
－∞

１
２
（ｅｘｐ（ξ － ｚ） － ｅｘｐ（ － （ξ － ｚ））） － （ξ － ｚ）é

ë
êê

ù

û
úú ×

　 　 　 　 ［ｄ（（ｕｎ） ξξ － （ｕｎ） ξξξξ） － （ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）（ｕｎ） ξ（ｕｎ） ξξ － εｇ（ｕｎ）］ｄξ，
　 　 ｎ ＝ ０，１，２，… ． （２１）

选取式（２１）的初始迭代 ｕ０（ ｚ） 为式（１７）决定的函数，即
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　 　 ｕ０（ ｚ） ＝ （ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）ｔａｎｈ ｚ
３ｄ

． （２２）

再由迭代式 （２１）， 可以依次决定 ｕｎ（ ｚ）（ｎ ＝ １，２，…） ． 不难得知， 得到的函数序列

{ ｕｎ（ ｚ） } 在相应自变量的变化范围内是一致收敛的．因此由迭代式（２１）知
　 　 ｕ（ ｚ） ＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
ｕｎ（ ｚ）

就是弱扰动破裂方程（４）的孤子波精确解．而 ｕｍ（ ｚ）（ｍ ＝ １，２，…） 为扰动破裂方程（４） 的孤子

波的 ｍ 次渐近解．
将行波变换 ｚ ＝ ｘ ＋ ｙ ＋ ｄｔ 代入 ｕ（ ｚ） ＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
ｕｎ（ ｚ） 和 ｕｍ（ ｚ），便得到弱扰动破裂方程（１） 的

孤子波精确行波解和孤子波的 ｍ 次渐近行波解：
　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
ｕｎ（ｘ ＋ ｙ ＋ ｄｔ），

　 　 ｕｍ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｕｍ（ｘ ＋ ｙ ＋ ｄｔ），　 　 ｍ ＝ １，２，… ．
由摄动理论不难证明［２１⁃２２］： 弱扰动破裂孤子波方程（４）的孤子行波解 ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） 与对应的

ｍ 次孤子行波渐近解 ｕｍ（ｘ，ｙ，ｔ） 有如下的渐近估计式：
　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｕｍ（ｘ，ｙ，ｔ） ＋ Ｏ（εｍ＋１），　 　 ｍ ＝ １，２，…， ０ ＜ ε ≪ １

即

　 　 ｕｍ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ （ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）ｔａｎｈ（ｘ ＋ ｔ ＋ ｄｔ）
３ｄ

＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｕ ｊ（ｘ ＋ ｔ ＋ ｄｔ）ε ｊ ＋ Ｏ（εｍ＋１），

ｍ ＝ １，２，…， ０ ＜ ε ≪ １． （２３）

３　 举　 　 例

作为一个简单的例子，不妨在方程（１）及行波变换式（３）中， 设 ａ ＝ ｂ ＝ ｃ ＝ ｄ ＝ １，ｇ（ｕ） ＝
εｓｉｎ ｕ ．则相应的弱扰动破裂孤子波非线性方程为

　 　 ｕｘｔ － ｕｘｙｕｘ － ｕｘｘｕｙ － ｕｙｙｕｘ － ｕｘｘｘｙ ＝ εｓｉｎ ｕ ． （２４）
在行波变换 ｚ ＝ ｘ ＋ ｙ ＋ ｔ 下对应的方程（２４）为

　 　 ｕｘｚ － ３ｕｚｚｕｚ － ｕｚｚｚｚ ＝ εｓｉｎ ｕ ． （２５）
由式（２２），选取初始函数 ｕ０（ ｚ） 为

　 　 ｕ０（ ｚ） ＝ ｔａｎｈ ｚ
３

．

再由迭代关系式（２１），可以得到弱扰动破裂孤子波非线性方程（２５）的 １ 次、２ 次孤子波的渐

近解：

　 　 ｕ１（ ｚ） ＝ ｔａｎｈ ｚ
３

＋ ∫ｚ
－∞

１
２
（ｅｘｐ（ξ － ｚ） － ｅｘｐ（ － （ξ － ｚ））） － （ξ － ｚ）é

ë
êê

ù

û
úú ×

　 　 　 　 （ ｔａｎｈ ξ） ξ（ｔａｎｈ ξ） ξξ ＋ εｓｉｎ ｔａｎｈ ξ
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ｄξ， （２６）

　 　 ｕ２（ ｚ） ＝ ｕ１（ ｚ） － ∫ｚ
－∞

１
２
（ｅｘｐ（ξ － ｚ） － ｅｘｐ（ － （ξ － ｚ））） － （ξ － ｚ）é

ë
êê

ù

û
úú ×

　 　 　 　 ［（ｕ１） ξξ － （ｕ１） ξξξξ － ３（ｕ１） ξ（ｕ１） ξξ － εｓｉｎ ｕ１］ｄξ， （２７）
其中 ｕ１ 由式（２６）所示．

再由式（２３）知， 弱扰动破裂孤子波非线性方程（２４）的 １ 次、２ 次孤子行波的渐近解为
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　 　 ｕ１（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｔａｎｈ（ｘ ＋ ｙ ＋ ｔ）
３

＋ ∫ｘ＋ｙ＋ｔ
－∞

[ １
２
（ｅｘｐ（ξ － （ｘ ＋ ｙ ＋ ｔ）） －

　 　 　 　 ｅｘｐ（ － （ξ － （ｘ ＋ ｙ ＋ ｔ）））） － （ξ － （ｘ ＋ ｙ ＋ ｔ）） ] ×

　 　 　 　 （ ｔａｎｈ ξ） ξ（ｔａｎｈ ξ） ξξ ＋ εｓｉｎ ｔａｎｈ ξ
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ｄξ ＋ Ｏ（ε２），　 　 　 ０ ＜ ε ≪ １， （２８）

　 　 ｕ２（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｕ１（ｘ，ｙ，ｔ） － ∫ｘ＋ｙ＋ｔ
－∞

[ １
２
（ｅｘｐ（ξ － （ｘ ＋ ｙ ＋ ｔ）） －

　 　 　 　 ｅｘｐ（ － （ｘ ＋ ｙ ＋ ｔ））） － （ξ － （ｘ ＋ ｙ ＋ ｔ）） ] ×

　 　 　 　 ［（ｕ１） ξξ － （ｕ１） ξξξξ － ３（ｕ１） ξ（ｕ１） ξξ － εｓｉｎ ｕ１］ｄξ ＋ Ｏ（ε２），
０ ＜ ε ≪ １， （２９）

其中 ｕ１ 由式（２８）所示．
继续利用式（２３）、（２８）、（２９），可得到弱扰动破裂孤子波非线性方程（２６）的更高次的孤

子行波渐近解．

４　 结　 　 论

弱破裂孤子波方程具有很广的物理背景．它在凝聚态物理， 电路分析， 理论物理， 生态学

和生化动力学等领域中都有广泛的应用．这类方程往往是由非线性微分方程来表述的．但非线

性方程一般不能用有限个初等函数来得到其孤子波精确解， 因此我们需用近似方法去求得其

渐近解．本文研究的方法就是一个很好的渐近解法．
当前对孤子波的研究不断深入， 提出了许多孤子波的求解新方法．本文就是讨论一类弱

扰动破裂孤子波方程，利用待定系数投射方法得到了非扰动破裂孤子波方程的孤子波精确解，
再利用泛函分析及摄动理论和方法求得了弱扰动破裂孤子波方程的行波渐近解，取得了满意

的结果．
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