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摘要：　 在推广后的 Ｅｎｇｌａｎｄ⁃Ｓｐｅｎｃｅｒ 功能梯度板理论基础上，研究了功能梯度板在不同荷载作用

下的柱面弯曲问题．采用该理论中的位移展开公式，并且材料参数沿板厚方向可以任意连续变化，
但将材料由各向同性推广到正交各向异性．假设板在 ｙ 方向无限长，最终建立了一个从弹性力学理

论出发的正交各向异性功能梯度板在横向分布荷载作用下柱面弯曲问题的板理论．通过算例分析，
讨论了边界条件、材料梯度及板厚跨比等因素对功能梯度板静力响应的影响．
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引　 　 言

功能梯度材料是一种新型非均匀复合材料（以下简称为 ＦＧＭ），其组分材料的体积含量在

空间上呈光滑和连续变化．这种组分分布特征可以避免传统层合材料的一些问题（例如应力集

中和界面脱离等问题）．因此，功能梯度材料在许多工程领域都有着重要的应用前景．
在功能梯度板的静力弯曲方面，有许多学者做出了一些有意义的研究工作．例如 Ｌｉ 等［１］

获得了横观各向同性 ＦＧＭ 圆板受具有 ｑｒｋ（ｋ为 ０ 或为有限偶数）形式荷载作用的弹性力学解；
Ｗｏｏｄｗａｒｄ 和 Ｋａｓｈｔａｌｙａｎ［２］ 给出了简支横观各向同性 ＦＧＭ 矩形板受横向荷载作用时的三维弹

性力学解；Ｗａｎｇ 等［３］基于弹性理论研究了横观各向同性 ＦＧＭ 圆板受任意横向荷载作用时的

轴对称弯曲问题．更多有关 ＦＧＭ 板的理论研究及应用工作可参见 Ｂｉｒｍａｎ 和 Ｂｙｒｄ［４］ 的综述．板
的柱面弯曲问题是弹性理论问题中的一个经典问题（参见 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 和 Ｗｏｉｎｏｗｓｋｙ⁃Ｋｒｉｅｇｅｒ［５］
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的经典著作）．例如，基于 Ｓｏｌｄａｔｏｓ 板理论，Ｂｉａｎ 等［６］ 获得了单跨和多跨正交各向异性 ＦＧＭ 板

弯曲问题的解析解；基于经典板理论，Ｎａｖａｚｉ 等［７］和 Ｋａｃｉ 等［８］分别研究了 ＦＧＭ 板的非线性柱

面弯曲问题．在上述柱面弯曲研究工作中，研究者们大多都采用了各种简化板理论．
值得注意的是，Ｓｐｅｎｃｅｒ 及其合作者（见 Ｍｉａｎ 和 Ｓｐｅｎｃｅｒ［９］）发展了一套可以获得各向同性

ＦＧＭ 板线弹性力学方程三维解析解的方法，板在上下表面均不受荷载作用．杨博等［１０］ 推广了

上述方法并研究了 ＦＧＭ 板受横向均布荷载作用时的柱面弯曲问题．Ｅｎｇｌａｎｄ［１１］ 利用复变函数

理论将 Ｍｉａｎ 和 Ｓｐｅｎｃｅｒ 的工作推广到 ＦＧＭ 板在上表面受双调和荷载作用时的弯曲问题研究．
在本文中，上述工作以下将简称为 Ｅｎｇｌａｎｄ⁃Ｓｐｅｎｃｅｒ 板理论．Ｙａｎｇ 等［１２⁃１３］ 将 Ｅｎｇｌａｎｄ⁃Ｓｐｅｎｃｅｒ 板
理论推广到了横观各向同性材料，获得了 ＦＧＭ 矩形板和环板弯曲问题的三维弹性力学解．

据作者了解，有关 ＦＧＭ 板柱面弯曲问题的弹性力学解很少．本文从 Ｅｎｇｌａｎｄ⁃Ｓｐｅｎｃｅｒ 板理

论出发，将材料由各向同性推广到正交各向异性，并考虑在板上表面受不同横向荷载作用，进
而得到了功能梯度板柱面弯曲时的弹性力学解．通过算例分析，讨论了边界条件、梯度变化程

度及板厚跨比对功能梯度板静力响应的影响．

１　 ＦＧＭ 板柱面弯曲问题的控制方程

考虑 １ 个等厚度 ＦＧＭ 板，坐标系 ｘｙ 平面与板中面重合，如图 １ 所示，０ ≤ ｘ ≤ ｌ， － ｈ ／ ２ ≤
ｚ ≤ ｈ ／ ２， － ∞ ＜ ｙ ＜ ∞ ．ｕ 和 ｗ 分别表示 ｘ 方向和 ｚ 方向的位移分量，σｘｘ，τｚｘ 和 σｚｚ 分别表示

应力分量．在上表面分布荷载 ｐ（ｘ） 作用下板处于柱面弯曲状态，位移和应力均与坐标 ｙ 无关．

图 １　 ＦＧＭ 板柱面弯曲示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ａｎｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ａｎ ＦＧＭ ｐｌａｔｅ ｉｎ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｂｅｎｄｉｎｇ

弹性力学平衡方程为

　 　 σｘｘ，ｘ ＋ τｘｚ，ｚ ＝ ０， τｘｚ，ｘ ＋ σｚｚ，ｚ ＝ ０． （１）
正交各向异性材料的应力⁃位移关系为

　 　 σｘｘ（ｘ，ｚ） ＝ ｃ１１ｕ，ｘ ＋ ｃ１３ｗ，ｚ， σｚｚ（ｘ，ｚ） ＝ ｃ１３ｕ，ｘ ＋ ｃ３３ｗ，ｚ， τｚｘ（ｘ，ｚ） ＝ ｃ５５（ｕ，ｚ ＋ ｗ，ｘ）， （２）
式中 ｃ１１， ｃ１３， ｃ３３ 和 ｃ５５ 均为材料的弹性常数； 对于功能梯度材料， 它们是坐标 ｚ 的函数， 即 ｃｉｊ
＝ ｃｉｊ（ ｚ） ．

根据 Ｅｎｇｌａｎｄ⁃Ｓｐｅｎｃｅｒ 板理论，现寻求式（１）和（２）如下形式的解：

　 　
ｕ（ｘ，ｚ） ＝ ｕ－（ｘ） ＋ Ｒ１ｕ

－ （２） ＋ Ｒ０ｗ
－ （１） ＋ Ｒ２ｗ

－ （３） ＋ Ｒ３ｗ
－ （５） ＋ Ｒ４ｗ

－ （７），

ｗ（ｘ，ｚ） ＝ ｗ－ （ｘ） ＋ Ｔ１ｕ
－ （１） ＋ Ｔ２ｗ

－ （２） ＋ Ｔ３ｗ
－ （４） ＋ Ｔ４ｗ

－ （６），{ （３）

式中 Ｒ０，Ｒ１，…，Ｒ４，Ｔ１，Ｔ２，Ｔ３，Ｔ４ 均为 ｚ 的函数，上标中的数字表示对 ｘ 的求导次数．
假设 ｕ－ 和 ｗ－ 为板的中面位移，利用文献［１２］中的式（２１）和（４１）可以获得 ＦＧＭ 板处于柱

面弯曲状态时的控制方程：
　 　 κ１ｕ

－ （２） ＋ κ２ｗ
－ （３） ＋ κ３ｗ

－ （５） ＋ κ４ｗ
－ （７） ＝ ０， （４）

　 　 ｗ－ （４） ＝ － ｐ（ｘ）
Ｓ１（ｈ ／ ２）

＋
Ｓ２１

Ｓ１（ｈ ／ ２）
ｐ（２）（ｘ）， （５）
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式中 Ｓ２１ ＝ Ｓ２（ｈ ／ ２） ／ Ｓ１（ｈ ／ ２），κｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４） 为任意常数，以及

　 　 Ｓ１（ ｚ） ＝ ｃ３３Ｔ′３ ＋ ｃ１３ Ｒ２ －
κ２

κ１
Ｒ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｓ２（ ｚ） ＝ ｃ３３Ｔ′４ ＋ ｃ１３ Ｒ３ －

κ３

κ１
Ｒ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （６）

假设板的上下表面均无剪应力作用，在板上表面受分布荷载 ｐ（ｘ） 作用，即在 ｚ ＝ ｈ ／ ２ 处，
σｚｚ ＝ － ｐ（ｘ），τｘｚ ＝ ０；在 ｚ ＝ － ｈ ／ ２处，σｚｚ ＝ τｘｚ ＝ ０．利用上述应力边界条件可以确定函数 Ｒ ｊ（ ｊ ＝ ０，
１，…，４） 和 Ｔｋ（ｋ ＝ １，２，３，４） 的表达式（参见 Ｙａｎｇ 等［１２］）．

令 ｐ（４）（ｘ） ＝ ０，因此分布荷载 ｐ（ｘ） 可展开为如下形式：
　 　 ｐ（ｘ） ＝ ｑ１ ＋ ｑ２ｘ ＋ ｑ３ｘ２ ＋ ｑ４ｘ３， （７）

式中 ｑ１，ｑ２，ｑ３，ｑ４ 为已知常数．
式（７）表明荷载 ｐ（ｘ） 为不同荷载的组合．接下来将分别考虑每个荷载的响应．

１．１　 均布荷载 ｑ１

取 ｐ（ｘ） ＝ ｑ１，由式（５）可得

　 　 ｗ－ （４） ＝ －
ｑ１

Ｓ１（ｈ ／ ２）
＝ ｆ１ ． （８）

积分式（８）可得

　 　 ｗ－ （ｘ） ＝ １
２４

ｆ１ｘ４ ＋ １
６

Ｃ１ｘ３ ＋ １
２

Ｃ２ｘ２ ＋ Ｃ３ｘ ＋ Ｃ４， （９）

式中 Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３ 和 Ｃ４ 为待定常数．将式（９）代入式（４）并积分可得

　 　 ｕ－（ｘ） ＝ －
κ２

６κ１
ｆ１ｘ３ －

κ２

２κ１
Ｃ１ｘ２ ＋ Ｃ５ｘ ＋ Ｃ６， （１０）

式中 Ｃ５ 和 Ｃ６ 为待定常数．由于 ｆ１ ＝ κ４ 及 κ３ ＝ － κ２κ４ ／ κ１， 可以发现式（９）和（１０）的板中面位移

表达式与文献［１０］中完全一致．
１．２　 荷载 ｑ２ｘ

令 ｐ（ｘ） ＝ ｑ２ｘ， 由式（５）可得

　 　 ｗ－ （４） ＝ －
ｑ２

Ｓ１（ｈ ／ ２）
ｘ ＝ ｆ２ｘ ． （１１）

积分式（１１）可得

　 　 ｗ－ （ｘ） ＝ １
１２０

ｆ２ｘ５ ＋ １
６

Ｃ１ｘ３ ＋ １
２

Ｃ２ｘ２ ＋ Ｃ３ｘ ＋ Ｃ４ ． （１２）

将式（１２）代入式（４）并积分可得

　 　 ｕ－（ｘ） ＝ －
κ２

２４κ１
ｆ２ｘ４ －

κ２

２κ１
Ｃ１ｘ２ －

κ３

２κ１
ｆ２ｘ２ ＋ Ｃ５ｘ ＋ Ｃ６ ． （１３）

１．３　 荷载 ｑ３ｘ２

令 ｐ（ｘ） ＝ ｑ３ｘ２， 由式（５）可得

　 　 ｗ－ （４） ＝ －
ｑ３

Ｓ１（ｈ ／ ２）
ｘ２ ＋

２Ｓ２１

Ｓ１（ｈ ／ ２）
ｑ３ ＝ ｆ３ｘ２ ＋ ｆ４ ． （１４）

积分式（１４）可得

　 　 ｗ－ （ｘ） ＝ １
３６０

ｆ３ｘ６ ＋ １
２４

ｆ４ｘ４ ＋ １
６

Ｃ１ｘ３ ＋ １
２

Ｃ２ｘ２ ＋ Ｃ３ｘ ＋ Ｃ４ ． （１５）

将式（１５）代入式（４）并积分可得
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　 　 ｕ－（ｘ） ＝ －
κ２

６０κ１
ｆ３ｘ５ －

κ２

６κ１
ｆ４ｘ３ －

κ３

３κ１
ｆ３ｘ３ －

κ２

２κ１
Ｃｘ２ ＋ Ｃ５ｘ ＋ Ｃ６ ． （１６）

１．４　 荷载 ｑ４ｘ３

令 ｐ（ｘ） ＝ ｑ４ｘ３， 由式（５）可得

　 　 ｗ－ （４） ＝ －
ｑ４

Ｓ１（ｈ ／ ２）
ｘ３ ＋

６Ｓ２１

Ｓ１（ｈ ／ ２）
ｑ４ｘ ＝ ｆ５ｘ３ ＋ ｆ６ｘ ． （１７）

积分式（１７）可得

　 　 ｗ－ （ｘ） ＝ １
８４０

ｆ５ｘ７ ＋ １
１２０

ｆ６ｘ５ ＋ １
６

Ｃ１ｘ３ ＋ １
２

Ｃ２ｘ２ ＋ Ｃ３ｘ ＋ Ｃ４ ． （１８）

将式（１８）代入式（４）并积分可得

　 　 ｕ－（ｘ） ＝ －
κ２

１２０κ１
ｆ５ｘ６ －

κ２

２４κ１
ｆ６ｘ４ －

κ３

４κ１
ｆ５ｘ４ －

κ２

２κ１
Ｃ１ｘ２ －

　 　 　 　 １
２κ１

κ３ ｆ６ ＋ ６κ４ ｆ５( ) ｘ２ ＋ Ｃ５ｘ ＋ Ｃ６ ． （１９）

２　 轴力、弯矩、剪力和柱面边界条件

利用应力表达式（２），可得到板的轴力 Ｎｘ、弯矩 Ｍｘ 和剪力 Ｑｘ 的表达式

　 　 Ｎｘ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

σｘｘｄｚ ＝ Ｎ１ｕ
－ （１） ＋ Ｎ３ｗ

－ （２） ＋ Ｎ５ｕ
－ （３） ＋ Ｎ７ｗ

－ （４） ＋ Ｎ９ｗ
－ （６）， （２０）

　 　 Ｍｘ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

σｘｘｚｄｚ ＝ Ｍ１ｕ
－ （１） ＋ Ｍ３ｗ

－ （２） ＋ Ｍ５ｕ
－ （３） ＋ Ｍ７ｗ

－ （４） ＋ Ｍ９ｗ
－ （６）， （２１）

　 　 Ｑｘ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

τｚｘｄｚ ＝ Ｑ１ｕ
－ （２） ＋ Ｑ２ｗ

－ （３） ＋ Ｑ３ｗ
－ （５） ＋ Ｑ４ｗ

－ （７）， （２２）

式中

　 　

Ｎ１ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

（ｃ１１ ＋ ｃ１３Ｔ′１）ｄｚ， Ｎ３ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

（ｃ１１Ｒ０ ＋ ｃ１３Ｔ′２）ｄｚ，

Ｎ５ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｃ１１Ｒ１ｄｚ， Ｎ７ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

（ｃ１１Ｒ２ ＋ ｃ１３Ｔ′３）ｄｚ，

Ｎ９ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

（ｃ１１Ｒ３ ＋ ｃ１３Ｔ′４）ｄｚ， Ｍ１ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

（ｃ１１ ＋ ｃ１３Ｔ′１） ｚｄｚ，

Ｍ３ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

（ｃ１１Ｒ０ ＋ ｃ１３Ｔ′２） ｚｄｚ， Ｍ５ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｃ１１Ｒ１ｚｄｚ，

Ｍ７ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

（ｃ１１Ｒ２ ＋ ｃ１３Ｔ′３） ｚｄｚ， Ｍ９ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

（ｃ１１Ｒ３ ＋ ｃ１３Ｔ′４） ｚｄｚ，

Ｑ１ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｃ５５（Ｒ′１ ＋ Ｔ１）ｄｚ， Ｑ２ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｃ５５（Ｒ′２ ＋ Ｔ２）ｄｚ，

Ｑ３ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｃ５５（Ｒ′３ ＋ Ｔ３）ｄｚ， Ｑ４ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｃ５５（Ｒ′４ ＋ Ｔ４）ｄｚ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２３）

现考虑 ３ 种典型的板柱面边界条件，分别为简支（Ｓ），固支（Ｃ）和自由（Ｆ），即
　 　 Ｓ：　 ｕ－ ＝ ０， ｗ－ ＝ ０， Ｍｘ ＝ ０， （２４）
　 　 Ｃ：　 ｕ－ ＝ ０， ｗ－ ＝ ０， ｗ－ ，ｘ ＝ ０， （２５）
　 　 Ｆ：　 Ｎｘ ＝ ０， Ｍｘ ＝ ０， Ｑｘ ＝ ０． （２６）

０６２１ 杨　 云　 芳　 　 　 杨　 　 博　 　 　 陈　 伟　 球　 　 　 丁　 皓　 江



利用式（２４） ～ （２６）可以组合得到 ４ 种不同柱面边界条件的 ＦＧＭ 板，即 Ｓ⁃Ｓ，Ｃ⁃Ｃ，Ｓ⁃Ｃ 及

Ｃ⁃Ｆ ．４ 种类型板中任意一个板均可以建立 ６ 个边界条件方程，联立求解确定 ６ 个待定常数

Ｃ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，６） ．最终可以获得不同荷载作用下 ＦＧＭ 板中任意位置处的位移和应力分量表

达式．

３　 数 值 算 例

方便起见，现引入如下无量纲量：

　 　 Ｗ
－
＝ １０４ｗ－ ／ ｈ， σ－ ｘ ＝ σｘ ／ ｑ３， τ－ ｚｘ ＝ τｚｘ ／ ｑ３ ．

考虑 １ 个处于柱面弯曲状态的功能梯度板，上表面受荷载 ｑ３ｘ２ 作用．取 ｑ３ ＝ １ × １０６ Ｎ ／ ｍ２，
ｌ ＝ １ ｍ，假设材料参数沿板的厚度方向按如下幂律模式变化［１，１２⁃１３］：

　 　 ｃｉｊ ＝ ｃ０（Ａ）
ｉｊ （０．５ － ｚ ／ ｈ） λ ＋ ｃ０（Ｓ）ｉｊ ［１ － （０．５ － ｚ ／ ｈ） λ］　 　 （ ｉ， ｊ ＝ １，２，…，６）， （２７）

式中 ｃ０（Ａ）
ｉｊ 表示在 ｚ ＝ － ｈ ／ ２ 处铝（ａｌｕｍｉｎｕｍ）的弹性常数， ｃ０（Ｓ）ｉｊ 表示在 ｚ ＝ ｈ ／ ２ 处碳化硅（ｓｉｌｉｃｏｎ

ｃａｒｂｉｄｅ）的弹性常数，见表 １ 所示．λ 为材料的梯度因子，反映材料的非均匀程度．显然，当 λ ＝ ０
时对应为均匀材料．

表 １　 两种材料的弹性常数（单位： ＧＰａ）
Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ ｏｆ ２ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌｓ（ｕｎｉｔ： ＧＰａ）

ｍａｔｅｒｉａｌ ｃ１１ ｃ１３ ｃ３３ ｃ５５
ａｌｕｍｉｎｕｍ ９４．２３ ４０．３８ ９４．２３ ２６．９２

ｓｉｌｉｃｏｎ ｃａｒｂｉｄｅ ５６５．３８ ２４２．３１ ５６５．３８ １６１．５４

表 ２　 在 ｘ ＝ ｌ ／ ２ 处的无量纲挠度 Ｗ
－

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ Ｗ
－
ａｔ ｘ ＝ ｌ ／ ２

λ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

Ｓ⁃Ｓ Ｃ⁃Ｃ Ｓ⁃Ｃ Ｃ⁃Ｆ

０ －１２．５４５ ４ －２．１８２ ０ －５．８５０ ０ －７４．９３４ ７

１ －３．７０９ ８ －０．７５４ ７ －１．９４４ ３ －２５．８０１ ７

２ －３．１９０ ３ －０．６２４ ７ －１．６１２ ０ －２１．２９８ ６

３ －２．９７３ ６ －０．５６４ ８ －１．４６４ ４ －１９．２４５ ５

４ －２．８３９ １ －０．５２８ ４ －１．３７６ ０ －１８．０１０ ０

５ －２．７４２ ６ －０．５０３ ６ －１．３１５ ７ －１７．１６９ １

１０ －２．４８８ ３ －０．４４３ ８ －１．１７１ ０ －１５．１６１ ８

２０ －２．３１３ ３ －０．４０６ ９ －１．０８１ ３ －１３．９３０ ７

　 　 图 ２ 给出了 λ取不同值时，材料常数 ｃ１１ 沿板厚度方向的变化规律．显然，当λ ＝ ０时对应为

均匀材料（铝） 板；当 λ ＞ ０ 时，对应为 ＦＧＭ 板，此时材料属性从板底部 （ ｚ ＝ － ｈ ／ ２） 由铝连续

变化到板上部（ ｚ ＝ ｈ ／ ２） 的碳化硅．

表 ２ 给出了在 ｘ ＝ ｌ ／ ２处，当 ｈ ／ ｌ ＝ ０．１５时，对应不同λ及边界条件的无量纲挠度Ｗ
－
．结果表

明，Ｗ
－
随着 λ的增大而减小．这是因为 ＦＧＭ板的刚度随着 λ 增大而增大．另外，在所有 ４ 种边界

条件中，Ｃ⁃Ｆ 和 Ｃ⁃Ｃ 板的 Ｗ
－
分别为最大值和最小值．

图 ３ 给出了 Ｓ⁃Ｓ ＦＧＭ 板中无量纲挠度 Ｗ
－
沿 ｘ 方向随 λ 变化的规律，ｈ ／ ｌ ＝ ０．１５．可以发现，

Ｗ
－
具有抛物线分布特征，在 ｘ ＝ ｌ ／ ２ 有最大值．
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图 ２　 弹性常数 ｃ１１ 沿板厚方向随 λ 变化 图 ３　 Ｓ⁃Ｓ ＦＧＭ 板中无量纲挠度 Ｗ
－
沿 ｘ 方向随 λ 变化

Ｆｉｇ． ２　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｃ１１ ａｌｏｎｇ Ｆｉｇ． ３　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ Ｗ
－
ａｌｏｎｇ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｘ

ｔｈｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｖｓ． λ ｏｆ ｔｈｅ Ｓ⁃Ｓ ＦＧＭ ｐｌａｔｅ ｖｓ． λ

图 ４　 Ｓ⁃Ｓ ＦＧＭ 板中无量纲正应力 σ－ ｘ 图 ５　 Ｓ⁃Ｓ ＦＧＭ 板中无量纲剪应力 τ－ ｚｘ
沿厚度方向随 λ 变化 沿厚度方向随 λ 变化

Ｆｉｇ． ４　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ σ－ ｘ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ Ｆｉｇ． ５　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ τ－ ｚｘ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｓ⁃Ｓ ＦＧＭ ｐｌａｔｅ ｖｓ． λ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｓ⁃Ｓ ＦＧＭ ｐｌａｔｅ ｖｓ． λ

图 ６　 Ｓ⁃Ｓ ＦＧＭ 板中无量纲正应力 图 ７　 Ｓ⁃Ｓ ＦＧＭ 板中无量纲剪应力 τ－ ｚｘ

σ－ ｘ 随 ｈ ／ ｌ 变化 沿板厚方向随 ｈ ／ ｌ 变化

Ｆｉｇ． ６　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ σ－ ｘ ｏｆ Ｆｉｇ． ７　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ τ－ ｚｘ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

ｔｈｅ Ｓ⁃Ｓ ＦＧＭ ｐｌａｔｅ ｖｓ． ｈ ／ ｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｓ⁃Ｓ ＦＧＭ ｐｌａｔｅ ｖｓ． ｈ ／ ｌ

图 ４ 给出了 Ｓ⁃Ｓ ＦＧＭ 板在 ｘ ＝ ｌ ／ ２处无量纲正应力σ－ ｘ 沿板厚度方向随 λ变化的变化规律，
ｈ ／ ｌ ＝ ０．１５．可以发现，当 λ ＝ ０ 时，σ－ ｘ 基本呈线性分布．当 λ ＝ ５ 或 １０ 时，σ－ ｘ 不再呈线性分布，此
时最大压应力出现在板上表面处（ ｚ ＝ ｈ ／ ２）；拉应力随着 λ 的增大逐渐向板下表面（ ｚ ＝ － ｈ ／ ２）
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靠近．
图 ５ 给出了 Ｓ⁃Ｓ ＦＧＭ 板在 ｘ ＝ ｌ ／ ２ 处无量纲剪应力 τ－ ｚｘ 沿板厚度方向随 λ 变化的规律，ｈ ／ ｌ

＝ ０．１５．可以发现，当 λ ＝ ０时，τ－ ｚｘ 基本呈抛物线分布，最大值出现在 ｚ ＝ ０处，符合经典板理论中

关于剪应力 τ－ ｚｘ 分布的假定．当 λ ＝ ５ 或 １０ 时，τ－ ｚｘ 不再呈抛物线分布，此时最大剪应力向板上表

面（ ｚ ＝ ｈ ／ ２） 方向偏移．
图 ６ 给出了 Ｓ⁃Ｓ ＦＧＭ 板在 ｘ ＝ ｌ ／ ２，ｚ ＝ － ｈ ／ ２ 处无量纲正应力 σ－ ｘ 随 λ 和板厚跨比 ｈ ／ ｌ 变化

的规律．可以发现，σ－ ｘ 随着 λ 或 ｈ ／ ｌ 的增大而减小．当 λ ＜ ２ 时，减小的幅度较大；当 λ ＞ ２ 时，
减小的幅度会逐渐放缓．

图 ７ 给出了 Ｓ⁃Ｓ ＦＧＭ 板在 ｘ ＝ ｌ ／ ２处无量纲剪应力 τ－ ｚｘ 沿板厚方向随板厚跨比 ｈ ／ ｌ变化的规

律，λ ＝ ５．可以发现，τ－ ｚｘ 最大值出现在板中面附近并且随着 ｈ ／ ｌ 的增大而减小．

４　 结　 　 论

本文利用 Ｅｎｇｌａｎｄ⁃Ｓｐｅｎｃｅｒ 板理论研究了 ＦＧＭ 板在横向分布荷载作用下的柱面弯曲问题．
材料参数沿厚度方向可以任意变化．最终分别给出了荷载 ｑ１， ｑ２ｘ，ｑ３ｘ２，ｑ４ｘ３ 作用下 ＦＧＭ 板柱

面弯曲问题的弹性力学解．数值结果表明，板的柱面边界条件、材料梯度因子和厚跨比对处于

柱面弯曲的 ＦＧＭ 板具有显著的影响．因此，可以在工程应用中通过调整上述影响因素进而对

ＦＧＭ 柱面弯曲板予以优化设计．
本文给出的解析解精确满足弹性力学的全部方程及上下板表面的边界条件，只是在板的

柱面边界上，采用 Ｓａｉｎｔ⁃Ｖｅｎａｎｔ（圣维南）原理对边界条件予以放松．因此，可用以评价在同类板

分析中采用的各种近似的弹性板理论以及各种数值解法．

致谢　 本文得到了浙江理工大学科研创新团队专项资助及浙江省科技厅公益技术研究社

会发展项目资助（２０１５Ｃ３３０１７），特此感谢．
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