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摘要：　 采用集中质量法，建立了多间隙二级齿轮系统的五自由度非线性振动模型．模型考虑了各

齿轮副间变刚度、齿侧间隙、支承间隙以及传动误差等非线性因素，推导出系统量纲振动微分方

程，并利用分岔图、Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图，全面地分析了系统转速、阻尼比对系统分岔特性的影响．结果

发现系统在各种非线性因素的综合影响下，表现出丰富复杂的分岔特性．系统随着参数的变化先后

出现短周期运动、长周期运动、拟周期运动及混沌运动．在不同阻尼比下，系统随着转速的逐渐减

小，由稳定的周期 １ 运动，倍化分岔变为稳定的周期 ２ 运动，再经过 Ｈｏｐｆ 分岔变为拟周期运动，通
过激变又变为稳定的周期 １ 运动，最终通过 Ｈｏｐｆ 分岔⁃锁相进入混沌．随着转速的逐渐增大，系统

随阻尼比变化的混沌运动范围减小，出现稳定的周期 １ 运动、长周期和拟周期运动，并且长周期和

拟周期运动范围逐渐变小而稳定的周期 １ 运动的范围逐渐变大．
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引　 　 言

在齿轮传动设计之初，设计者从提高动态性能的目的出发，主动地进行参数、结构、材料、
润滑及安装等方面的选择，同时对传动型式、布局型式等方面进行预估，以期以较低的制造成

本取得最优的动态性能，提高齿轮传动系统乃至整个机器的综合技术经济性能．基于这些方面

的考虑，设计者有必要对齿轮传动系统动力学开展研究，这不仅对齿轮传动系统设计有重要的

理论价值， 而且还有很重要的社会和技术经济意义［１］ ．姚文席、魏任之［２］在渐开线直齿轮的啮

合冲击方面作了不少的研究工作．鄂中凯等［３］认为在多级齿轮传动系统中，不能只对一对互相

啮合的齿轮加以分析， 而必须考虑前后几级传动齿轮间的相互影响．唐增宝等［４］ 提出了多级

齿轮传动系统的动态仿真技术， 重点论述了如何建立齿轮传动系统的多自由度时变非线性动

力学方程．
二级齿轮传动系统构成复杂、结构紧凑、动力传动平稳高效，被广泛用于汽车、火车、飞机、
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船舶及工厂传动系统中．随着现代工业化的迅速发展，对二级齿轮系统的工作效能要求不断提

高，更快更准地预测二级齿轮系统的动力学行为变得更加重要．由于二级齿轮系统都存在齿侧

间隙、轴侧间隙，所以二级齿轮系统都是强非线性振动系统［５⁃６］ ．齿轮振动会影响二级齿轮系统

的寿命和工作效能，有必要对二级齿轮系统的振动响应进行深入研究．本文通过建立二级齿轮

传动系统的数学模型，全面分析各个参数对二级齿轮系统的动态影响，为二级齿轮传动系统的

设计和稳定工作提供必要的参考参数［７⁃１０］ ．只有在了解了二级齿轮传动系统的动力学行为和

动态性能的基础上，才能设计出高性能的二级齿轮系统，才能满足当今高速、重载、高性能机械

化设备的要求［１１⁃１３］ ．

１　 力 学 模 型

本文以二级直齿轮传动系统为研究对象［１４⁃１５］，系统简图如图 １ 所示．系统由 ３ 根轴（轴
Ｏ１⁃Ｏ１，轴Ｏ２⁃Ｏ２，轴Ｏ３⁃Ｏ３）、两对齿轮及轴承组成．系统的力学模型如图２所示．齿轮２、齿轮３在

中间轴 Ｏ２⁃Ｏ２ 上，Ｍｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４） 为齿轮 ｉ 的质量，Ｒ ｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４） 为齿轮 ｉ 的基圆半径，Ｉｉ（ ｉ
＝ １，２，３，４） 为齿轮 ｉ 的转动惯量，Ｚ ｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４） 为齿轮 ｉ 的齿数，Ｇ ｉ（ ｉ ＝ １，２），Ｆ ｊ（ ｊ ＝ １，２，３，
４） 分别为第 ｉ个齿侧间隙和第 ｊ个轴侧间隙构成的非线性位移函数，ｃ１，ｃ２ 为各齿轮对啮合处的

啮合阻尼，Ｋ１（ ｔ
－），Ｋ２（ ｔ

－） 为各齿轮对啮合处的时变啮合刚度，ｅ－ １（ ｔ
－），ｅ－ ２（ ｔ

－） 分别为各齿轮对的

综合啮合误差，ｃ１１，ｃ２１，ｃ３１，ｃ４１ 和 ｋ１１，ｋ２１，ｋ３１，ｋ４１ 分别为轴 Ｏ１⁃Ｏ１、轴 Ｏ２⁃Ｏ２ 和轴 Ｏ３⁃Ｏ３ 两端轴承

等效元件的阻尼和平均刚度，Ｙｉ，θｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４） 分别为第 ｉ 个齿轮轴心的横向振动位移和扭

转振动位移，Ｔ１（ ｔ
－），Ｔ４（ ｔ

－） 分别为系统的输入和输出扭矩，Ｆａ，Ｆｂ，Ｆｃ 分别为各轴承对齿轮的作

用力， ２ｂ１１，２ｂ２１，２ｂ３１，２ｂ４１ 分别为各轴承与各齿轮间的间隙，２ｂ
－
１，２ｂ

－
２ 分别为各齿轮对间的齿侧

间隙．

图 １　 传动系统简图 图 ２　 系统动力学模型图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｇｅａｒ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｄｉａｇｒａｍ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｍｏｄｅｌ

１．１　 系统振动方程

在不考虑齿面摩擦［１６］和中间轴 Ｏ２⁃Ｏ２ 的扭转弯曲和传动轴质量，并假设齿轮 ２ 和齿轮 ３
的轴心横向振动位移相同的情况下，可知 θ２ ＝ θ３，Ｙ２ ＝ Ｙ３ ．根据系统力学模型图 ２ 可得如下振动

微分方程：
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Ｍ１Ｙ″１ ＋ ｃ１１Ｙ′１ ＋ ｋ１１Ｆ１（Ｙ１，ｂ１１） － Ｄ１２ － Ｑ１２ ＝ Ｆａ，
（Ｍ２ ＋ Ｍ３）Ｙ″２ ＋ ｃ２１Ｙ′２ ＋ ｋ２１Ｆ２（Ｙ２，ｂ２１） ＋ ｃ３１Ｙ′２ ＋
　 　 ｋ３１Ｆ３（Ｙ２，ｂ３１） ＋ Ｄ１２ ＋ Ｑ１２ － Ｄ３４ － Ｑ３４ ＝ Ｆｃ，
Ｍ４Ｙ″４ ＋ ｃ４１Ｙ′４ ＋ ｋ４１Ｆ４（Ｙ４，ｂ４１） ＋ Ｄ３４ ＋ Ｑ３４ ＝ Ｆｂ，

Ｉ１θ″１ ＋ Ｒ１Ｄ１２ ＋ Ｒ１Ｑ１２ ＝ Ｔ１（ ｔ
－），

（ Ｉ２ ＋ Ｉ３）θ″２ ＋ Ｒ２Ｄ１２ ＋ Ｒ２Ｑ１２ ＋ Ｒ３Ｄ３４ ＋ Ｒ３Ｑ３４ ＝ ０，

Ｉ４θ″４ ＋ Ｒ４Ｄ３４ ＋ Ｒ４Ｑ３４ ＝ Ｔ４（ ｔ
－），

ì
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ï
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ï
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ï
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ï

（１）

式中，（）′，（）″是对时间 ｔ－ 求导，Ｄ１２ 是齿轮１和齿轮２间的弹性啮合力，Ｄ３４ 是齿轮３和齿轮４间

的弹性啮合力，Ｑ１２ 是齿轮 １和齿轮 ２间的粘性啮合力，Ｑ３４ 是齿轮 ３ 和齿轮 ４ 间的粘性啮合力，
并且有

　 　 Ｄ１２ ＝ Ｋ１（ ｔ
－）Ｇ１（Ｒ１θ１ ＋ Ｒ２θ２ ＋ ｅ－ １（ ｔ

－） － Ｙ１ ＋ Ｙ２，ｂ１），

　 　 Ｑ１２ ＝ ｃ１（Ｒ１θ′１ ＋ Ｒ２θ′２ ＋ ｅ－′１（ ｔ
－） － Ｙ′１ ＋ Ｙ′２），

　 　 Ｄ３４ ＝ Ｋ２（ ｔ
－）Ｇ２（Ｒ３θ２ ＋ Ｒ４θ４ ＋ ｅ－ ２（ ｔ

－） － Ｙ２ ＋ Ｙ３，ｂ２），

　 　 Ｑ３４ ＝ ｃ２（Ｒ３θ′２ ＋ Ｒ４θ′４ ＋ ｅ－′２（ ｔ
－） － Ｙ′２ ＋ Ｙ′３） ．

齿轮系统间隙非线性位移函数可表示为

　 　 Ｇ１（Ｒ１θ１ ＋ Ｒ２θ２ ＋ ｅ－ １（ ｔ
－） － Ｙ１ ＋ Ｙ２，ｂ１） ＝

　 　 　 　

Ｒ１θ１ ＋ Ｒ２θ２ ＋ ｅ－ １（ ｔ
－） － Ｙ１ ＋ Ｙ２ － ｂ１，

Ｒ１θ１ ＋ Ｒ２θ２ ＋ ｅ－ １（ ｔ
－） － Ｙ１ ＋ Ｙ２ ＞ ｂ１，

０， Ｒ１θ１ ＋ Ｒ２θ２ ＋ ｅ－ １（ ｔ
－） － Ｙ１ ＋ Ｙ２ ≤ ｂ１，

Ｒ１θ１ ＋ Ｒ２θ２ ＋ ｅ－ １（ ｔ
－） － Ｙ１ ＋ Ｙ２ ＋ ｂ１，

Ｒ１θ１ ＋ Ｒ２θ２ ＋ ｅ－ １（ ｔ
－） － Ｙ１ ＋ Ｙ２ ＜ － ｂ１，
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　 　 Ｇ２（Ｒ３θ２ ＋ Ｒ４θ４ ＋ ｅ－ ２（ ｔ
－） － Ｙ２ ＋ Ｙ３，ｂ２） ＝

　 　 　 　

Ｒ３θ２ ＋ Ｒ４θ４ ＋ ｅ－ ２（ ｔ
－） － Ｙ２ ＋ Ｙ３ － ｂ２，

Ｒ３θ２ ＋ Ｒ４θ４ ＋ ｅ－ ２（ ｔ
－） － Ｙ２ ＋ Ｙ３ ＞ ｂ２，

０， Ｒ３θ２ ＋ Ｒ４θ４ ＋ ｅ－ ２（ ｔ
－） － Ｙ２ ＋ Ｙ３ ≤ ｂ２，

Ｒ３θ２ ＋ Ｒ４θ４ ＋ ｅ－ ２（ ｔ
－） － Ｙ２ ＋ Ｙ３ ＋ ｂ２，

Ｒ３θ２ ＋ Ｒ４θ４ ＋ ｅ－ ２（ ｔ
－） － Ｙ２ ＋ Ｙ３ ＜ － ｂ２ ．
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齿轮啮合刚度 Ｋ１（ ｔ
－），Ｋ２（ ｔ

－） 随时间周期变化，可表示成谐波级数形式，在此取三次谐

波［２］形式如下：

　 　

Ｋ１（ ｔ
－） ＝ ｋ１ｍ ＋ ｋａ１１ｃｏｓ（ωｈ１ ｔ

－ ＋ τ１１） ＋

　 　 ｋａ１２ｃｏｓ（２ωｈ１ ｔ
－ ＋ τ１２） ＋ ｋａ１３ｃｏｓ（３ωｈ１ ｔ

－ ＋ τ１３），

Ｋ２（ ｔ
－） ＝ ｋ２ｍ ＋ ｋａ２１ｃｏｓ（ωｈ２ ｔ

－ ＋ τ２１） ＋

　 　 ｋａ２２ｃｏｓ（２ωｈ２ ｔ
－ ＋ τ２２） ＋ ｋａ２３ｃｏｓ（３ωｈ２ ｔ

－ ＋ τ２３），

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

其中， ｋｉｍ，ωｈｉ，ｋａｉｊ，τｉｊ（ ｉ ＝ １，２； ｊ ＝ １，２，３） 分别为平均啮合刚度、啮合频率、谐波分量系数和对

应的相位角．
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啮合阻尼表达式分别为

　 　 ｃ１ ＝ ２ξ１ ｋ１ｍ ／ （１ ／ Ｍ１ ＋ １ ／ Ｍ２） ， ｃ２ ＝ ２ξ２ ｋ２ｍ ／ （１ ／ Ｍ３ ＋ １ ／ Ｍ４） ，
式中， ξ１，ξ２ 分别为齿轮 １ 和齿轮 ２ 的相对阻尼比及齿轮 ３ 和齿轮 ４ 的相对阻尼比．

为了降低方程（１）的维数，令 ｐ１ ＝ Ｒ１θ１ ＋ Ｒ２θ２ ＋ ｅ－ １（ ｔ
－），ｐ２ ＝ Ｒ３θ２ ＋ Ｒ４θ４ ＋ ｅ－ ２（ ｔ

－）， 则式（１）
变为

　 　

Ｙ″１ ＋
ｃ１１
Ｍ１

Ｙ′１ ＋
ｋ１１

Ｍ１
Ｆ１（Ｙ１，ｂ１１） －

Ｄ１２

Ｍ１

－
Ｑ１２

Ｍ１

＝
Ｆａ

Ｍ１
，

Ｙ″２ ＋
ｃ２１
Ｍ２３

Ｙ′２ ＋
ｋ２１

Ｍ２３
Ｆ２（Ｙ２，ｂ２１） ＋

ｃ３１
Ｍ２３

Ｙ′２ ＋
ｋ３１

Ｍ２３
Ｆ３（Ｙ２，ｂ３１） ＋

　 　
Ｄ１２

Ｍ２３

＋
Ｑ１２

Ｍ２３

－
Ｄ３４

Ｍ２３

－
Ｑ３４

Ｍ２３

＝
Ｆｃ

Ｍ２３
，

Ｙ″４ ＋
ｃ４１
Ｍ４

Ｙ′４ ＋
ｋ４１

Ｍ４
Ｆ４（Ｙ３，ｂ４１） ＋

Ｄ３４

Ｍ４

＋
Ｑ３４

Ｍ４

＝
Ｆｂ

Ｍ４
，

ｐ″１ ＋
Ｒ２

１

Ｉ１
＋
Ｒ２

２

Ｉ２３
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｄ１２ ＋

Ｒ２
１

Ｉ１
＋
Ｒ２

２

Ｉ２３
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｑ１２ ＋

Ｒ２Ｒ３

Ｉ２３
Ｄ３４ ＋

Ｒ２Ｒ３

Ｉ２３
Ｑ３４ ＝

　 　
Ｒ１Ｔ１（ ｔ

－）
Ｉ１

－ ｅ－″１（ ｔ
－），

ｐ″２ ＋
Ｒ２

３

Ｉ２３
＋
Ｒ２

４

Ｉ４
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｄ３４ ＋

Ｒ２
３

Ｉ２３
＋
Ｒ２

４

Ｉ４
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｑ３４ ＋

Ｒ２Ｒ３

Ｉ２３
Ｄ１２ ＋

Ｒ２Ｒ３

Ｉ２３
Ｑ１２ ＝

　 　
Ｒ４Ｔ４（ ｔ

－）
Ｉ４

－ ｅ－″２（ ｔ
－），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（２）

其中

　 　 Ｍ２３ ＝ Ｍ２ ＋ Ｍ３， Ｉ２３ ＝ Ｉ２ ＋ Ｉ３ ．
１．２　 系统量纲一方程

由于系统参数的数量级差别很大，需对方程（２）进行量纲处理，引入量纲一时间 ｔ ＝ ωｃ ｔ
－，

ωｃ 为系统的频率，ｂｃ 为位移标称尺度，则量纲一位移为

　 　 ｙ１ ＝
Ｙ１

ｂｃ
， ｙ２ ＝

Ｙ２

ｂｃ
， ｙ３ ＝

Ｙ４

ｂｃ
， ｘｉ ＝

ｐｉ

ｂｃ
　 　 （ ｉ ＝ １，２），

量纲一综合啮合误差为

　 　 ｅｉ（ ｔ
－） ＝

ｅ－ ｉ（ ｔ
－）

ｂｃ
　 　 （ ｉ ＝ １，２），

量纲一转速为

　 　 ωｉ ＝
ωｈｉ

ωｃ
　 　 （ ｉ ＝ １，２），

　 　 ｕ ＝
ｚ２
ｚ３
， ω２ ＝ ｕω１， ｍ１ ＝

Ｉ１Ｉ２３
Ｒ２

１Ｉ２３ ＋ Ｒ２
２Ｉ１

， ｍ２ ＝
Ｉ２３

Ｒ２Ｒ３
， ｍ３ ＝

Ｉ４Ｉ２３
Ｒ２

４Ｉ２３ ＋ Ｒ２
３Ｉ４

，

则量纲一方程（（），（）是对时间 ｔ 求导）：
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ｙ１ ＋ ２（ζ１１ ＋ ζ１２）ｙ１ － ２ζ１２ｙ１ － ２ζ１２ｘ１ ＋ ｌ１１Ｆ１ ｙ１，
ｂ１１

ｂｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｌ１２ｋ１（ ｔ）ｇ１（ ｔ） ＝ ｆａ，

ｙ２ － ２ζ２１ｙ１ ＋ ２（ζ２１ ＋ ζ２２ ＋ ζ２３ ＋ ζ２４）ｙ２ － ２ζ２２ｙ３ ＋ ２ζ２３ｘ１ － ２ζ２４ｘ２ ＋

　 　 ｌ２１Ｆ２ ｙ２，
ｂ２１

ｂｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｌ２２Ｆ３ ｙ２，

ｂ３１

ｂｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｌ２３ｋ１（ ｔ）ｇ１（ ｔ） － ｌ２４ｋ２（ ｔ）ｇ２（ ｔ） ＝ ｆｃ，

ｙ３ － ２ζ３１ｙ２ ＋ ２（ζ３１ ＋ ζ３２）ｙ３ ＋ ２ζ３１ｘ２ ＋ ｌ３１Ｆ４ ｙ３，
ｂ４１

ｂｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｌ３２ｋ２（ ｔ）ｇ２（ ｔ） ＝ ｆｂ，

ｘ１ － ２ζ４１ｙ１ ＋ ２（ζ４１ － ζ４２）ｙ２ ＋ ２ζ４２ｙ３ ＋ ２ζ４１ｘ１ ＋ ２ζ４２ｘ２ ＋

　 　 ｌ４１ｋ１（ ｔ）ｇ１（ ｔ） ＋ ｌ４２ｋ２（ ｔ）ｇ２（ ｔ） ＝ ｆ１，
ｘ２ － ２ζ５１ｙ１ ＋ ２（ζ５１ － ζ５２）ｙ２ ＋ ２ζ５２ｙ３ ＋ ２ζ５１ｘ１ ＋ ２ζ５２ｘ２ ＋

　 　 ｌ５１ｋ１（ ｔ）ｇ１（ ｔ） ＋ ｌ５２ｋ２（ ｔ）ｇ２（ ｔ） ＝ ｆ２，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

其中

　 　 ζ１１ ＝
ｃ３１

２Ｍ１ωｃ
， ζ１２ ＝

ｃ１
２Ｍ１ωｃ

， ζ２１ ＝
ｃ１

２Ｍ２３ωｃ
， ζ２２ ＝

ｃ２
２Ｍ２３ωｃ

， ζ２３ ＝
ｃ２１

２Ｍ２３ωｃ
，

　 　 ζ２４ ＝
ｃ３１

２Ｍ２３ωｃ
， ζ３１ ＝

ｃ２
２Ｍ４ωｃ

， ζ３２ ＝
ｃ４１

２Ｍ４ωｃ
， ζ４１ ＝

ｃ１
２ｍ１ωｃ

， ζ４２ ＝
ｃ２

２ｍ２ωｃ
，

　 　 ζ５１ ＝
ｃ１

２ｍ２ωｃ
， ζ５２ ＝

ｃ２
２ｍ３ωｃ

， ｌ１１ ＝
ｋ１１

Ｍ１ω２
ｃ

， ｌ１２ ＝
ｋ１ｍ

Ｍ１ω２
ｃ

， ｌ２１ ＝
ｋ２１

Ｍ２３ω２
ｃ

，

　 　 ｌ２２ ＝
ｋ３１

Ｍ２３ω２
ｃ

， ｌ２３ ＝
ｋ１ｍ

Ｍ２３ω２
ｃ

， ｌ２４ ＝
ｋ２ｍ

Ｍ２３ω２
ｃ

， ｌ３１ ＝
ｋ４１

Ｍ４ω２
ｃ

， ｌ３２ ＝
ｋ２ｍ

Ｍ４ω２
ｃ

，

　 　 ｌ４１ ＝
ｋ１ｍ

ｍ１ω２
ｃ

， ｌ４２ ＝
ｋ２ｍ

ｍ２ω２
ｃ

， ｌ５１ ＝
ｋ１ｍ

ｍ２ω２
ｃ

， ｌ５２ ＝
ｋ２ｍ

ｍ３ω２
ｃ

，

　 　 ｆａ ＝
Ｆａ

Ｍ１ω２
ｃｂｃ

， ｆｃ ＝
Ｆｃ

Ｍ２３ω２
ｃｂｃ

， ｆｂ ＝
Ｆｂ

Ｍ４ω２
ｃｂｃ

，

　 　 ｆ１ ＝
Ｒ１Ｔ１（ ｔ）
Ｉ１ω２

ｃｂｃ

－ ｅ１， ｆ２ ＝
Ｒ２Ｔ４（ ｔ）
Ｉ４ω２

ｃｂｃ

－ ｅ２，

　 　 εｉｊ ＝
ｋｉｊ

ｋｉｍ
　 　 （ ｉ ＝ １，２； ｊ ＝ １，２，３），

　 　 ｋ１（ ｔ） ＝ １ ＋ ε１１ｃｏｓ（ω１ ｔ ＋ τ１１） ＋ ε１２ｃｏｓ（２ω１ ｔ ＋ τ１２） ＋ ε１３ｃｏｓ（３ω１ ｔ ＋ τ１３），
　 　 ｋ２（ ｔ） ＝ １ ＋ ε２１ｃｏｓ（ｕω１ ｔ ＋ τ２１） ＋ ε２２ｃｏｓ（２ｕω１ ｔ ＋ τ２２） ＋ ε２３ｃｏｓ（３ｕω１ ｔ ＋ τ２３），

　 　 ｇ１（ ｔ） ＝

ｘ１ － ｙ１ ＋ ｙ２ －
ｂ１

ｂｃ
， ｘ１ － ｙ１ ＋ ｙ２ ＞

ｂ１

ｂｃ
，

０， ｘ１ － ｙ１ ＋ ｙ２ ≤
ｂ１

ｂｃ
，

ｘ１ － ｙ１ ＋ ｙ２ ＋
ｂ１

ｂｃ
， ｘ１ － ｙ１ ＋ ｙ２ ＜ －

ｂ１

ｂｃ
，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
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　 　 ｇ２（ ｔ） ＝

ｘ２ － ｙ２ ＋ ｙ３ －
ｂ２

ｂｃ
， ｘ２ － ｙ２ ＋ ｙ３ ＞

ｂ２

ｂｃ
，

０， ｘ２ － ｙ２ ＋ ｙ３ ≤
ｂ２

ｂｃ
，

ｘ２ － ｙ２ ＋ ｙ３ ＋
ｂ２

ｂｃ
， ｘ２ － ｙ２ ＋ ｙ３ ＜ －

ｂ２

ｂｃ
，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

　 　 Ｆ ｉ ＝

ｙｉ －
ｂｉ１

ｂｃ
， ｙｉ ＞

ｂｉ１

ｂｃ
， ｉ ＝ １，２，３，４，

０， ｙｉ ≤
ｂｉ１

ｂｃ
， ｉ ＝ １，２，３，４，

ｙｉ ＋
ｂｉ１

ｂｃ
， ｙｉ ＜ －

ｂｉ１

ｂｃ
， ｉ ＝ １，２，３，４ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

２　 系统运动分岔分析

表 １　 齿轮传动系统实际参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｇｅａｒ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｇｅａｒ １ ｇｅａｒ ２ ｇｅａｒ ３ ｇｅａｒ ４ ｓｈａｆｔ １ ｓｈａｆｔ ２ ｓｈａｆｔ ３

ｂａｓｅ ｃｉｒｃｌｅ ｒａｄｉｕｓ ｒ ／ ｍ ０．１ ０．０５ ０．１ ０．０５

ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ Ｉ ／ （ｋｇ·ｍ２） ０．０７４ ０．００４ ６ ０．０３７ ５ ０．００２ ３

ｍｅｓｈｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｋ ／ （Ｎ·ｍ－１） ５×１０８ ５×１０８ ２．５×１０８ ２．５×１０８

ｍｅｓｈｉｎｇ ｄａｍｐｉｎｇ ｃ ／ （Ｎ·ｓ·ｍ－１） ２ ７２１ ２ ７２１ １ ３６０ １ ３６０

ａｖｅｒａｇｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ Ｋ ／ （Ｎ·ｍ－１） １×１０７ ５×１０８

ａｖｅｒａｇｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ Ｃ ／ （Ｎ·ｓ·ｍ－１） ２ ７２１

　 　 为进行齿轮系统运动分岔特性的研究，本文取系统的一组基本参数为

　 　 ε１１ ＝ ０．３， ε１２ ＝ － ０．１８， ε１３ ＝ ０．０４， ε２１ ＝ ０．３， ε２２ ＝ － ０．１８， ε２３ ＝ ０．０４，
　 　 ｆ１ ＝ ０．０４６ ２， ｆ２ ＝ ０．１８５， ｆａ ＝ ０， ｆｂ ＝ ０， ｆｃ ＝ ０， ωｃ ＝ ９ ８７４， Ｚ２ ＝ ２Ｚ３ ．

２．１　 系统随参数量纲一转速 ω１ 变化的分岔特性

其他参数不变，相对阻尼比 ξ１ 分别取 ０．０４０，０．０４５，０．０５０ 和 ０．０５５ 时系统运动方程的解随

ω１ 变化的分岔特性如图 ３ 所示．
图 ３ 展现了系统随 ω１ 变化而表现出的复杂多样的分岔特性．从图 ３（ ａ）可知，当 ω１ ＞

３ ０２２ ５ 时，系统为稳定的周期 １ 运动；随后， ω１ ＝ ３．０２２ ５ 时发生倍化分岔，系统由稳定的周期

１ 运动分岔为稳定的周期 ２ 运动；随着 ω１ 的继续减小，当 ω１ ＝ ２．６７７ ５ 时发生 Ｈｏｐｆ 分岔，系统

由稳定的周期 ２ 运动分岔为概周期运动；当 ω１ ＝ ２．４１２ ５ 时发生激变，系统由概周期运动变为

稳定的周期 １ 运动，随后系统一直处于稳定的周期 １ 运动中，直到 ω１ ＝ １．２７２ ５ 时再次发生

Ｈｏｐｆ 分岔，系统由稳定的周期 １ 运动分岔为概周期运动；随着 ω１ 的继续减小，系统最终通过

Ｈｏｐｆ 分岔⁃锁相进入混沌．图 ４ 进一步展示了这一变化过程．
从图 ３ 还能看出，随着 ξ１ 的增加，系统在 ω１ ∈ ［２．３，２．６５］ 内的长周期运动和拟周期运动

范围在逐渐缩小，由 ３ 图（ｄ）可知，最终变成稳定的周期 １ 运动．另外，随着 ξ１ 的增加，系统由

稳定的周期 １ 运动进入稳定的周期 ２ 运动的分岔点处 ω１ 的取值在逐渐降低，图 ３（ａ） ～图 ３
（ｃ）的分岔临界点处 ω１ 的取值分为 ３．０２２ ５，３．００２ ５，２．９６７ ５．
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（ａ） ξ１ ＝ ０．０４０ （ｂ） ξ１ ＝ ０．０４５

（ｃ） ξ１ ＝ ０．０５０ （ｄ） ξ１ ＝ ０．０５５

图 ３　 分岔图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｍａｐ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

机械系统中的混沌意味着系统运动不再具有可预测性和可控性，它总是从一个运动轨道

跳变到另一个轨道上去，对于机械系统来说，这就意味着疲劳寿命的降低和噪音的增加．通过

以上分岔图的分析，得到混沌运动及多周期运动的 ω１ 取值范围和临界值，从而有助于人为地

避开不可控和不可预测性运动．

（ａ） ξ１ ＝ ０．０４０， ω１ ＝ １．２１ （ｂ） ξ１ ＝ ０．０４０， ω１ ＝ １．２０５
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（ｃ） ξ１ ＝ ０．０４０， ω１ ＝ １．２０２ ５

图 ４　 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ Ｐｏｉｎｃａｒé ｍａｐ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｍｏｔｉｏｎ

２．２　 系统随阻尼比 ξ１ 变化的分岔特性

其他参数不变， ω１ 分别取 １．１，１．２，１．３ 和 １．３５ 时运动方程的解随相对阻尼比 ξ１ 变化的分

岔特性如图 ５ 所示．

（ａ） ω１ ＝ １．１ （ｂ） ω１ ＝ １．２

（ｃ） ω１ ＝ １．３ （ｄ） ω１ ＝ １．３５

图 ５　 分岔图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｍａｐ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
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从图 ５（ａ）可知，当 ω１ ＝ １．１ 时，系统主要以混沌运动为主，稳定的周期轨道窗口范围很

小；从图 ５（ｂ）可知， ω１ 增大变为 １．２ 时，系统的混沌运动范围开始变小，系统在 ξ１ ∈ ［０．００５，
０ ０３５ ４］ 的范围内出现拟周期、长周期及稳定的周期 １ 运动，在 ξ１ ＝ ０．０２２ １ 处发生倒 Ｈｏｐｆ 分
岔；从图 ５（ｃ）可知，当 ω１ 增大为 １．３ 时，系统不再出现混沌运动，主要为稳定的周期 １ 运动，其
中夹杂拟周期和长周期运动，在 ξ１ ＝ ０．０８５ ６ 发生 Ｈｏｐｆ 分岔，在 ξ１ ＝ ０．０４３ ３ 发生倒 Ｈｏｐｆ 分岔；
从图 ５（ｄ）可知，当 ω１ 增大为 １．３５ 时， 系统的拟周期和长周期运动的逐渐范围缩小， 而稳定

的周期 １ 运动的范围相对变大，并在 ξ１ ＝ ０．０７１ １ 发生 Ｈｏｐｆ 分岔， 在 ξ１ ＝ ０．０５９ ８ 发生倒 Ｈｏｐｆ
分岔．

以上分析了系统在 ω１ 取不同值时的分岔特性，当 ω１ 逐渐增大时系统的混沌运动、拟周期

运动及长周期运动的范围逐渐变小，最终变为稳定的周期 １ 运动．最后，得到了 ξ１ 在混沌运动

及多周期运动时的取值范围和临界值，从而有助于人为地避开不可控和不可预测性运动．

３　 小　 　 结

１） 多间隙二级齿轮系统在各种非线性因素的综合影响下，表现出丰富复杂的分岔特性，
随着参数的变化先后出现了短周期运动、长周期运动、拟周期运动及混沌运动．

２） 在不同阻尼比 ξ１ 下，转速ω１ 的变化对系统的分岔特性有显著的影响．随着ω１ 的逐渐减

小，系统主要经过稳定的周期 １ 运动，倍化分岔变为稳定的周期 ２ 运动，再经过 Ｈｏｐｆ 分岔变为

拟周期运动，通过激变又变为稳定的周期 １ 运动，最终通过 Ｈｏｐｆ 分岔⁃锁相进入混沌．而随着阻

尼比 ξ１ 的增大，系统长周期运动和拟周期运动范围在逐渐缩小，最终变为稳定的周期 １ 运动．
３） 转速 ω１ 在不同取值时，阻尼比 ξ１ 的变化对系统的分岔特性也有较大的影响．当ω１ 逐渐

增大时，系统的混沌运动范围逐渐减小，出现稳定的周期 １ 运动、长周期和拟周期运动，并且长

周期和拟周期运动范围逐渐变小而稳定的周期 １ 运动的范围相对变大．
以上结论可为二级齿轮系统的参数选取和非线性动力学行为预测提供有效的参考，对二

级齿轮系统的动力设计有一定的指导意义．
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