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二维弹性平面问题中任意边界条件下
应力分布的封闭解

X

梁以德,  郑建军

(香港城市大学 建筑系, 香港九龙达之路)

摘要:  应用辛方法研究了正交各向异性二维平面 ( x , z ) 弹性问题, 在任意边界和不考虑梁假设

条件下的解析应力分布解# 辛方法通过将位移和应力作为对偶量推导得到一组辛的偏微分方程

组,并且应用变量分离法对方程组进行了求解# 同动力学中的问题比较, 将弹性问题中的 x 轴模

拟成时间轴,这样 z 轴成为唯一一个独立的坐标轴# 问题中的Hamilton 矩阵的指数展开具有辛的

特征# 在齐次问题求解中,通过边界条件和边界上的积分求得级数中的未知数# 齐次解中包括减

阶的零特征值的特征向量(零本征向量)和完好的非零本征值的特征向量(非零本征向量)# 零本

征值的 Jordan 链给出了经典的 Saint Venant解, 反映了平均的整体行为像刚体位移、刚体旋转和弯

曲等# 另外,非零本征向量反映的是指数衰减的局部解,它们通常在 Saint Venant原理下被忽略# 

文中给出了完整的算例,并且和已有结果进行了对比# 

关  键  词:  横观各向同性;  特征函数;  辛展开

中图分类号:  O343. 1; O11    文献标识码:  A

引   言

平面问题中的角点的奇异性问题、固定端的局部问题一直都是平面弹性问题中的一个难

点# Williams[ 1]研究了板的角点的应力奇异问题# 通过协调和双协调函数的使用, Williams[ 1]

对固定-固定、自由-自由、固定-自由 3种不同边界情况下的奇异性问题做了详细的讨论# 

Timoshenko和 Goodier[ 2]也研究了边界效应问题# 对于连续的面载荷,应力函数表示为相应的

Fourier级数# 结果表明,在离开端部一个厚度距离时,应力的分布已经不再受到端部的局部效

应影响,这和 Saint Venant 原理是一致的# Gregory 等人[ 3-5]通过对位移使用 Papkovich-Fadle特

征向量展开研究拉力下的端部效应,并给出了级数收敛的证明# Horgan和 Simmonds[ 6]、Choi和

Horgan [ 7]基于线弹性理论分析了端部效应的渐进性# Lin和Wan[ 8- 9]引入广义 Cauchy核的一类

Fredholm积分等式, 研究了半无穷区域一端固定的拉伸、弯曲和柔度问题# Savoia 和Tullini
[ 10]

使用横向不可压缩的位移模型研究了强正交各向异性梁# Leung 和 Su[ 11-12]基于分形有限元研

究了应力奇异问题并给出了应力强度因子# 还有其他一些方法被用来研究端部效应问题,像
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三阶梁理论( Levinson [ 13] , Heyliger和 Reddy[ 14] , Leung[ 15] )# 

虽然已经发表了很多的相关研究, 但是很少有基于严格的弹性理论给出的完整的应力分

布解# Spence[ 16]指出,一般情况下很难保证双协调函数级数的收敛问题# 本文使用基于二维

弹性问题的辛方法研究了固定端的应力分布问题# 在弹性问题中的独立坐标轴 ( x , z ) 很难

分离, 本文使用了辛级数展开# 和动力学中的Hamilton公式相似,我们将 x 轴模拟成时间轴,

这样 z 就成了Hamilton算子矩阵中位移的独立坐标,因此 ( x , z ) 得以分离# 由此建立的控制

方程是一系列的一阶微分方程,位移和共轭应力是其中的未知量# 微分方程的系数矩阵在 z

上是Hamilton的,矩阵的指数展开是辛的# 这里可以得到关于齐次边界的通解和相应的加载

条件下的特解, 通解中的常数可以由两端条件求得# 齐次解中包括解向量空间中的退化的零

本征根向量和完好的非零本征根向量# 零本征根中的 Jordan链解给出了和经典 Saint Venant

解一致的反映全局平均效应的解,像刚体位移、刚体旋转和弯曲等# 另一方面,非零特征根向

量给出了指数衰减的局部解# 辛空间中的级数收敛性是自动满足的, Yao 等人[ 17]给出了相应

的证明# 本文给出了相应的数值算例, 和已有结果进行了比较, 并且第一次给出了正交各向异

性梁的应力分布图# 

1  理 论公 式

考虑 xz 平面内的复合材料梁,横观各向同性,在上、下表面分别受外力, 如图 1所示# 梁

长 L ,厚度 2h# yz 上的横截面是一单位宽度的矩形# 材料的本构关系为

图 1  平面复合材料厚梁

  

Rxx = c11
5u
5x

+ c13
5w
5z

,

Rzz = c13
5 u
5 x

+ c33
5w
5z

,

Sxz = c44
5u
5z

+
5w
5 x

,

( 1)

u和w表示沿Cartesian坐标 x 轴和z 轴的位移; Rxx、Rzz

和 Sxz 分别表示正应力和剪应力; cij ( i , j = 1, 3或 i =

j = 4) 是材料的弹性系数# 不考虑体力,平衡微分方程可以表示为

  
5Rxx

5x
+

5Sxz

5z
= 0,

5Rzz

5z
+

5Sxz

5x
= 0, ( 2)

系统的能量方程 E p为

  DE p = DQ
L

0Q
h

- h
L dzdx - Q

L

0
[ ( w�Fz 2+ u�Fx2) z = h - ( w�Fz1+ u�Fx1) z= - h] dx = 0, ( 3)

�Fz 1、�Fz2、�Fx1 和 �Fx2是图1所示作用在上下表面的表面力# 上式中的 Lagrange应变能表达式为

  L ( u, w , Ûu , Ûw ) =
1
2

c11Ûu2+ 2c13Ûu 5w
5z

+ c33
5w
5z

2

+ c44
5u
5z

+ Ûw
2

, ( 4)

(
#

) = 5/ 5x 表示对 x 求偏微分# Hamilton式则可以定义为

  H ( u, w , R, S) = RÛu + SÛw - L( u , w , Ûu, Ûw ) , ( 5)

R和 S是对应于u 和w 的对偶变量,可以从下面的式子求得:

  R =
5L
5Ûu = c11Ûu + c13

5w
5z

, S =
5L
5Ûw = c44

5 u
5z

+ Ûw # ( 6)

实际上对比公式( 1)可以看出 R= Rxx和S= Sxz# 下面的式子表示Hamilton体系中的对偶变量
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关系,

  Ûq =
5H
5 p , Ûp = -

5H
5 q , ( 7)

矢量 q = ( u, w )
T和 p = ( R, S) T分别表示构形向量和动量向量# 引入相空间向量 v = ( q,

p )
T
, 公式( 7)可以表示为矩阵形式:

  Ûv = Hv , ( 8)

其中

  H =

0 -
c13

c11
5
5z

1
c11

0

-
5
5z

0 0
1

c44

0 0 0 -
5
5z

0
c
2
13

c11
- c33

52

5z
2 -

c13
c11

5
5z

0

( 9)

是Hamilton算子矩阵# 对于等式( 8)的求解可以分为齐次边界解加特解# 首先考虑齐次边界

的情况,上下表面 ( z = ? h) 的应力条件为

  Sxz = 0, Rzz = 0# ( 10)

分离变量法被用来求解方程, 解的形式假设为

  v = eLx W( z ) , ( 11)

这里 L表示沿 x 轴的特征根, W( z ) 表示特征向量# 

1. 1  零特征根向量

将公式( 11)带入公式( 8) ,可以发现行列式在多重根 L= 0上是退化的以及零特征根向量

是减次的(Leung[ 18] )# 本节给出了减次特征根问题的一系列的 Jordan型解和它们表示的物理

意义# 

从公式( 8)中可以求得零本征根的两个基本解为

  W(0)
f = (1  0  0  0) , W( 0)

s = (0  1  0  0) , ( 12)

它们之间互相线性无关, 都属于零阶的 Jordan解# 下标 f表示第 1条 Jordan链, s表示第 2条

Jordan链# 向量( 12)是原问题的解,可以写为

  v
( 0)
f = W(0)

f , v
( 0)
s = W(0)

s , ( 13)

它们分别表示沿 x 和z 轴方向的刚体位移# 1阶 Jordan解的求解可以得

  HW(1)
= W(0)

, ( 14)

可以求得

  W(1)
f = (0  - B1z  B2  0) , W(1)

s = (- z  0  0  0) , ( 15)

但是, 1阶 Jordan解并不是特征向量# 通过公式( 8) ,原特征值问题的特征向量实际上是

  v
( 1)
f = W(1)

f + xW(0)
f , v

( 1)
s = W(1)

s + xW(1)
s # ( 16)

公式( 16)写成分量形式为

  u
(1)
f = x , w

( 1)
f = - B1z , R(1)

f = B2, S(1)
f = 0, ( 17a)

  u
(1)
s = - z , w

( 1)
s = x , R(1)

s = 0, S(1)
s = 0# ( 17b)

可以看出, v( 1)
f 表示均匀拉力下的解而 v

( 1)
s 表示面内刚体旋转的解# 同样地, 2阶 Jordan解
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W(2) 可以通过下式求得:

  HW(2)
= W(1)# ( 18)

这里需要指出的是 2阶 Jordan解 W(2)
f 不满足齐次问题的表面边界条件公式( 10) , 因此相应的

解的特征向量就不存在# 唯一有效的 2阶 Jordan解向量是

  W(2)
s = 0  1

2
B1z

2
+ c1  - B2z  0 # ( 19)

但它仍不是原问题的特征向量,原问题特征向量是

  v
( 2)
s = W(2)

s + xW(1)
s +

1
2

x
2 W(0)

s # ( 20)

等式( 20)的分量形式为

  u
(2)
s = - xz , w

(2)
s =

1
2

x
2
+

1
2
B1z

2
+ c1, R(2)

s = - B2z , S( 2)
s = 0, ( 21)

式中 S( 2)
s = 0,所以 v

(2)
s 表示的是纯弯矩受力下的解# 3阶 Jordan解是

  W(3)
s =

z
3

6 B3- c1z -
h
2
z

2c44
B2  0  0  1

2 B2( z
2
- h

2
) # ( 22)

可以得到原问题的特征向量

  v
( 3)
s = W(3)

s + xW(2)
s +

1
2

x
2 W(1)

s +
1
6

x
3 W(0)

s , ( 23)

分量形式为

  u
(3)
s =

z
3

6 B3- c1 +
h
2

2c44
B2 +

1
2

x
2

z , w
(3)
s = x

1
2 B1z

2
+ c1 +

1
6 x

3
, ( 24a)

  R( 3)
s = - B2xz , S(3)

s =
1
2
B2( z

2
- h

2
)# ( 24b)

可以看出剪力 S( 3)
s = B3( z

2
- h

2
) / 2沿 x 轴不变, 因此特征向量表示了常剪力作用下的解# 第

2条 Jordan链在这里也断链了,因为下阶 Jordan解不满足齐次边界条件# 至此, 所有的 Jordan

解都已经求出# 
常数 Bi ( i = 1, ,, 3) 和 c1的表达式在附录中给出# 可以证明, 上述的解组成一个完整的

齐次问题零本征根的解空间# 对于特解的可以通过解 Jordan方程求得# 对于沿着 x 轴有外力

剪力的特解可以通过求解H�W= kW
( 1)
f 得到# 同样的,沿着 z轴的正应力作用的特解可以通过

求解 H�W= kW
(3)
s 得到# k 是常数,可以由表面力大小求得# 例如, 在表面上作用有力 �Fz

1
和

�Fz
2
, 如图 1所示# 因此,面力条件可以写为

  c33-
c
2
13

c11
5w
5z

+
1
c11
Rxx = �Fz1,   当 x = - h, ( 25a)

  c33-
c
2
13

c11
5w
5z

+
1
c11
Rxx = �Fz2,   当 x = h# ( 25b)

为了求得特解, 我们求解下面的方程:

  H�W= kW
( 3)
s # ( 26)

对公式( 26)中的第 4式积分可以得到

  
c
2
13

c11
- c33

5w
5z

-
c13

c11
Rxx =

1
3

kB2( z
3
- h

2
z ) + cc, ( 27)

cc是未知常数# 考虑等式(25) ,可以求得 k和 cc# 回代入公式(26) 可以求得对应的特解 �v# 
1. 2  非零特征根向量

对于非零特征根 L X 0,相应的特征向量是随着距离指数衰减的# 对于良性零本征根向
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量,首先要确定 z 方向的特征根K# 本文中,特征多项式可以写为

  det

- L -
c13
c11
K

1
c11

0

- K - L 0 1
c44

0 0 - L - K

0
c
2
13

c11
- c33 K

2
-

c13
c11
K - L

= 0# ( 28)

展开( 28)式得到

  a0( S
2
)
2
+ a1S

2
+ a2 = 0, ( 29)

S = K/ L# 通过求解特征多项式可以得到根 S
2
i ( i = 1, 2)# a i ( i = 0, 1, 2) 是特征多项式的系

数项,具体表达式在附录中给出# 对于不同的 S
2
i , 有以下 3种不同的情况:

1) 对于实数 ( S 1 I R, S2 I R) 并且是不相等根( S1 X S2) , 解的表达式为

  

u = A 1e
S
1
Lz

+ B1e
- S

1
Lz

+ C1e
S
2
Lz

+ D1e
- S

2
Lz

,

w = A 2e
S
1
Lz

+ B2e
- S

1
Lz

+ C2e
S
2
Lz

+ D2e
- S

2
Lz

,

R = A 3e
S
1
Lz

+ B3e
- S

1
Lz

+ C3e
S
2
Lz

+ D3e
- S

2
Lz

,

S = A 4e
S
1
Lz

+ B4e
- S

1
Lz

+ C4e
S
2
Lz

+ D4e
- S

2
Lz# 

( 30a)

2) 对于实数 ( S 1 I R, S2 I R) 并且重根( S 1 = S2) , 解的表达式为

  

u = A 1e
S
1
Lz

+ B1e
- S

1
Lz

+ C1z e
S
1
Lz

+ D1z e
- S

1
Lz

,

w = A 2e
S
1
Lz

+ B2e
- S

1
Lz

+ C2z e
S
1
Lz

+ D2z e
- S

1
Lz

,

R = A 3e
S
1
Lz

+ B3e
- S

1
Lz

+ C3z e
S
1
Lz

+ D3z e
- S

1
Lz

,

S = A 4e
S
1
Lz

+ B4e
- S

1
Lz

+ C4z e
S
1
Lz

+ D4z e
- S

1
Lz# 

( 30b)

3) 对于复数根 ( S1 = ? ( K1+ iK2) , S2 = ? ( K1- iK2) ) , i = - 1, K1和 K2为实数,解的表

达式为

  

u = A 1e
K
1
Lz
cosK2 Lz + B1e

K
1
Lz
sinK2Lz + C 1e

- K
1
Lz
cosK2Lz + D1e

- K
1
Lz
sinK2 Lz ,

w = A 2e
K
1
Lz cosK2 Lz + B2e

K
1
LzsinK2Lz + C 2e

- K
1
Lz cosK2Lz + D2e

- K
1
Lz sinK2 Lz ,

R = A 3e
K
1
Lz cosK2Lz + B3e

K
1
Lz sinK2 Lz + C3e

- K
1
Lz cosK2 Lz + D3e

- K
1
Lz sinK2 Lz ,

S = A 4e
K
1
Lz cosK2Lz + B4e

K
1
Lz sinK2 Lz + C4e

- K
1
Lz cosK2 Lz + D4e

- K
1
Lz sinK2 Lz ,

( 30c)

Ai、B i、C i和D i ( i = 1, ,, 4) 是未知系数,可以通过两端边界条件确定# 将公式(30) 带入公式

(8) 并且参考相应的齐次边界条件,可以得到一个关于 L的等式并且求得一系列的 L值# 例

如,将公式( 30a)带入公式( 8) ,得到

  

- L -
c13S 1L

c11
1
c11

0

- S 1L - L 0
1

c44

0 0 - L - S 1L

0
c
2
13

c11
- c33 S

2
1 L

2
-

c13
c11

S 1L - L

A 1

A 2

A 3

A 4

= 0# ( 31)
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非平凡解为

  

A 2 = -
A 1( S

2
1 c44+ c11)

S1( c13+ c44)
, A 3 = -

A 1 Lc44( S
2
1 c13- c11)

c13+ c44
,

A 4 =
A 1Lc44( S

2
1 c13- c11)

S 1( c13+ c44)
,

( 32a)

这里 A 2、A 3和 A 4 可以表示为 A 1的函数# 同样地, B1、C1和 D1 被选做独立的参数,

  
B2 =

B 1( S
2
1 c44+ c11)

S1( c13+ c44)
, B3 = -

B1Lc44( S
2
1c13- c11)

c13+ c44
,

B4 = -
B 1Lc44( S

2
1 c13- c11)

S1( c13+ c44)
;

( 32b)

  

C2 = -
C1( S

2
2 c44+ c11)

S2( c13+ c44)
, C3 = -

C1Lc44( S
2
2 c13- c11)

c13+ c44
,

C4 =
C1Lc44( S

2
2c13- c11)

S2( c13+ c44)
;

( 32c)

  

D2 =
D1( S

2
2 c44+ c11)

S2( c13+ c44)
, D3 = -

D1Lc44( S
2
2c13- c11)

c13+ c44
,

D4 = -
D1Lc44( S

2
2 c13- c11)

S2( c13+ c44)
# 

( 32d)

将等式( 30a)和( 32a~ d)带入边界条件等式( 10)得到

  MY = 0, ( 33)

Y= ( A 1, B1, C1, D1)
T
, M 是一个关于L的 4 @ 4的矩阵, M的元素在附录中给出# 要使方程

有非平凡解, M 的行列式必须为零 # 由此得到一个关于 L的超越方程, 本文采用

Newton-Raphson法求解方程# 需要强调的是, L一般是复数# 对于每个 L可以构造对应的特

征函数级数# 这些特征函数是随着离开边界的距离而衰减的,符合 Saint Venant原理# 它们表

示的是材料科学中的局部解, Timoshenko和 Goodier[ 2]对此也有阐述# 解的构造如下:

  vn = eLn
zWn, ( 34)

Ln是特征根, Wn是对应的解向量# 根据 L的实部的符号不同,解可以划分为: A集合 ) ) ) L的

实部的符号为正, Ac集合 ) ) ) L的实部的符号为负# A集合中的解沿着x轴的反向衰减, Ac集

合中的解沿着 x 轴的正向衰减,它们反映了不同端部的分布情况# 本文研究固定端 x = 0,因

此级数解中采用了 Ac集合的级数# 

1. 3  边界值问题
因此,广义的解的形式为

  v = �v + 6
K

i= 1
miv

( i )
, ( 35)

这里 v
( i )
是辛空间中的特征向量, 包括零本征根特征向量和非零本征根特征向量# K 是向量

的项数, mi 是未知常数,可以由边界条件确定# �v 表示特解的特征向量# 

用Hamilton混合能变分求解未知变量 mi# 两端边界条件可以写为
  x = 0:  ( q = �q0) #

u0
, ( p = �p 0) #

R0
, ( 36a)

  x = L :  ( q = �qL ) #
uL

, ( p = �pL ) #
RL
# ( 36b)

考虑到边界条件等式( 5) , Hamilton混合能变分式为
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  DQ
L

0Q
h

- h
[ p

T
q - H ( q, p ) ] dzdx - Q

h

- h
[ p

T
( q - �qL ) ] #

uL
dz - Q

h

- h
[�p TLq] #

RL
dz +

    Q
h

- h
[ p

T
( q - �q0) ] #

u0
dz + Q

h

- h
[�p

T
0q] #

R0
dz = 0, ( 37)

�q0 和 �qL 表示两端边界上已知位移; �p0 和 �pL 表示两端边界上已知应力# 展开变分式得到积分

边界条件

  Q
h

- h
[ (Dq)

T
( p - �pL ) ] #

RL
- [ (Dp)

T
( q - �qL) ] #

uL
- [ (Dq)

T
( p - �p0) ] #

R0
+

    [ (Dp )
T
( q - �q0) ] #

u0 dz = 0# ( 38)

公式( 38)给出了两端的积分边界条件# 和 Saint Venant原理不同的是,变分式从能量的角度给

出了一个更加合理的边界条件# 特别地,通过非零本征根向量的引入,在固定端附近的位移和

应力分布可以得到更加精确的分析结果# 

将公式( 35)带入( 38) , 得到一个关于Dmi 的变分方程:

  Q
h

- h
6

n

i= 1

mi qi

T
�p + 6

n

i= 1

mi p
( i )

- �pL #
RL

-

    6
n

i= 1
Dmi p i

T
�q + 6

n

i= 1
mi q

( i )
- �qL #

uL

-

    6
n

i= 1
Dmiqi

T
�p + 6

n

i= 1
mi p

( i )
- �p 0 #

R0
+

    6
n

i= 1
Dmi p i

T
�q + 6

n

i= 1
mi q

( i )
- �q0 #

u0
dz = 0# ( 39)

等式( 39)对于任意的Dmi 都成立,由此得到一个关于 mi 的 n维的线性方程组:

  

E11 E 12 , E 1n

E21 E 22 , E 2n

s s  s

En1 En2 , Enn

m1

m2

s

mn

=

F 1- G1

F 2- G2

s

Fn - Gn

# ( 40)

表达式中的矩阵元素为

  

E ij = Q
h

- h
[ (p

T
iqj ) #

u0
- ( q

T
i p j ) #

R0
- (p

T
iqj ) #

uL
+ ( q

T
i p j ) #

RL
] dz

( i , j = 1, 2, ,, n) ,

F i = Q
h

- h
[ ( p

T
i�q0) #

u0
- ( q

T
i �p 0) #

R0
- ( p

T
i �qL ) #

uL
+ ( q

T
i �pL) #

RL
] dz

( i = 1, 2, ,, n) ,

G i = Q
h

- h
[ ( p

T
i �q) #

u0
- ( q

T
i �p ) #

R0
- (p

T
i �q ) #

uL
+ ( q

T
i �p ) #

RL
] dz

( i = 1, 2, ,, n) ,

( 41)

通过求解 mi 最终可以求得需要的解# 

2  数 值计 算

2. 1  例 1

考虑半无穷长各向同性梁,在端部 x = + ] 处分别作用两种不同的力(见图 2) : ( a) 简单
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拉力 P; ( b) 纯弯矩 M# 

位移边界条件

  x = 0, �u 0 = 0, �w 0 = 0; ( 42)

x = X ( X m 0) 截面处的力边界条件可以表示为

  Q
h

- h
Rxxdz = P , Q

h

- h
Rxxzdz = 0, Q

h

- h
Sxz dz = 0   (情况( a) ) , ( 43a)

  Q
h

- h
Rxxdz = 0, Q

h

- h
Rxxzdz = M , Q

h

- h
Sxz dz = 0   (情况(b) )# ( 43b)

图 2  半无穷梁 x = + ] 处受力

因此可以有

Rx x =
P
2h

, Sxz = 0   (情况( a) ) , ( 44a)

Rx x =
3Mz

2h
3 , Sxz = 0   (情况(b) )# ( 44b)

将边界条件回代等式( 40)求出未知系数 mi# 

表 1 2种受力情况下固定端应力分布 ( M= 1/ 4)

z RTxx (0, z ) / P STxz ( 0, z ) / P RBxx (0, z ) / M SBxz ( 0, z ) / M

0. 0
0. 464 0. 0 0. 0 - 0. 117

( 0. 463) ( 0. 0) ( 0. 0) ( - 0. 125)

0. 1
0. 464 - 0. 009 - 0. 139 - 0. 115

( 0. 464) ( - 0. 010) ( - 0. 136) ( - 0. 122)

0. 2
0. 465 - 0. 019 - 0. 278 - 0. 108

( 0. 465) ( - 0. 021) ( - 0. 273) ( - 0. 112)

0. 3
0. 466 - 0. 029 - 0. 418 - 0. 096

( 0. 467) ( - 0. 030) ( - 0. 412) ( - 0. 096)

0. 4
0. 467 - 0. 039 - 0. 557 - 0. 079

( 0. 470) ( - 0. 040) ( - 0. 555) ( - 0. 076)

0. 5
0. 470 - 0. 051 - 0. 697 - 0. 054

( 0. 473) ( - 0. 049) ( - 0. 699) ( - 0. 052)

0. 6
0. 474 - 0. 063 - 0. 837 - 0. 022

( 0. 477) ( - 0. 059) ( - 0. 842) ( - 0. 024)

0. 7
0. 483 - 0. 079 - 0. 980 0. 023

( 0. 481) ( - 0. 072) ( - 0. 979) (0. 013)

0. 8
0. 502 - 0. 098 - 1. 132 0. 088

( 0. 491) ( - 0. 097) ( - 1. 113) (0. 084)

0. 9
0. 553 - 0. 128 - 1. 322 0. 194

( 0. 549) ( - 0. 150) ( - 1. 313) (0. 239)

* 括号中为本文解

表1给出了沿着边界上 10个点上的应力值, Poisson比 M= 1/ 4# 上标 T 和 B分别表示简

单拉力和纯弯矩情况# 并且同文献[ 4]中给出的结果做了比较# 表中应力值的波动是在数值
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计算时由于级数项数的选取而引起的# Gregory 和 Gladwell[ 4]在研究此问题时, 着重讨论了级

数的收敛和收敛速度# 本文结果保证了在上下表面上的齐次边界条件,同时由于辛空间中的

特征向量的性质,级数的收敛性也得到了保障# 辛方法取得了令人满意的结果# 

2. 2  例 2

图3给出了一厚的正交各向异性梁, 上下表面分别受到 q / 2的均布载荷,长厚比 L / ( 2h )

= 4# 弹性参数分别为: E1 = 175 GPa, E 1/ E2 = 25, E1/ G 12= 50, M12 = 0. 3# 两端边界条件为

图 3  上下表面受均布力的悬臂梁

  x = 0,  u = w = 0; ( 45a)

  x = L ,  Rxx = Sxz = 0# ( 45b)

图4~ 图6给出了固定端的应力分布# 展开级

数中包括的非零本征根向量数从 5增加到了 50# 

本文结果同Tullini和 Savoia[ 19]给出的结果进行了

比较# 图 7给出了解析解的剪应力分布的等值线

图,图 8给出的是不考虑端部效应下的剪应力分

布等值线图# 图 9进一步给出了详细的结果# 作为比较, 图 10给出了 ANSYS 结算的有限元

结果# ANSYS计算时采用了单元 Plane13# 

          ( a)                      ( b)

图 4 固定端应力分布(级数展开中包含 5 项非零本征根向量)

          ( a)                      ( b)

图 5 固定端应力分布(级数展开中包含 10 项非零本征根向量)
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          ( a)                      ( b)

图 6 固定端应力分布(级数展开中包含 50 项非零本征根向量)

   图 7 剪应力解析解等值线图          图 8 剪应力 Saint Venant解等值线图

   图 9  剪应力解析解等值线图        图 10  ANSYS给出剪应力等值线图

( x 和 z 方向网格划分为 64 @ 16)

3  结   论

本文基于二维弹性理论, 在没有引入任何梁假设情况下,研究了厚悬臂梁的完整的应力分

布情况# 通过Hamilton混合能原理,使用辛方法求得了新的解析解# 通过辛正交和共轭性质,

收敛的特征向量级数被用来研究端部效应和角点应力# 辛方法是一种合理的解析的方法,在

边界条件处理上更为有利,并且不需要传统的半逆解法中的试解# 第一次给出了完整的应力

分布图# 

致谢  本研究受到了香港研究基金委员会# CERG1157/ 06的资助,在此表示感谢# 
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附   录

公式( 15) ~ ( 24)中的参数

  B1 =
c13
c33

, B2 =
c11c33 - c213

c33
, B3 = - B1+

1
c44
B2 , c1 =

h2

5
-

1
c44
B2-

1
2
B1 # 

公式( 26)中的常数

  a0 = 1, a1 = B3 - B1, a2 = c11/ c13# 

等式( 30)中矩阵 M的元素

  M = ( Mij)   ( i, j = 1, ,, 4) ,

  M 11 = -
Lc33( S21c44+ c11)

c13+ c44
eS

1
Lh , M12 = -

Lc33( S21c44+ c11)

c13+ c44
e- S

1
Lh,

  M 13 = -
Lc33( S22c44+ c11)

c13+ c44
eS

2
Lh , M14 = -

Lc33( S22c44+ c11)

c13+ c44
e- S

2
Lh,

  M 21 = -
Lc33( S

2
1c44+ c11)

c13+ c44
e- S

1
Lh , M 22 = -

Lc33( S
2
1c44+ c11)

c13+ c44
eS

1
Lh,

  M 23 = -
Lc33( S22c44+ c11)

c13+ c44
e- S

2
Lh , M 24 = -

Lc33( S 2
2c44+ c11)

c13+ c44
eS

2
Lh,

  M 31 =
Lc44 ( S 2

1c13 - c11)

S 1( c13+ c44)
eS

1
Lh, M 32 = -

Lc44( S21c13- c11)

S1 ( c13 + c44)
e- S

1
Lh ,

  M 33 =
Lc44 ( S 2

2c13 - c11)

S 2( c13+ c44)
eS

2
Lh, M 34 = -

Lc44( S22c13- c11)

S2 ( c13 + c44)
e- S

2
Lh ,

  M 41 =
Lc44 ( S 2

1c13 - c11)

S 1( c13+ c44)
e- S

1
Lh , M42 = -

Lc44( S21c13 - c11)

S1( c13+ c44 )
eS

1
Lh ,

  M 43 =
Lc44 ( S 2

2c13 - c11)

S 2( c13+ c44)
e- S

2
Lh , M44 = -

Lc44( S22c13 - c11)

S2( c13+ c44 )
eS

2
Lh# 
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Closed Form Stress Distribution in 2D Elasticity

for all Boundary Conditions

A. Y. T. Leung,  ZHENG Jian-jun

( Depar tment of Bu ildin g and Constru ction , City Univ er sity of Hon g Kong ,

Hong Kon g , P . R . China )

Abstract: A Hamiltonian method was applied to study analytically the stress distributions of or-

thotropic two-dimensional elasticity in ( x , z ) plane for arbitrary boundary conditions without beam

assumptions. It is a method of separable variables for partial differential equations using displacements

and their conjugate stresses as unknowns. Since coordinates ( x , z ) cannot be easily separated, an

alternative symplectic expansion was used. Similar to the Hamiltonian formulation in classical dynam-

ics, the x coordinate as time variable so that z becomes the only independent coordinate in the

Hamiltonian matrix differential operator. The exponential of the Hamiltonian matrix is symplectic.

There are homogenous solutions with constants to be determined by the boundary conditions and par-

ticular integrals satisfying the loading conditions. The homogenous solutions consist of the eigen-solu-

tions of the derogatory zero eigenvalues ( zero eigen-solutions) and that of the wellbehaved nonzero

eigenvalues ( nonzero eigen-solutions) . The Jordan chains at zero eigenvalues give the classical Saint

Venant solutions associated with averaged global behaviors such as rigid- body translation, rigid-body

rotation or bending. On the other hand, the nonzero eigen-solutions describe the exponentially decay-

ing localized solutions usually ignored by Sain-t Venant. s principle. Completed numerical examples

were newly given to compare with established results.

Key words: transversely isotropy; eigenfunctions; symplectic expansion
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