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关于双曲衰减的违约相关模型及 CDS定价
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摘要 :  引进一个双曲类型的衰减函数来表示一方违约对另一方违约强度的影响# 若交易双方为

竞争对手(合作公司) ,当一方的违约时, 另一方的违约强度将减小 (增大 )# 随着时间的推移, 这种

影响将逐渐减小,直至为零# 在这个模型下, 通过测度变换, 可以得到两公司违约时间的联合分布

及各自的边际分布,从而可以对违约互换进行定价# 
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引   言

近几年来, 信用衍生产品市场的迅速发展使得包括信用违约互换( CDS)在内的信用违约

产品的公平定价问题成为一个热点# Jarrow和 Yu( 2001) [ 1]指出: 对信用衍生产品定价时不考

虑交易对手违约风险是不全面的# 而参照资产和衍生产品的发行公司都具有不同程度的违约

风险,而且它们之间可能存在违约相关性# 在约化模型下研究信用风险相关性的方法很多:第

1种方法是 Copula函数法, Copula 函数用辅助的连接量,把单变量的边际分布和多变量的联合

分布联系起来# Li( 2000)
[ 2]
第 1个将 Gauss Copula 函数引入篮子违约衍生品中描述违约相关

性# 这种方法的扩展还有 Schonbucher和 Schubert ( 2001) [ 3] , Laurent和 Gregory等人( 2005) [ 4]的

研究# 第 2种方法是在公司的违约强度中引入相关性, 其违约相关性体现在违约强度依赖一

组共同的变量 X t 和公司特有的因素# 此方法又被称为条件独立违约模型( conditionally inde-

pendent defaults) ,这是因为在状态变量 X t已知的条件下,公司的违约强度是独立的, 从而与此

相关的违约事件也是独立的, 如Duffie和Singleton( 1999)
[ 5]
及Lando( 1994)

[ 6]# 第 3种方法是基

于 Jarrow 和 Yu( 2001) [ 1] , Davis和Lo ( 2001) [ 7]的违约传染模型# 其基本思想是,当一个公司违

约时,与之相关的公司违约强度将发生跳跃# 在这种模型下,违约的相关性来自于公司的直接
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联系(如竞争对手或生产商与供货商) , 一个公司的违约将增加与之相关的公司的违约概率,

甚至会使得某些公司破产# Leung 和 Kwok ( 2005) [ 8]运用 Collin-Dufresne等人( 2004) [ 9]提出的

测度变换的方法, 解决了 Jarrow和 Yu( 2001) [ 1]模型中有交易对手违约的信用违约互换定价问

题# 但是他们在模型中假设一方的违约使得另一方的违约强度有一个常数的跳跃, 这显然与

事实不符# 本文引进一个双曲类型的衰减函数来表示一方的违约对另一方违约强度的影响逐

渐衰弱的过程,违约的影响随着时间的推移而逐渐变小, 直至为零# 也就是说经过一段时间

后,另一方的违约强度将只依赖自身,而违约方对其影响将微乎其微,这更符合现实# 

本文以下内容是这样的: 第1节引进一个双曲类型的衰减函数来描述双方违约的相关性,

并着重分析了交易双方为竞争对手时一方违约对另一方违约强度的影响# 在第 2节中, 利用

测度变换方法, 得到了两公司违约时间的联合分布及各自的边际分布# 第 3节利用第 2 节的

结论对CDS这种衍生产品定价,得到了解析解# 第 4节是结论# 

1  双曲衰减的违约相关模型

考虑在 [ 0, T *
] 时间段上具有不确定性的经济体系,其概率空间为( 8, �F, P ) , 其中, P为

Harison Pliska(1981) [ 10] 意义下的风险中性测度, 也就是说, 任意证券关于无风险利率的贴现

价格过程均为 P 鞅# 

本节构建两个公司违约相关的模型# 设有两个公司 B、C, 他们或为竞争对手, 或为合作关

系, 相关性比较高# 公司 i ( i = B, C) 的违约时间用 Si来表示,其违约强度过程 Kit为关于Ft可

料的非负过程,其中 Ft
T

*

t = 0为�F 的一子滤子流# 注意,此处的Ft只是在t时刻公司所获得的

与违约强度有关的信息, 是 �F 的一个子 R代数# 

令 N
i
t = I ( Si [ t ) 表示公司 i的违约示性函数,即在 t时刻,如果公司 i已经违约, 那么N

i
t =

1, 否则为 0# 

令

  Ht = R(N B
s , 0 [ s [ t ) D R(N C

s , 0 [ s [ t )

是由在 t时刻及以前观察到的公司 B、C违约与否所生成的 R代数(在本文中,它实际上是整个

经济中不确定性 �F的一个子 R代数)# 

本文主要考虑交易对手的违约传染风险的衰减效应, 故不妨假设 Ft , t \ 0 仅仅是由违

约时间 S
B
和 S

C
生成, 即 Ft , t \ 0 就是 Ht , t \ 0 , 这与前边的假设是相容的# 

B、C两公司的违约相关性表现在违约强度的相关性上:

  K
B
t = b0+ I ( SC [ t )

b 1

b2( t - S
C
) + 1

, ( 1)

  KC
t = c0+ I( SB [ t)

c1

c2( t - SB
) + 1

, ( 2)

其中, b 0、c0、b2、c2均为非负实数, b 1、c1为实数,满足 b0+ b1 > 0, c0+ c1 > 0# 在此模型下,

公司 C( B)的违约给 B( C)的违约强度带来实质性的变化:若 B、C为竞争对手, b1 < 0, 当 C公

司违约时, B公司的违约强度由 b0 减小为 b 0+ b1,但是随着时间的推移, C的违约对 B违约强

度的影响越来越弱, 直至 B的违约强度最终恢复到 b0# 若 B、C为合作关系, b1 > 0,当 C公司

违约时, B公司的违约强度由 b0增加为 b0+ b1, 但是随着时间的推移, C的违约对 B的影响越

来越弱,直至 B的违约强度最终恢复到 b0# 式( 1)、(2) 中的分式分别是关于公司 C、B违约后
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时间 t- SC、t- SB的反比例函数,其图像均为双曲线的一支, 故我们称之为/双曲衰减0# 其中

参数 b 1、c1是反映对手违约时的冲击强度,若 b 1= 0、c1 = 0说明两个公司是违约独立的,任何

一方的违约对另一方都没有影响# 参数 b2、c2 为非负实数,反映一方违约对另一方违约强度

影响的衰减速度, 当 b2 = 0, c2 = 0时, 此模型就为 Jarrow 和 Yu( 2001)的文献[ 1]和 Leung 和

Kwok的文献[ 8]中的模型# 

由 K
i
t的定义可知,

  M
i
t := N

i
t - Q

tC S
i

0
K
i
sds ( 3)

为 (Ft , P ) 鞅, 并且 i 公司的条件存活概率为

  P( Si > T | Ft ) = I ( Si> t) E exp - Q
T

t
K
i
sds # ( 4)

2  违约时间的联合生存概率和边际生存概率

为计算两公司在 [ 0, T ] (其中 T < T
*
) 上违约时间的联合分布,采用 Collin-Dufresne 等人

( 2004) [ 9]中提出的测度变换的方法# 定义新测度 P
i
( i = B, C) ,使得公司 i 在T 时刻以前违约

的概率在测度 P
i 下为0# 测度 P

i 关于P 的Radon-Nikodym导数定义为

  Z
i
t ·

dP
i

dP F
t

U I ( Si> t ) exp Q
T

0
K
i
s ds , ( 5)

其中 P
i
是依赖 i 公司的概率测度, 在[ 0, S

i
) 上关于测度 P 绝对连续, 在[ S

i
, + ] ) 上几乎处

处为0# 可以证明 Z
i
t为( Ft , P )- 鞅(参见Collin-Dufresne等人(2004) 的文献[ 9] ) , 在[ 0, Si ) 上

几乎处处严格正# 为了在测度 P
i
下进行计算,令 F

i
= (F

i
t ) t \0为(Ft ) t\0和P

i
零测集的扩

充# 在式(1)、(2) 给出的违约风险结构下, 公司 B和公司 C的存活概率是循环定义的, 这种

现象称为/环形违约0# 在由式(5) 定义的新测度 P
C下,公司B的违约强度 KB

t = b0(当 t < SC

时) ,这样就有效地消除了公司 C违约对公司B的影响,这种环形违约在新测度下就不再存在# 

同样的结论在测度 P
B
下也成立# 

定理 1  在由式( 1)、( 2)定义的违约强度下, 当- b1 = b2 = b > 0, - c1 = c2 = c > 0时,

违约时间( SB
, SC

) 在[ 0, T ] @ [ 0, T ] 上的联合分布为

  P( S
B
> t1, S

C
> t2) =

    
c t 2- t 1+

1
c
-

1
b0

e- b
0
t
1
- c

0
t
2 +

c
b0

e- ( b
0
+ c

0
) t

2,   当 t 1 [ t 2 [ T ,

b t 1- t2+
1
b
-

1
c0

e- b
0
t
1
- c

0
t
2 +

b
c0

e- ( b
0
+ c

0
) t

1,   当 t 2 < t 1 [ T ,

( 6)

其联合密度为

  f ( t 1, t2) =

cb0 c0 ( t 2- t 1) +
1
c
-

1
c0

e
- b

0
t

1
- c

0
t
2,   当 t 1 [ t 2 [ T ,

bb0 c0 ( t 1- t 2) +
1
b
-

1
b0

e- b
0
t

1
- c

0
t
2,   当 t 2 < t 1 [ T# 

( 7)

引理(Shreve[ 11] )  设概率空间为 ( 8, G, Gt t \0, P ) , Q是关于P 绝对连续的一个测度,

( Zt ) t\0 为Radon-Nikodym导数过程# 如果 X 为 Gt- 可测的,那么

  E
Q
[ X ] = E

P
[ X , Z t ]# 
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定理 1证明

当 t 1 [ t 2 [ T 时, 由于

  ( SB
> t1, S

C
> t2) I Ft

2
, ( 8)

故由引理可知

  P( SB
> t1, S

C
> t2) =

    E
C
I ( SB

> t
1
) exp - Q

t
2

0
c0+ I ( SB [ t )

- c
c( t - SB

) + 1
dt =

    E
C I ( SB

> t
1
) e
- c

0
t

2exp I ( SB [ t
2
) ln[ c( t2- SB

) + 1] =

    e- c
0
t
2E

C
[ I ( t

1
< S

B [ t
2
) ( c( t 2- SB

) + 1) + I ( SB
> t

2
) ] =

    e- c
0
t
2 Q

t
2

t
1

b0e
- b

0
t
[ c( t 2- t) + 1] dt + e- b

0
t
2 =

    c t 2- t 1+
1
c
-

1
b0

e- b
0
t
1
- c

0
t

2+
c
b0

e- ( b
0
+ c

0
) t

2, ( 9)

其中 E
C代表在测度 P

C下的期望算子# 

同理可得, 当 t2 < t1 [ T 时,

  P( SB
> t1, S

C
> t2) = b t 1- t 2+

1
b
-

1
c0

e- b
0
t
1
- c

0
t

2+
b
c0

e- ( b
0
+ c

0
) t

1# ( 10)

对式( 9)、( 10)关于 t1 和 t 2求导可得 SB和 SC的联合密度函数式( 7)# 

定理得证# t

注 1 当 cb0 X bc0 时, f ( t1 , t2) 在 t1 = t2 这个平面上是不连续的# 

推论 1  当 b1 = c1 = 0时, ( SB
, SC

) 在[ 0, T ] @ [ 0, T ] 上的联合分布为

  P( S
B
> t1, S

C
> t2) = e

- b
0
t

1
- c

0
t
2, ( 11)

即,当 b 1 = c1 = 0时, ( SB
, SC) 在[ 0, T ] @ [ 0, T ] 上是独立的# 

证明  在式( 9)或式( 10)中令 c y 0+ 可得式( 11)# t

推论 2  当- b 1 = b2 = b > 0, - c1 = c2 = c > 0时, SB、SC在[ 0, T ] 上的边际分布为

  P( S
B
> t1) = e

- b
0
t

1+
b
c0

e
- b

0
t

1[ e
- c

0
t
1 - 1+ c0 t 1] ,   t1 [ T, ( 12)

  P( S
C
> t2) = e

- c
0
t
2 +

c
b0

e
- c

0
t
2[ e

- b
0
t
2 - 1 + b0 t 2] ,   t 2 [ T# ( 13)

证明  分别在式( 9)、( 10)中取 t 1 = 0, t 2 = 0, 可得式( 12)、( 13)# t

注 2 式( 12)中右边第 1项是表示 B 公司自身因素而产生的生存概率, 第 2 项表示由于 C 公司的违约使

得 B公司生存概率增大量,或看作为违约概率减小量# 由简单计算可得

  b
c0

e- b
0
t
1[ e- c

0
t
1 - 1+ c0 t1] [ 1

2
bc0 t

2
1e
- b

0
t
1 [

2c0

b0
e- 2,      若 2

b0
[ T ,

1
2 bc0T

2
e
- b

0
T
,   若

2
b0

> T# 

由上式可以看出,由于这种/ 环形违约0及对方违约冲击的双曲衰减使得 B公司在 t 时刻的生存概率增大量是

不大于 bc0 t
2
1e- b

0
t
1 / 2的# 同样的理论也适用于 C公司# 

3  CDS定价

利用第2节的结论对信用违约互换进行定价# 信用违约互换是违约保护买方和卖方之间
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的协议,其中违约保护的买方定期向卖方支付一定的费用( swap premium)或利差( spread) , 以换

取参照资产违约时获得补偿的权利# 信用违约互换将参照资产的信用风险剥离,转移这些资

产因信用事件而产生的潜在损失,因而被广泛地用于转移、规避和对冲信用风险,为信用风险

管理的一种重要工具# 

假设利率 r 为常数# 公司 A持有公司 C发行的高收益债券(参照资产) ,由于公司 C 可能

违约, 公司 A面临信用风险# 为了对冲公司 C的违约风险,A和 B( B和 C为竞争对手)签订一

份信用违约互换,A(信用保护买方)定期支付保护费用给 B(信用保护卖方) # 作为交换, B答

应在参照资产违约时补偿 A的损失# 不失一般性,不妨设参照资产 C票面价值为 1,当 C违约

时,其偿付率为 0( zero recovery) ,而公司 B在 C违约后 D时间内按票面价值补偿A的损失# 假

设在整个合同过程中,公司A不违约, 公司 B、C的违约强度为式( 1)、( 2)的特殊情况

  KB
t = b0- I ( SC [ t )

b

b( t - SC
) + 1

, ( 1)c

  K
C
t = c0- I( SB [ t)

c

c( t - S
B
) + 1

# ( 2)c

另外, S.Y.Leung, Y.K.Kwok在文献[ 8]中得出结论: 保护买方的违约风险对保护费的影响

甚微# 由于双方进入信用违约互换合同都不需任何费用,由无套利原理知信用互换费 S( $T )

应满足

  6
n

i= 1
E [ e

- rT
i S ($T) I ( SB C SC> T

i
) ] + S( $T )A( $T ) =

    E [ e
- r( SC+ D)

I ( SC [ T ) I ( SB> SC+ D) ] , ( 14)

其中 T 1, ,, T n 为互换费用的支付日, 0 = T 0 < T 1 < ,< Tn = T, Ti - T i- 1 = $T , T + D

< T
*
, D为清算时间段的长度# 式(14) 中等号左边的第1个和式给出的是保护买方A 在参考

资产 C 违约前定期支付给保护卖方的互换总费用在无风险利率下的贴现, 第 2 项

S ($T)A ($T) 为互换费用在 SC 和最后一次实际支付日之间的自然累积互换费的贴现,即

  S( $T )A( $T ) = S ($T) 6
n

i= 1
E e- r S

C SC
- T i- 1

$T
I (T

i- 1
< S

C [ T
i
) I ( SB

> S
C
) # ( 15)

为简单起见,记 B:= b0 + c0+ r# 下面分别计算出式( 14)中各个的期望# 

由式( 6)可得

  E[ I ( SB C S
C
> T

i
) ] = P ( SB

> Ti , S
C
> T i ) = e- ( b

0
+ c

0
)T

i , ( 16)

故

  6
n

i= 1
E [ e- rT

iS( $T ) I ( SB CSC
> T

i
) ] = S( $T )

e- B$T (1 - e- BT
)

1- e- B$T
# ( 17)

由式( 7)可得

  E[ e- r (S
C
+ D)

I ( SC [ T) I ( SB
> S

C
+ D) ] =

    Q
T

0Q
+ ]

t
2
+ D

e- r( t
2
+ D)

bb0 c0 t 1- t2+
1
b
-

1
b0

e- b
0
t
1
- c

0
t
2 dt1dt 2 =

    
bc0

B
1
b
+ D e- ( r+ b

0
) D
[ 1- e- BT ] ( 18)

和

  E e
- r SC S

C
- T i- 1

$T
I ( T

i- 1
< SC [ T

i
) I ( SB> SC) =
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    Q
T
i

T
i- 1
Q
+ ]

t
2

e
- r t

2
t2 - T i- 1

$T bb0c0 t 1- t 2+
1
b
-

1
b0

e
- b

0
t

1
- c

0
t
2dt 1dt 2 =

    
c0

B$T
- T ie

- BT
i + Ti- 1e

- BT
i +

1
B

e- BT
i- 1 -

1
B

e- BTi =

    
c0

B2$T
( eB$T - 1 - B$T ) e- BTi , ( 19)

由此可计算出

  A ($T) =
c0

B2$T
(1- e- B$T

- B$T e- B$T
) 6

n

i= 1
e- T

i =

    
c0

B2$T
(1- e- B$T - B$Te- B$T )

1 - e- BT

1 - e- B$T# ( 20)

将式( 17)、( 18)、( 20)分别代入式( 14)的两边,可得

定理 2  假设信用违约互换保护的买方不违约,保护的卖方和参考资产的违约强度由式

( 1)c、( 2)c给出, 则信用违约互换的公平价格为

  S( $T ) = ( 1+ bD) e- (r+ b
0
) D# B$T( e

B$T
- 1)

eB$T - 1 - B$T + ( B2/ c0)$T
# ( 21)

4  结   论

本文引进一个双曲类型的衰减函数来表示一方违约对另一方违约强度的影响, 并着重分

析交易双方为竞争对手时一方违约对另一方的冲击# 通过测度变换方法, 得到了两公司违约

时间的联合分布及各自的边际分布,并对/环形违约0及双曲衰减对另一方违约概率的影响做

了估计# 在此模型下对 CDS这种衍生产品定价,得到了解析解# 
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Abstract: A hyperbolic attenuation function was introduced to reflect the effect of one firm. s default

to its partner. If the two firms are competitors ( copartners), the default intensity of one firm will de-

crease ( increase) abruptly when the other firm defaults. As time goes on, the impact will decrease

gradually until extinction. In this model, the joint distribution and marginal distributions of default

times are derived by employing the change of measure, so the fair swap premium of a CDS can be va-l

ued.

Key words: dependent default; hyperbolic attenuation function; change of measure; credit default

swap( CDS)
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