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摘要:  邻近类分解方法首先是由Chen 和Teboulle( Math. Programming, 1994, 64( 1) : 81-101)提出用来

求解凸的极小化问题# 在此基础上,该文提出一种新方法求解具有分离结构的单调变分不等式# 

其主要优点在于放松了算法中对某些参数的限制,使得新方法更加便于计算# 在和原分解方法相

同的假设下,可以证明新方法是全局收敛的# 
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引   言

变分不等式问题的基本形式为:寻找向量 u
* I 8 使得

  ( u- u
*
)
T
F ( u

*
) \ 0,   P u I 8 , ( 1)

其中 F: 8 y R
s是在非空闭凸集合8 A R

s上的连续映射# 本文涉及的变分不等式问题有如下

分离结构:

  u =
x

y
, F ( u) =

f ( x)

g( y )
, ( 2)

  8 = ( x, y ) | x I X , y I Y, Ax + By = b , ( 3)

其中 X 和Y分别是给定的R
n 和R

m上的非空闭凸子集, A I R
l@ n 和B I R

l@ m是给定的矩阵,

b I R
l
是给定的向量# 在本文中,我们假设f : X y R

n
和g : Y y R

m
是连续单调算子,问题(1)

~ (3)的解集 8* 是非空的# 在实际生活中,有很多实例可以转化为变分不等式问题( 1) ~ ( 3)

(记为 VI( 1) ~ ( 3) ) ,例如,在经济、交通、工程等方面的应用,具体可见参考文献[ 2-6]# 

VI( 1) ~ ( 3)的等价形式为: 寻找向量 w
* I W:= X @ Y @ R

l 使得

  ( w- w
*
)
T
Q( w

*
) \ 0,   Pw I W, ( 4)

其中
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  w =

x

y

K

, Q( w) =

f ( x) - A
T
K

g ( y ) - B
T
K

Ax + By - b

# ( 5)

以下,记VI( 4) ~ ( 5)为 SVI( W, Q) ,并将其解集记为W* # 因此求解VI( 1) ~ ( 3) 等价于寻找

向量 w
* I W

* # 

与VI( 1) ~ ( 3)密切相关的问题是凸规划:

  min �f ( x) + �g ( y ) : Ax - y = 0 , ( 6)

其中 �f : R
n y (- ] , + ] ] 和 �g : R

m y (- ] , + ] ] 是给定的正常闭凸函数, A I R
m@ n

, 可查

阅参考文献[ 7-8]# 由 Chen和Teboulle在文献[ 1]中提出的邻近分解算法是求解( 6)式的有效

方法之一# 在文献[ 1]中同时提出来的原始邻近分解算法的不精确形式更为实用,因为涉及到

的子问题只要求近似求解# 为了引入非精确邻近分解方法,对给定的函数 h 和E \ 0, 我们采

用如下记号:

  E-arg minh( z) = v : h( v) [ inf h + E # 

对任意的初始点 ( x
0
, y

0
, K0) I R

n @ R
m @ R

l
,非精确邻近分解方法按如下步骤生成迭代序列

( x
k
, y

k
, Kk) A R

n @ R
m @ R

l
:

算法 Ñ( Chen 和 Teboulle)

步1  求解

x
k+ 1

= Ak-arg min �f ( x ) - 3Kk - Bk ( Ax
k
- y

k
) , Ax4+ (1/ (2Bk ) ) +x - x

k +2 # 

步2  求解
y
k+ 1

= Qk-arg min �g ( y ) + 3Kk - Bk( Ax
k
- y

k
) , y4+ ( 1/ (2Bk ) ) +y - y

k +2 # 

步3  更新

K
k+ 1

= K
k
- Bk( Ax

k+ 1
- y

k+ 1
)# 

这里参数序列 Ak 和 Qk 满足:

  Pk , Ak , Qk \ 0,   6
]

k= 0
Ak < ] , 6

]

k= 0
Qk < ] , ( 7)

对任给的 0 < E [ min(1/ 3, 1/ (2+A+ + 1) ) , Bk 满足:

  E [ Bk [ min
1- E
2 ,

1- E
2+A + ,   Pk \ 0# ( 8)

算法Ñ不仅结合了交替方向法(见参考文献[ 4, 5, 9-13] )和邻近点算法(见参考文献[ 8,

14] )的优点,而且更加适合并行计算# 另外,考虑到精确求解子问题往往代价较高, 而算法 Ñ

允许近似求解子问题,这就启发我们可以通过放松不精确准则来设计更加有效的算法# 对算

法Ñ的改进可以参见文献[ 15-16] : 在文献[ 15]中, 引入 Bregman函数, Euclidean范数被更一般

的范数所代替,进而提出广义邻近分解算法; 在文献[ 16]中,通过引入对数二次邻近项来标准

化子问题,提出求解结构型凸规划和单调变分不等式的内点算法# 

显然,算法 Ñ的有效性在很大程度上依赖于参数 Ak、Qk和Bk的选取# 因此从计算的角度

来看,有必要深入研究参数的选取# 在算法 Ñ 中对参数 Ak和 Qk 的约束表明Ak y 0, Qk y 0,

这意味着在迭代过程中对子问题的求解精度要求越来越高# 而对参数 Bk 的选取需要预先知

道 +A +的范围,这种估计往往需要花费很大的代价# 基于以上讨论, 在这篇文章中,我们提

出一种新算法, 它在一般的假设条件下有效地放松了算法Ñ中对参数的限制# 需要指出的是,

为了保证算法的收敛性, 我们要增加一小部分计算量# 从实用的角度看, 相对于算法 Ñ, 新的
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算法有较大的改进# 

本文的结构如下:第 1节详细介绍了新算法;第 2节主要证明了由新方法生成的迭代点的

收缩性,这些性质对收敛性分析很重要;第 3节讨论了收敛性;最后在第 4节给出一些结论# 

1  新方法的基本框架

对给定的迭代点 ( x
k
, y

k
, K

k
) I R

n @ R
m @ R

l
,新方法的( k + 1) 次迭代包含两步# 第一

步用改进的邻近分解算法生成预测点( �xk
, �y k

, �Kk
) I X @ Y @ R

l
;第二步用极小的代价校正预

测点,生成新的迭代点( x
k+ 1

, y
k+ 1

, K
k+ 1

) I R
n @ R

m @ R
l# 

对两个对称正定矩阵 M 和 N, 记号 M : N (M L N ) 表示 M - N 是正定的 (半正定

的)# + v +M = v
T
Mv 表示向量 v的M范数# 我们假设 H I R

l@ l
, R I R

n@ n和S I R
m@ m

是满足条件 R : 2AT
HA和S : 2BT

HB的对称正定矩阵# 因此存在正常数 S, 使得

  R L (2 + S) AT
HA +

S
2
R , S L (2 + S) BT

HB +
S
2
S# ( 9)

为简单起见,理论上不妨假设 H、R和S 是常数矩阵# 已有的自适应调整参数矩阵的技术

(参见文献[ 10-11, 17] )很容易被推广到新方法上去# 

1. 1  预测步

令正常数 S满足(9) 式, 非负常数序列 Mk 是有界的,即:

  sup
k
Mk = MI (0, 1)# ( 10)

预测步:

步0  给定 E> 0, w0
= ( x

0
, y

0
, K0) I X @ Y @ R

l# 令 k = 0# 

步1  寻找向量 �xk I X 和 Nkx I R
n
, 使得

  ( x - �xk
)
T f (�xk

) - A
T
[ Kk - H( Ax

k
+ By

k
- b) ] + R(�xk

- x
k
+ Nkx) \0,

  Px I X , ( 11)

其中

  +Nkx +2
R [ Mk + x

k
- �xk +2

R
a
, Ra = R - (2+ S) AT

HA# ( 12)

步2  寻找向量 �yk I Y 和 Nky I R
m
, 使得

  ( y - �y
k
)
T

g(�y k
) - B

T
[ Kk - H( Ax

k
+ By

k
- b) ] + S (�y k

- y
k
+ Nky) \ 0,

  Py I Y, ( 13)

其中

  +Nky +2
S [ Mk +y

k
- �y k +2

S
b
, Sb = S - (2 + S) BT

HB# ( 14)

步3  更新 �Kk

  �Kk
= Kk - H( A�xk + B�y k

- b)# ( 15)

步4  验证收敛性:

如果 +w
k
- �w

k + ] < E,则停止迭代, �w
k
为近似解点;否则转步 5# t

注 1. 1 从( 9)、( 12)和( 14)式知, Ra L ( S/ 2) R和Sb L ( S/ 2) S# 因此非精确准则( 12)式和( 14)式中的矩

阵范数都是有定义的# 

注 1. 2 非精确准则( 12)和( 14)式允许求解子问题( 11)和( 13)的相对误差被常数 MI (0, 1) 限制 ,与( 7)

式相比降低了子问题的难度# 这种非精确准则可以有效地减少工作量,因此更为实用# 对于这种非精确准

则的延伸,可参见文献[ 14, 18]# 
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注 1. 3 ( 8)式中对 Bk 进行了严格的限制, 这使得在很多情况下,由于 +A + 的近似界无法估计,导致算

法 Ñ 不能实现# 新方法中,由于邻近参数矩阵 R 和S 以及乘子矩阵H 都是对称正定的常数矩阵, 没有其他

的限制条件,因此, 很好地解决了这个问题# 

注 1. 4 算法Ñ有很多优点, 包括便于并行计算, 继承了交替方向法和邻近点算法的优点等# 而这些优

点,在新算法的预测步中都得以保留# 

1. 2  校正步
我们采用如下记号:

  G =

R 0 0

0 S 0

0 0 H
- 1

( n+ m+ l ) @ ( n+ m+ l )

, N=

Nx

Ny

0

# ( 16)

根据之前的假设,可以推出 G是对称正定的# 

校正步:

步5  通过校正 �wk
得到新的迭代点w

k+ 1
:

  w
k+ 1

:= w
k
- Akd( w

k
, �w

k
, N

k
) , ( 17)

其中

  Ak = CkA
*
k , Ck I [ CL, CU] A (0, 2) , A

*
k :=

U( w
k
, �w

k
, N

k
)

+d ( w
k
, �w

k
, N

k
) +2

G
, ( 18)

  U( wk
, �wk

, Nk) := ( A�xk
+ B�yk - b)

T
H [ A( x

k
- �y k

) + B( y
k
- �y k

) ] +

    ( w
k
- �w

k
)
T
Gd( w

k
, �w

k
, N

k
) ( 19)

和

  d( w
k
, �wk

, Nk) := ( w
k
- �wk

) - Nk# ( 20)

步6  令 k:= k + 1, 转步 1# t

注 1. 5 在第2 节中我们将证明, 若 w* 为任一解点, - d ( wk, �wk , Nk ) 则是 + w- w* +2
G 在点wk 处的下

降方向;而 Ak 是沿着这个方向的且带有松弛因子 Ck 的最优步长# 校正步中的主要计算是矩阵和向量的乘积

运算# 因此而增加的工作量是很小的# 

注 1. 6  注意到即使新的迭代点 wk+ 1不在集合 W内,新算法仍然是可行的# 令 PW, G(# ) 表示 G- 模下在

集合 W上的投影, 即:

  PW, G[ v] = arg min + v- u +G , u I W ,

若取

  wk+ 1 = PW, G[ w
k- Akd( w

k, �wk , Nk) ] ( 21)

代替( 17)式作为新的迭代点,理论上更合理# 但是可能会因为投影而增加工作量# 在投影可以简单计算的情

况下(例如: X 和 Y是非负卦限或者是框约束) ,我们通常用( 21)式来生成新的迭代点 wk+ 1# 

2  新方法的收缩性

为了证明收敛性,首先我们要研究由新算法生成的迭代序列的收缩性# 我们要着重从理

论上说明选取- d ( w
k
, �wk

, Nk ) 作为下降方向和 Ak 作为最优步长的理由# 

命题 2. 1  令 w
*

= ( x
*
, y

*
, K

*
) I W

*
是 SVI( W, Q) 的任一个解点# 对给定的 w

k
,

令 �wk 由(11) ~ (15) 式生成, U( wk
, �wk

, Nk) 和 d ( w
k
, �wk

, Nk) 分别由( 19)式和( 20)式定义# 我

们有

  ( w
k
- w

*
)
T
Gd ( w

k
, �wk

, Nk) \ U( wk
, �wk

, Nk) , ( 22)
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其中 G 由( 16)式定义# 

证明  令 �wk
= (�xk

, �yk , �Kk) I W, w
*
= ( x

*
, y

*
, K* ) I W

* # 在(4) 式中,令 w = (�xk ,

y
*
, K* ) , 有

  (�x
k
- x

*
)
T
[ f ( x

*
) - A

T
K
*
] \0# ( 23)

在( 11)式中令 x = x
*
, Kk 用�Kk

+ H( A�xk
+ B�y k

- b) (参考 ( 15) 式)代替,可以得到

  (�x
k
- x

*
)
T
- f (�x

k
) + A

T
K
k
- A

T
H [ A( x

k
- �x

k
) + B( y

k
- �y

k
) ] +

    R( x
k
- �xk

- Nkx ) \ 0, ( 24)

( 23)式+ ( 24)式, 并且利用 f 的单调性可得

  (�xk
- x

*
)
T
A
T
(�Kk - K* ) - A

T
H [ A( x

k
- �xk

) + B( y
k
- �yk) ] +

    R( x
k
- �xk

- Nkx ) \ 0# 

类似地,我们有

  (�y
k
- y

*
)
T
B
T
(�K

k
- K

*
) - B

T
H [ A( x

k
- �x

k
) + B( y

k
- �y

k
) ] +

    S ( y
k
- �y k

- Nky) \ 0# 

因为 Ax
*
+ By

*
= b, A�xk

+ B�yk - b = H
- 1

( Kk - �Kk ) , (可参考( 15)式) ,把以上 2个不等式

加起来可以得到

  ( �wk
- w

*
)
T
G( w

k
- �wk

- Nk) \

    ( A�x
k
+ B�y

k
- b)

T
H [ A( x

k
- �x

k
) + B( y

k
- �y

k
) ]# 

注意到

  �wk
- w

*
= ( w

k
- w

*
) - ( w

k
- �wk

)# 

利用 d( w
k
, �wk

, Nk) 和 U( wk
, �wk

, Nk ) 的表达式, 命题得证# t

命题 2. 2  假设 U( wk
, �wk

, Nk) 和d ( w
k
, �wk

, Nk) 分别由(19) 式和(20) 式定义,可以证明存

在常数 c > 0, 使得

  U( wk
, �wk

, Nk) \ 1
2

+d ( w
k
, �wk

, Nk ) +2
G + c +w

k
- �wk +2

G ,   Pk \ 0# ( 25)

证明  首先注意到以下这个恒等式

  2( wk
- �wk

)
T
Gd ( w

k
, �wk

, Nk ) =
( 20)

    +d ( w
k
, �wk

, Nk) +2
G + +w

k
- �wk +2

G - +Nk +2
G , ( 26)

利用 Cauchy-Schwarz不等式和 A�xk
+ B�yk - b = H

- 1
( Kk - �Kk

) (参见( 15)式) ,可以得到

  2( A�x
k
+ B�y

k
- b)

T
HA( x

k
- �x

k
) \

    -
1

2+ S
+Kk - �Kk +2

H
- 1 - (2 + S) +x

k
- �xk +2

A
T
HA ( 27)

和

  2( A�xk
+ B�y k

- b)
T
HB( y

k
- �yk ) \

    -
1

2+ S
+Kk - �Kk +2

H
- 1 - (2 + S) +y

k
- �yk +2

B
T
HB# ( 28)

( 27)式+ ( 28)式, 可以得到

2( A�xk
+ B�yk - b)

T
H [ A( x

k
- �xk

) + B( y
k
- �y k

) ] \

  -
2

2+ S
+Kk - �Kk +2

H
- 1 - (2 + S) +x

k
- �xk +2

A
T
HA - (2+ S) ( yk - �y k

)
2
B
T
HB# 

把上式和( 26)式代入( 19)式得
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  2U( wk
, �wk

, Nk ) \
( 16)

+d( w
k
, �wk

, Nk) +2
G + +x

k
- �xk +2

R
a
+ +y

k
- �y k +2

S
b
+

    S
2 + S

+K
k
- �K

k +2
H

- 1- +N
k +2

G, ( 29)

其中 Ra 和Sb 分别由( 12)式和( 14)式定义# 另外,

  +Nk +2
G =

( 16)

+Nkx +2
R + +Nky +2

S [ M( +x
k
- �xk +2

R
a
+ +y

k
- �y k +2

S
b
) ,

其中的不等式可由( 12)式和( 14)式得出# 

因此,由 Ra L ( S/ 2) R, Sb L ( S/ 2) S 和( 29)式可以得到

  U( wk
, �wk

, Nk) \ 1
2

+d ( w
k
, �wk

, Nk ) +2
G +

    S(1- M)
4

( +x
k
- �x

k +2
R + +y k

- �y
k +2

S) +
S

2(2+ S)
+K

k
- �K

k +2
H- 1# ( 30)

令 c = min S(1 - M) / 4, S/ (2(2 + S) ) , 命题由( 30)式得出# t

命题 2. 1和 2. 2表明- d( w
k
, �w

k
, N

k
) 是 +w - w

* +2
G在点w

k
的下降方向# 因此,我们

用(17) 式进行校正# 从计算的观点看,研究如何沿着下降方向选取最优步长是有意义的# 

若记带有步长 A的新的迭代点为

  w
k+ 1

( A) = w
k
- Ad ( w

k
, �wk

, Nk) ,

对任给的解点 w
* I W

*
和 w

k
, 用记号

  ( k( A) := +w
k
- w

* +2
G - +w

k+ 1
( A) - w

* +2
G ( 31)

来描述每次迭代获得的进步# 以下这个定理可以用来解释为什么最优步长 Ak 由( 18)式来定

义# 

定理 2. 1  令 w
*
是解集 W

*
内的任意一点 # 对给定的点 w

k
,令 �w

k
= ( �x

k
, �y

k
, �K

k
) 由

(11) 式 ~ (15) 式生成, U( wk
, �wk

, Nk ) 和 ( k ( A) 分别由( 19)式和( 31)式定义# 我们有

  ( k( A) \ Wk ( A) := 2AU( wk
, �wk

, Nk ) - A2 +d( w
k
, �wk

, Nk) +2
G# ( 32)

证明  既然 w
k+ 1

( A) = w
k
- Ad( wk

, �wk
, Nk) , 有

  +w
k+ 1

( A) - w
* +2

G = +w
k
- w

* +2
G - 2A( w

k
- w

*
)
T
Gd ( w

k
, �w

k
, N

k
) +

    A2 +d( w
k
, �wk

, Nk) +2
G# 

因而

  ( k( A) = +w
k
- w

* +2
G - +w

k+ 1
( A) - w

* +2
G =

    2A( w
k
- w

*
)
T
Gd( w

k
, �w

k
, N

k
) - A

2 +d( w
k
, �w

k
, N

k
) +2

G# ( 33)

把命题2. 1的结论(参见( 22)式)应用到( 33)式最右端的第 1项,我们有

  ( k( A) \ 2AU( wk
, �wk

, Nk) - A2+d ( w
k
, �wk

, Nk) +2
G =

( 32)
Wk( A) ,

定理得证# t

既然 Wk( A) 是由新的迭代点所取得进步的下界估计,我们把它称作利益函数# 定理 2. 1

启发我们极大化 Wk( A) 来加速收敛性# 注意到 Wk( A) 是关于 A的二次函数,因此可以取

  A*k =
U( w

k
, �w

k
, N

k
)

+d ( w
k
, �wk

, Nk ) +2
G
, 并且有 Wk ( A

*
k ) = A*k U( w

k
, �wk

, Nk)# ( 34)

由计算经验知, 为加速收敛,有必要对理论上获得的最优步长 A*k 添加松弛因子# 接下来的这

个定理告诉我们如何来选取松弛因子# 

定理 2. 2  令 w
* 是解集 W

* 内的任意一点, C是正常数, A*k 由( 34) 式定义# 对给定的

点 w
k
,令 �wk由(11) 式~ (15) 式生成, w

k+ 1
( KA*k ) = w

k
- CA*k d ( w

k
, �wk

, Nk) ,即沿着下降方向
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- d( w
k
, �wk

, Nk) 的步长为 CA*k , 我们有

  +w
k+ 1

( CA*k ) - w
* +2

G [ +w
k
- w

* +2
G -

    C(2- C)
2

1
2

+d ( w
k
, �wk

, Nk) +2
G + c +w

k
- �wk +2

G ,   Pk \ 0# ( 35)

证明  首先注意到

  Wk( CA
*
k ) =

( 32)

2CA*k U( w
k
, �wk

, Nk) - ( C2A*k ) A*k ( +d ( w
k
, �wk

, Nk ) +2
G) =

( 34)

    C(2- C) A*k U( w
k
, �wk

, Nk)# 

因此,由( 32)式可以得到

  +w
k+ 1

( CA*k ) - w
* +2

G [ +w
k
- w

* +2
G - C(2- C) A*k U( w

k
, �wk

, Nk)# 

由命题2. 2和 A
*
k 的定义(参见( 34)式) , 可知

  A
*
k =

U( wk
, �wk

, Nk)
+d ( w

k
, �w

k
, N

k
) +2

G
>

1
2# ( 36)

因此由( 25)式可知( 35)式成立# t

定理2. 2表明理论上任一个 CI (0, 2)可以保证新的迭代点更靠近解点,因此验证了(18)

式中选择 Ck I [ CL , CU] A (0, 2) 的理由# 

3  新方法的收敛性

定理 2. 2表明由新算法生成的序列 w
k 对解集W

* 是 F�jer 单调的# 本节主要讨论新算

法的收敛性# 

由定理2. 2,我们可以得到

  +w
k+ 1

- w
* +G [ +w

k
- w

* +G# 

上式说明序列 w
k 是有界的以及

  lim
k y ]

+w
k
- w

* +G = L < ] # ( 37)

因此,若在( 35)式的两端都取极限,可以得到

  +d ( w
k
, �wk

, Nk ) +G y 0, +w
k
- �wk +G y 0,

即

  +x
k
- �xk

- Nkx +R y 0, +y
k
- �y k

- Nky +S y 0 ( 38)

和

  +x
k
- �x

k +R y 0, +y
k
- �y

k +S y 0, +K
k
- �K

k +H- 1 y 0# ( 39)

既然序列 w
k 是有界的, 至少存在一个极限点 w

]
,即存在一个子序列 w

k
j 收敛到 w

] # 实

际上 w
]
是 SVI( W, Q) 的一个解点# 为了证明这个结论, 首先我们给出一个简单的引理# 

引理 3. 1  对给定的点 w
k
, 令 �wk由(11) 式 ~ (15) 式生成,对任给的 w I W, 我们有

  ( x - �xk
)
T
[ f (�xk

) - A
T�Kk ] \

    ( �xk
- x)

T A
T
H [ A( x

k
- �xk

) + B( y
k
- �yk ) ] - R( x

k
- �xk

- Nkx)

和

  ( y - �y
k
)
T
[ g(�y

k
) - B

T
�K
k
] \

    (�y
k
- y )

T
B
T
H [ A( x

k
- �xk ) + B( y

k
- �yk) ] - S( y

k
- �yk - Nky ) # 

证明  由( 11) , ( 13)和( 15)式得出的结论是成立的# t

下面我们证明 w
] 是SVI( W, Q) 的解点# 
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引理 3. 2  假设 w
] 是由新方法生成的序列 w

k 的极限点, 那么 w
] 是 SVI( W, Q) 的解

点# 

证明  既然 w
] 是 w

k 的极限点,那么存在子序列 w
k
j 收敛到 w

] # 注意到

  lim
k y ]

+w
k
- �wk +G = 0,

那么有

  lim
j y ]

+�wk
j - w

] +G = 0# 

因为 �wk
j A W且W 是闭集, 我们有 w

] I W# 

对子序列 �wk
j 应用引理 3. 1并结合(15) 式,对任给的 x I X 和y I Y 有

  

( x - �xk
j)
T
[ f (�xk

j ) - A
T�Kkj ] \

  ( �xk
j - x)

T A
T
H [ A( x

k
j - �xk

j ) + B( y
k
j - �y k

j ) ] - R( x
k
j - �xk

j - Nkjx ) ,

( y - �y
k
j)
T
[ g (�y

k
j ) - B

T
�K
k
j ] \

  (�ykj - y )
T B

T
H [ A( x

k
j - �xk

j) + B( y
k
j - �ykj ) ] - S( y

k
j - �ykj - Nkj

y
) ,

A�xk
j + B�ykj - b = H

- 1
( Kkj - �Kkj )# 

固定 x I X 和y I Y, 对上式两端取极限并应用( 38)、( 39)式,有

  

( x - x
]
)
T
[ f ( x

]
) - A

TK]
] \ 0,   Px I X ,

( y - y
]
)
T
[ f ( y

]
) - B

T K]
] \ 0,   Py I Y,

Ax
]
+ By

]
- b = 0,

上式表明 w
] 是SVI( W, Q) 的解点# t

定理 3. 1  由新算法生成的迭代序列 w
k 收敛到 SVI( W, Q) 的解点# 

证明  序列 w
k 至少存在一个极限点w

]
,即存在一个子序列 w

k
j 收敛到w

] # 由引理

3. 2知 w
]
是 SVI( W, Q) 的解点# 在(37) 式中用 w

]
代替 w

*
, 可得

  lim
k y ]

+w
k
- w

] +G = lim
j y ]

+w
k
j - w

] +G = 0# 

定理得证# t

注 3. 1 由( 36)式知 A*k > 1/ 2# 取 Ck:= ( 1/ A*k ) I ( 0, 2) ,即 Ak = 1, 这对应新算法的特殊情形:

  wk+ 1 = �wk + Nk# ( 40)

由定理 2. 1 知

  ( k (1) := + wk- w* + 2
G - +�wk + Nk - w* + 2

G \

    2U( wk , �wk, Nk) - +d ( wk, �wk , Nk ) + 2
G# ( 41)

根据命题 2. 2,由( 41)式可知

  + wk - w* +2
G - +�wk+ Nk- w* +2

G \ 2c + wk - �wk +2
G ,

这表明方法( 40)是收敛的# 

4  结   论

本文提出一种求解结构型单调变分不等式的改进的邻近类分解方法# 鉴于对算法中的参

数约束已经大大放松,因此从计算的角度看, 子问题更容易求解# 我们以后的研究目标包括如

何设计带有实用非精确准则的有效数值算法以及如何充分利用已有的邻近分解算法的优点来

设计混合算法# 例如本文中的校正步有可能和其他算法(如: 外梯度算法)结合来得到进一步

的改进# 
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Improved Proximal-Based Decomposition Method

for Structured Monotone Variational Inequalities
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Shanghai J iaotong Univ er sity , Shan gha i 200052, P . R . China )

Abstract: The proxima-l based decomposition method was originally proposed by Chen and Teboulle

(Math. Programming, 1994, 64( 1) : 81-101) for solving convex minimization problems. This paper ex-

tended to solve monotone variational inequalities associated with separable structures with the im-

provements that the restrictive assumptions on the involved parameters are much relaxed, and thus

makes it practical to solve the involved subproblems easily. Without additional assumptions, global

convergence of the new method is proved under the same mild assumptions on the problem. s data as

the original method.

Key words: decomposition; inexact criterion; proximal; structured variational inequality
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