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Lp 截面体
X
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摘要:  通过利用 Brunn-Minkowsk-i Firey 混合体积及对偶混合体积理论, 研究了 Lp- 截面体和对偶混

合体积的相互关系, 建立了关于正规化 Lp- 径向加及Lp- 径向线性组合的Lp- 截面体的 Brunn-

Minkowski形不等式及其隔离形式, 且获得了算子 Ip 的一些性质# 
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引   言

在n- 维欧氏空间 R
n 中, 一个紧的星形 (关于原点) L 的径向函数定义为 Q( L, u) =

max K\ 0: Ku I L , u I S
n- 1
, 其中 S

n- 1表示 R
n中的单位球面# 当 QL 是正的连续函数时,

称 L 是一个星体(关于原点)# 我们记 Vi (1 [ i [ n) 为 R
n
中的 i- 维Lebesgue测度# 通常将

Vn 和 Vn- 1 简记为 V 和v# Lutwak在文献[ 1] 中引入了一个与星体 L 相关的截面体IL 的概念,

它在方向 u I S
n- 1上的径向函数等于星体 L 与垂直于方向u 的超平面u

L 相切而成的一个 n

- 1维体的体积,即,对每一个 u I S
n- 1
,

  Q( IL , u) = v ( L H u
L
) =

1
n - 1QSn- 1 Hu

L Q
n- 1
L (M)dM# 

由Busemann定理(见文献[ 2]# 定理 8. 1. 10)可知,如果 L 是一个关于原点对称的凸体,那么截

面体 IL 也是凸体# 

在文献[ 3]中, Gardner 和 Giannopoulos 给出了一个定义, 这里我们使用不同的符号来重写

它,而且与文献[ 4]中的定义只是相差一个常数# 即就是

定义  如果 C 是一个星体,且非零的实数 p < 1( p X 0) , 那么 Lp- 截面体IpC由径向函数

定义如下:对任意的 u I S
n- 1

  Q( IpC , u)
p
= QC | u#x | - pdx , ( 1)

其中 u#x表示u 和x 的内积, dx 表示星体C 的n- 维体积微元# 
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同时,我们注意到文献[ 3]中的命题 3. 1,得到当 C 是一个星体, 且 p y 1- 时, 有

  1 - p
2

Q( IpC , u)
p y Q( IC, u)# 

换句话说,当 p y 1- 时, Lp- 截面体 IpC 就是截面体 IC , 因此上述这种重写的定义是合理的# 

在2006年,尽管没有使用这个符号, Yaskin和 Yaskina在文献[ 5]中还是讨论了当- 1 < p

< 1时的情况,获得了一些结果# 同年,Haberl和Ludwig在文献[ 4] 中定义了一个当星体 C是

一个包括原点是其内点的多胞形时, Lp- 截面体 IpC 的概念,得到了一些结论# 明显地,这只是

我们上述重写定义的一个特例# 也可参考文献[ 6-10] # 

用 S n
0 表示所有含有原点的星体的集合# 对于K , L I S n

0 ,用 K +
ß
pL , K +

~

pL 分别表示K

和 L 的正规化的Lp- 径向加及Lp- 径向线性组合, �Wi ( K ) 表示 K 的第 i 阶对偶均质积分# 

在本文的第 2节, 结合 Lp- 截面体和对偶混合体积的概念及 Jessen 不等式, 获得了算子 Ip

的一些性质; 在第 3节建立了关于正规化的 Lp- 径向加及Lp- 径向线性组合的Lp- 截面体的

Brunn-Minkowski形不等式, 用定理表达如下:

定理 A  如果 K , L I S n0 , p [ - 1, 那么

  
V( Ip ( K +

ß
- pL ) )

p / n

V(K +
ß
- pL )

\
V( IpK )

p / n

V(K )
+
V( IpL )

p / n

V( L )
,

当且仅当 K 和L 是互相伸缩时等号成立# 

定理 B  如果 K , L I S n
0 , p [ - 1及实数 i < n 或n < i < n - p , 那么

  �Wi ( Ip ( K +
~

n- pL ) )
p / ( n- i ) \ �Wi ( IpK ) p / ( n- i ) + �W i ( IpL )

p / ( n- i )
,

当且仅当 K 和L 是互相伸缩时等号成立# 当 i > n - p 时, 上述不等式的不等号反向# 

1  预 备知 识

在这节,我们回顾一些基本的定义及性质# 

从径向函数的定义可知: 对于 K , L I S n
0 ,任意 x I R

n
, 有[ 2, 11]

( � ) 当 c > 0时, QK ( cx) = c
- 1QK ( x) ;

( � ) 当 < I GLn 时, Q<K( x ) = QK ( <
- 1

x) ,其中 <
- 1
表示 <的逆变换;

( � ) 当 K> 0, 对任意的 u I S
n- 1
, QK ( u) [ KQL ( u) 成立当且仅当K A KL# 

如果两个星体 K 和L 的径向函数的比值QK( u) / QL ( u) 与方向 u I S
n- 1的选取无关,则称

K 和L 是互相伸缩的# 

在命题2. 1的证明中,我们将用到内积的一个性质
[ 2]
:

( � ) 当 < I GLn, x , y I R
n
,则 x#<y = <T x#y ,其中 <T 表示 <的转置# 

如果 p X 0, L是一个定义在集合X 上的有限Borel测度, f 是一个定义在X 上的非负L- 可

积函数,就可定义 f 的第p 次平均Mpf 为

  Mpf =
1

L( X )QX f ( x ) pdL( x)
1/ p

# 

很容易证明

  lim
p y ]
Mp f = ess sup

x I X
f ( x)

和

  lim
p y 0
Mp f = exp

1
L( X )QX lnf ( x)dL( x) # 
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(也可参考文献[ 12] ,第 6章# )

Jenesen不等式是指:如果上述 Mp f 存在,且 p , q X 0,和 p [ q , 则

  Mp f [ Mq f , ( 2)

当且仅当 f 是常数函数或p = q 时等号成立# 

如果 K , L I S n
0 , p > 0, 我们引入关于 K 和L 的正规化Lp- 径向加K +

ß
pL I S n

0 的概念# 

首先定义一个 N> 0如下:

  N1/ ( n+ p ) = 1
nQSn- 1

[ V (K )
- 1Q( K , u ) n+ p + V( L )

- 1Q( L , u) n+ p ] n/ ( n+ p ) du# 

再通过径向函数来定义星体 K +
ß
pL I S n

0 , 即是

  N
- 1
Q( K +

ß
pL , #) n+ p = V(K )

- 1
Q( K , #) n+ p + V( L )

- 1
Q( L , #) n+ p# 

那么取 N= V(K +
ß
pL ) , 就可得到关系式

  
Q( K +

ß
pL , #) n+ p

V(K +
ß
pL)

=
Q( K , #) n+ p

V(K )
+
Q( L , #) n+ p

V( L )
# ( 3)

如果 p > 0, K , L I Sn0 ,及 K, L\0(不全为0) ,则 Lp- 径向线性组合K#K+
~

p L#L I S n
0 是:

  Q( K#K +~ p L#L , #) p = KQ( K , #) p + LQ( L , #) p# ( 4)

如果 K , L I S
n
0 , p \ 1和 E> 0,则 Lp- 调和径向组合K + - p E#L I S

n
0 的径向函数定义

为[ 13] :

  Q( K + - p E#L , #)- p = Q( K , #) - p + EQ( L , #)- p# 

如果 K , L I S
n
0 , 当 p \ 1时, 关于 K 和L 的Lp- 对偶混合体积�V- p( K , L ) 定义为:

  n
- p
�V- p( K , L ) = lim

Ey 0+

V(K +
~
- p E#L ) - V(K )

E
# 

同时由这个定义和体积的极坐标公式, 可以得到 Lp-对偶混合体积�V- p( K , L ) 有下面的积分表

达式
[ 13]
:

  �V- p( K , L ) =
1
nQSn- 1 Qn+ pK (M) Q- pL ( M)dM, ( 5)

其中 dM表示Sn- 1上的Lebesgue测度# 同时,明显地,对所有的 p \1, 有[ 13]

  �V- p( K , K ) = V(K )# ( 6)

当然,与 Lp-对偶混合体积�V- p相联系的,是称为Lp-Minkowski的不等式
[ 13]
: 如果K , L I S n

0 且

p \ 1, 则

  �V- p( K , L ) \ V(K )
( n+ p ) / n

V( L )
- p / n

, ( 7)

当且仅当 K 与L 中一个是另一个的伸缩时等号成立# 

如果 K , L I S n
0 , p \ 1, E> 0和实数 i X n,则 Lp- 对偶混合均质积分�W- p , i ( K , L ) 定义

如下
[ 14]
:

  n - i
- p

�W- p , i ( K , L ) = lim
Ey 0+

�W i ( K +
~
- pE#L) - �W i ( K )

E
,

其中   �Wi ( K ) =
1
nQSn- 1Q( K , u) n- idu# 

同时由这个定义和体积的极坐标公式,可以得到 Lp- 对偶混合均质积分�W- p , i ( K , L ) 有下面的

积分表达式[ 14]
:如果 p \ 1, 实数 i X n, 则

  �W- p , i ( K , L ) =
1
nQS

n- 1Q
n+ p- i
K ( u ) Q- pL ( u)du , ( 8)
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其中 d u表示Sn- 1 上的 Lebesgue测度# 同时, 明显地,有[ 14]

  �W- p , 0( K , L ) = �V- p ( K , L ) , �W- p , i ( K , K ) = �Wi ( K )# ( 9)

当然,与 Lp- 对偶混合均质积分�W- p , i ( K , L ) 相联系的,是称为Lp-Minkowski的不等式
[ 14]
:如果

K , L I S
n
0 , p \ 1和实数 i < n 或 i > n + p , 则

  �W- p , i ( K , L ) n- i \ �W i ( K )
n+ p- i�Wi ( L )

- p
, ( 10)

当且仅当 K 与L 中一个是另一个的伸缩时等号成立# 当 n < i < n + p 时,上述不等式的不

等号反向# 

2  算子 Ip 的性质

命题 2. 1  线性等价星体的 Lp- 截面体也是线性等价的# 也就是说, 如果 K I S n
0 , 非零

实数 p < 1, < I GLn , 那么

  Ip<K = | det < |
1/ p <- T ( IpK )# 

证明  设 u I S
n- 1# 利用径向函数的 3个性质( � )、( � )、( � )和内积的性质( � ) , 我们

得到

  QpI
p
<K ( u) = Q<K

| u#x | - p dx =

    QK | u#<y | - p | det < | dy =   ( y = <- 1x)

    QK | <T u#y | - p | det< | dy = | det < | QpI
p
K ( <

T
u) = | det< | Qp<- T( I

p
K ) ( u)# 

即    Ip<K = | det < |
1/ p<- T ( IpK )# 

证明完毕# t

命题 2. 2  假设 K , L I S n
0 , p [ - 1, 那么

  �Vp ( K , IpL) = �Vp( L, IpK )# ( 11)

证明  由 Lp- 截面体的定义式(1) , Lp- 对偶混合体积�Vp( K , L ) (注意到这里 p [ - 1) 的积

分表达式( 8) ,利用球面极坐标变换, 得到

  �Vp ( K , IpL) =
1
nQSn- 1Qn- pK ( M) QpI

p
L ( M)dM=

    1
nQSn- 1 Qn- pK ( M)QL

| M#x | dxdM=

    1
n( n - p )QSn- 1Qn- pK ( M)QSn- 1 Qn- pL ( u ) | M#u | - pd udM=

    �Vp( L , IpK )# 

因此等式( 11)成立# t

设 Zp表示由算子Ip的值域构成的关于原点对称的星体的集合; 即Zp = IpK : K I S n
0 # 

这节的另一个目的是要建立算子 Ip ( p [ - 1) 的单调性,其结果就是下面的命题:

命题 2. 3  设K , L I S n
0 , p [ - 1,

( a) 如果 p [ q [ - 1,那么 I qK / ( nV(K ) ) 1/ q A IpK / ( nV(K ) ) 1/ p ,当且仅当 p = q ,或 p X

q , n = 1,且 K 是一条关于原点对称的线段时等号成立;

( b) 如果对所有的 Q I S
n
0 , �Vp ( K , Q) [ �Vp( L , Q) 成立,那么 V( IpL) [ V( IpK ) ,当且仅

当K = L 时等号成立;
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( c) 如果 IpK A IpL ,且 K I Zp ,那么 V(K ) \ V( L ) ,当且仅当 K = L 时等号成立;

( d) 如果 K A L ,那么 IpL A IpK , 当且仅当 K = L 时等号成立# 

证明  ( a) 设 u I S
n- 1
, 由 Lp- 截面体的定义( 1) , Jenesen不等式( 2)和径向函数的性质

( � ) ,有

  Q- 1( IpK , u) = QK | u#x | - p dx
- 1/ p

=

    ( nV(K ) )- 1/ p 1
nV(K )QK | u#x | - pdx

- 1/ p

[

    ( nV(K ) )- 1/ p
1

nV(K )QK | u#x | - qdx
- 1/ q

=

    ( nV(K ) )- 1/ p( nV(K ) ) 1/ qQ- 1( IqK , u) ,

即

  ( nV(K ) )
1/ p
Q
- 1
( IpK , u) [ ( nV(K ) )

1/ q
Q
- 1
( I qK , u)# 

因此我们得到

  
IqK

( nV(K ) )
1/ q A

IpK

( nV(K ) )
1/ p# 

很容易验证当且仅当 p = q时等号成立;或者当 p X q , n = 1时,按照 Jenesen不等式(2)

等号成立的条件可知,当且仅当对 u I S
n- 1
, 任意的 x I K 使得 | u#x | 是常数# 即就是当

p X q , n = 1时, K 是一条关于原点对称的线段等号成立# 

( b) 因为对任意 Q I S n
0 , p [ - 1,有 �Vp ( K , Q) [ �Vp ( L , Q) , 于是取 Q = IpM, M I S n

0 ,

这就是

  �Vp ( K , IpM) [ �Vp ( L , IpM) , ( 12)

当且仅当 K = L 时等号成立# 利用等式( 11) , 得到

  �Vp (M , IpK ) [ �Vp (M , IpL )# 

取 M = IpL ,利用等式(6) 和 Lp- Minkowski不等式( 7) ,上式可化为

  V( IpL )
n \�Vp( IpL , IpK ) n \ V( IpL )

n- p
V( IpK )

p# 

化简即有

  V( IpL ) [ V( IpK ) , ( 13)

当且仅当 IpK 和IpL 是互相伸缩时等号成立# 

按照在式( 12)和( 13)中等号成立的条件,就可知当且仅当 K = L 时, V ( IpL ) [ V( IpK ) 中

的等号成立# 

( c) 因为 IpK A IpL ,所以对任意 u I S
n- 1
, p [ - 1,有 QpI

p
K ( u) \QpI

p
L ( u )# 通过式(5) ,对

任意 M I S n
0 , 我们获得

  �Vp (M , IpK ) \�Vp (M , IpL )# 

由等式( 11) ,上式可化为

  �Vp ( K , IpM) \�Vp ( L , IpM)# 

因为 K I Zp , 所以取 K = IpM,并利用等式(6) 和 Lp-Minkowski不等式( 7) , 我们得到

  V(K )
n \�Vp ( L , K ) n \ V( L )

n- p
V(K )

p# 

即就是

  V(K ) \ V( L ) ,
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当且仅当 K = L 时等号成立# 

( d) 由性质( � ) ,可知对 u I S
n- 1
, 有 QK( u) [ QL ( u) 成立# 因为 Lp- 截面体的定义式

( 1)可以化为

  Q( IpC , u)
p
= QC | u#x | - pdx = 1

n - pQSn- 1 Qn- pC ( u) | u#M| - p dM,

所以当 p [ - 1时, 有 QpI
p
K ( u) [ QpI

p
L ( u) 成立# 再利用性质( � ) ,也就得到了 IpL A IpK ,当且

仅当 IpK = IpL时等号成立# 如同在下面定理3. 1的证明等号成立的方法一样,就可获知当且

仅当 K = L 时等号成立# 

这样,就完整地证明了命题2. 3# t

3  关于 Lp- 截面体的 Brunn-Minkowski不等式

为了建立本文的主要定理,在这节将证明两个比定理A 和 B更一般的结论, 需要下面的

引理:

引理 3. 1[ 14]  设 K , L I S n
0 , p [ - 1# 如果对任意 Q I S n

0 , 有

  �Vp ( Q, K ) = �Vp ( Q, L ) , 或 �Vp ( K , Q) = �Vp ( K , Q) , ( 14)

那么 K = L# 反之亦然# 

引理 3. 2  假设 K , L I S n
0 , p [ - 1,那么对任意 u I S

n- 1
, 有

  
QpI
p
( K+ß

- p
L ) ( u)

V(K +
ß
- pL )

=
QpI
p
K ( u)

V(K )
+
QpI
p
L ( u )

V( L )
# ( 15)

证明  由定义式( 1) ,利用球面极坐标变换和等式( 3) ,那么对每一个 u I S
n- 1有

  Q
p
I
p
(K+ß

- p
L) ( u) = QK+ß

- p
L
| u#x | - pdx =

    
V(K +

ß
- pL )

n - p QS
n- 1

Qn- p(K+ß
- p
L) (M)

V(K +
ß
- pL )

| u#M| - pdM=

    
V(K +

ß
- pL )

n - p QS
n- 1

Q
n- p
K ( M)
V(K )

+
Q
n- p
L (M)
V( L )

| u # M| - p dM=

    
V(K +

ß
- pL )

V(K )
Q
p
I
p
K ( u) +

V(K +
ß
- pL )

V( L )
Q
p
I
p
L ( u)# 

由此,就证明了等式( 15)# t

引理 3. 2所建立的是关于正规化 Lp- 径向加的Lp- 截面体的径向函数的一个等式# 同样

地,关于 Lp- 径向线性组合, 我们建立起类似的等式:

引理 3. 3  假设 K , L I S n
0 , K, L \ 0(不全为 0) , 且 p [ - 1,那么对任意 u I S

n- 1
, 有

  Q
p
I
p
( K#K+~

n- p
L#L ) ( u) = KQ

p
I
p
K ( u) + LQ

p
I
p
L ( u)# ( 16)

定理 3. 1  假设 K , L I S
n
0 , p [ - 1,且实数 i < n 或n < i < n - p , 那么

  
�Wi ( Ip ( K +

ß
- pL ) )

p / ( n- i )

V(K +
ß
- pL )

\
�W i ( IpK )

p / ( n- i)

V(K )
+
�Wi ( IpL)

p / ( n- i )

V( L )
, ( 17)

等号成立当且仅当 K 与L 中一个是另一个的伸缩# 当 i > n - p 时,不等式( 17)是反向的# 

证明  先证明当实数 i < n 时的情况# 利用式(8)、(3) ,引理 3. 2和不等式(10) ,那么对

任意 Q I S n
0 , 我们得到

  �Wp , i ( Q, Ip ( K +
ß
- pL ) ) =

1
nQSn- 1Qn- p- iQ ( u) QpI

p
(K+ß

- p
L) ( u )du =
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V(K +

ß
- pL )

V(K )
# 1
nQSn- 1Qn- p- iQ ( u) QpI

p
(K) ( u)d u+

    
V(K +

ß
- pL )

V( L )
# 1
nQSn- 1Qn- p- iQ ( u) QpI

p
(L ) ( u)d u =

    V(K +ß- pL )
�Wp , i (Q, IpK )
V(K )

+ V(K +
ß
- pL)

�Wp , i ( Q, IpL )
V( L )

\

    V(K +ß- pL )
�W i ( Q)

( n- p- i ) / ( n- i )
�W i ( IpK )

p / ( n- i)

V(K )
+

    V(K +ß- pL )
�W i ( Q)

( n- p- i ) / ( n- i ) �W i ( IpL )
p / ( n- i )

V( L )
# 

即    
�Wp , i ( Q, Ip ( K +

ß
- pL ) )

V(K +
ß
- pL )

\ �Wi ( Q) ( n- p- i ) / ( n- i)
�W i ( IpK )

p / ( n- i)

V(K )
+
�W i ( IpL )

p / ( n- i)

V( L )
# 

取 Q = Ip ( K +
ß
- pL) , 我们得到

  
�Wi ( Ip ( K +

ß
- pL ) )

p / ( n- i )

V(K +
ß
- pL )

\
�W i ( IpK )

p / ( n- i)

V(K )
+
�Wi ( IpL)

p / ( n- i )

V( L )
# 

因此当实数 i < n 时不等式( 17)成立# 

按照不等式( 10)中等号成立的条件可知,不等式( 17)等号成立当且仅当 IpK 与 IpL 中一个

是另一个的伸缩# 设 IpK = KIpL ,其中 K> 0,利用 Lp- 对偶混合体积概念,对任意 Q I S
n
0 ,

我们有

  �Vp ( Q, IpK ) = �Vp ( Q, KIpL) = Kp�Vp( Q, IpL )# 

利用命题 2. 2,积分表达式( 5)和径向函数的定义,对任意 Q I S
n
0 , 上式可化为

  �Vp ( K , IpQ) = K
p
�Vp ( L , IpQ) = �Vp ( K

p / ( n- p )
L , IpQ)# 

再根据引理3. 1,就得到 K = Kp / ( n- p ) L ,即是说 K 与L 中一个是另一个的伸缩# 

同样地, 能够证明当 n < i < n - p 时, 不等式(17) 也成立# 当 i > n - p 时,不等式( 17)

的不等号是反向的# t

注  如果在定理 3. 1 中,取 i = 0, 利用等式( 9) ,我们就可获得定理A# 

定理 3. 1 建立的是关于正规化 Lp- 径向加的一个关系式# 类似地, 利用在定理 3. 1 中的证明方法和引理

3. 3, 同样可以建立关于 Lp- 径向线性组合的关系式# 

定理 3. 2  假设K , L I S n
0 , K, L \0(不全为0) , p [ - 1且实数 i < n或n < i < n - p ,

那么

  �Wi ( Ip ( K#K +~ n- p L#L) ) p / ( n- i ) \ K�Wi ( IpK )
p / ( n- i )

+ L�Wi ( IpL)
p / ( n- i )

,

等号成立当且仅当 K 与L 中一个是另一个的伸缩# 当 i > n - p 时, 不等式是反向的# 

注  如果在定理 3. 2 中,取 K= L = 1, 利用等式( 9) , 定理 B就可立即得到# 

结合定理 3. 2和定理 B,可以获得定理 B的一种隔离形式如下:

定理 3. 3  假设 K , L I S n
0 , A I [ 0, 1] , p [ - 1且实数 i < n或 n < i < n - p , 那么

  �Wi ( Ip ( K +~ n- pL ) ) p / ( n- i ) \

    �Wi ( Ip( A#K +~ n- p(1 - A)#L ) ) p / ( n- i ) + �W i ( Ip ( (1 - A)#K +~ n- p A#L ) ) p / ( n- i) \

    �Wi ( IpK ) p / ( n- i ) + �W i ( IpL )
p / ( n- i)

,

等号成立当且仅当 K 与L 中一个是另一个的伸缩# 当 i > n - p 时, 不等式是反向的# 

证明  对任意 A I [ 0, 1] ,设 M = A#K +~ n- p (1- A)#L , N = (1- A)#K +~ n- p A#L# 由于
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K , L I S n
0 , 所以 M , N I S n

0# 利用引理 3. 3,则有

  �Wi ( Ip ( K +
~

n- pL ) ) =
1
nQSn- 1Q( Ip( K +~ n- pL) , u)

n- idu =

    1
nQSn- 1 Qp ( Ip( K +

~

n- pL ) , u )
( n- i) / p

du =

    1
nQSn- 1 [ Qp ( IpK , u) + Qp( IpL , u) ]

( n- i ) / p du =

    1
nQSn- 1 ( [ AQp ( IpK , u) + (1- A) Qp( IpL , u) ] +

    [ (1- A) Qp( IpK , u) + AQp ( IpL , u) ] )
( n- i ) / pd u =

    1
nQSn- 1 ( Qp ( Ip ( A#K +~ n- p(1 - A)#L ) , u ) +

    Qp( Ip ( (1 - A)#K +~ n- pA#L) , u) ) ( n- i ) / p du =

    1
nQSn- 1 Q( Ip (M +~ n- pN) , u)

n- idu =

    �Wi ( Ip( M +
~

n- pN ) )# 

根据定理 B, 当 i < n 或n < i < n - p 时,我们得到

  �Wi ( Ip ( K +~ n- pL ) ) p / ( n- i ) = �Wi ( Ip( M +~ n- pN ) ) p / ( n- i ) \

    �Wi ( IpM) p / ( n- i) + �Wi ( IpL ) p / ( n- i ) , ( 18)

等号成立当且仅当 M 与N 中一个是另一个的伸缩# 不等式( 18)恰好是所证定理左边的不等

式# 

因为 M 与N 是互相伸缩的当且仅当对任意u I S
n- 1
, Qn- pM ( u) = cQn- pN ( u) ( c > 0) 成立,

再利用式(4) ,对 u I S
n- 1
, 就有

  AQ
n- p
K ( u) + (1 - A) Q

n- p
L ( u) = c[ (1- A) Q

n- p
K ( u ) + AQ

n- p
L ( u) ]# 

即    ( A+ cA- c) Qn- pK ( u) = ( cA+ A- 1) Qn- pL ( u)# 

所以 M与N 是互相伸缩的当且仅当K 与L 是互相伸缩的# 如此,定理 3. 3中左边不等式等号

成立当且仅当 K 与L 是互相伸缩的# 

另一方面, 根据定理 3. 2中的不等式,当实数 i < n 或n < i < n - p 时,有

  �Wi ( IpM ) p / ( n- i ) = �W i ( Ip ( A#K +~ n- p (1- A)#L ) ) p / ( n- i) \

    A�Wi ( IpK ) p / ( n- i ) + (1- A) �W i ( IpL )
p / ( n- i )

, ( 19)

以及   �Wi ( IpN ) p / ( n- i ) \ (1- A) �W i ( IpK )
p / ( n- i )

+ A�W i ( IpL )
p / ( n- i )

, ( 20)

等号成立当且仅当 K 与L 是互相伸缩的# 

结合上述两个不等式( 19)和( 20) ,则得到

  �Wi ( IpM ) p / ( n- i ) + �Wi ( IpL ) p / ( n- i) \ �Wi ( IpK ) p / ( n- i) + �Wi ( IpL ) p / ( n- i ) , ( 21)

等号成立当且仅当 K 与L 是互相伸缩的# 不等式( 21)恰好是定理 3. 3中右边的不等式# 

类似地,用上述证明的方法,容易证明当 i > n - p 时, 定理 3. 3中的不等号是反向的# 

t
在定理3. 3中取 i = 0, 利用等式( 9) , 我们获得

推论 3. 1  假设 K , L I S
n
0 , A I [ 0, 1] , p [ - 1, 那么

  V( Ip ( K +
~
n- pL ) )

p / n \

    V( Ip ( A#K +
~

n- p (1- A)#L ) ) p / n+ V( Ip ( (1- A)#K +~ n- p A#L) ) p / n \
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    V( IpK ) p / n+ V( IpL )
p / n
,

等号成立当且仅当 K 与L 是互相伸缩的# 
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On the Lp Intersection Body

ZHU Xian-yang,  LENG Gang-song

( Depa rtm ent of Mathem atics , Shangha i Univer sity , Shan ghai 200444, P . R . China )

Abstract: By using Brunn-Minkowsk-i Firey mixed volume theory and dual mixed volume theory, as-

sociated with L p intersection body and dual mixed volume, some dual Brunn-Minkowski inequalities

and their isolate forms are established for Lp intersection body about the normalized Lp radial addition

and Lp radial linear combination. Some properties of operator Ip are given.

Key words: star body; L p intersection body; property; Brunn-Minkowski inequality
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