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时间尺度上的某些积分不等式
�
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(加济大学 学理和文学学院 数学系,安卡拉, 土耳其)

摘要: � 研究了时间尺度上二维逆 H�lder型不等式和 H�lder 不等式�� 还利用时间尺度上的 H�lder

不等式,给出了许多积分不等式�� Hardy不等式是其特殊情况��
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引 � �言

1990年 Hilger[ 1]引入了时间尺度(测度链)上的动力学方程理论, 形成了连续(系统)和离

散(系统)分析的统一方法��函数 f : T � R的广义导数或Hilger导数为f
�
( t ) (其中T 即所谓的

�时间尺度�(它是 R的一个任意非空闭子集) ) , 当T = R时, 变成了普通导数, 即 f
�
( t ) =

f �( t ) �� 另外, 若T = Z,则 f
�
( t ) 退化为通常的前向差分,即 f

�
( t ) = �f ( t )�� 这一理论不仅

能获得具有新用途的方程,而且可以加深对离散系统和连续系统之间细微差别的理解
[ 2- 3] ��

本文利用时间尺度上的H�lder不等式和逆H�lder型不等式,通过估计积分

� ��
b

a�
b

a
K ( x , y ) f ( x ) g( y )�x �y ,

从而获到一些一般性的结果��

首先,我们不加证明地给出了某些基本定义, 以及时间尺度上的计算结果, 它们取自于

Bohner和 Peterson论文[ 3]中卓越的引言��

1 �一 般定 义

设 T = [ a, b ] 为时间尺度上的一个任意区间 �� 记实区间[ a, b] 与时间尺度T 的交集为

[ a, b] � T : [ a, b ] T��

定义 1�时间尺度 T 是R的一个非空闭子集 �� 我们始终假设拓扑T 是具有来自 R上的标

准拓扑 �� 同时, 始终假设 T 中的区间 [ a, b ] T , 对于 T 中的点系, a < b , 即为集合

t � T : s < t ��
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因为一个时间尺度可能是不连通的,为此我们需要用到下述跳跃算子的概念��

定义 2 �映射 �, �: T � T 被称为跳跃算子, 其中 �( t ) = inf s � T : s > t , �( t ) =

sup s � T : s < t ��

跳跃算子 �、�可用下述方法为T 中的点系进行分类:

定义 3�一个非极大元 t � T , 当 �( t ) = t时,称为右稠密的; 当 �( t ) > t时,称为右散布

的 �� 当 �( t ) = t 时,称为左稠密的; 当 �( t ) < t时,称为左散布的��
当 T = R时,有 �( t ) = t ,同时,若T = hZ, h > 0时, 则 �( t ) = t + h��

定义 4 �映射 �: T � R
+ 被称为粒度(graininess) 函数,其中 �( t ) = �( t ) - t�� 集合T

k定

义如下:若T 有一个左散布极大值m,则T
k
= T - m ,否则T

k
= T ��

若 T = R,则 �( t ) = 0,而若T = Z,则有 �( t ) = 1��

定义 5�设 f : T � R�� 若给定 �> 0,存在 t的一个邻域 U,使对所有 s � U, 有

� � � f
�
( t ) - f ( s) - f

�
( t ) [ �( t ) - s ] � � �� �( t ) - s � ,

其中 f
�

= f � ��� 则称 f 在 t � T
k是可微的,并具有 �- 导数f

�
( t ) � R��

若 T = Z,则 f
�
( t ) = df ( t ) / d( t ) ; 又若T = R,则 f

�
( t ) = f ( t + 1) - f ( t )��

�-导数的一些基本性质可参阅文献[ 3] ��

定理 1�设 f : T � R,且 t � T
k��

( � ) 若 f 在 t处可微,则 f 在 t处是连续的;

( � ) 若 f 在 t处可微,且 t 为右散布的,则 f 在 t处可微,且有

� � f
�
( t ) =

f
�
( t ) - f ( t )
�( t ) - t

;

( � ) 若 f 在 t处可微,且 t 为右稠密的,则

� � f
�
( t ) = lim

t � s

f ( t ) - f ( s )
t - s

;

( � ) 若 f 在 t处可微,则

� � f
�
( t ) = f ( t ) + �( t )f

�
( t )��

例 1

( � ) 若 f : T � R,对所有 t � T ,定义 f ( t ) = �,其中 � � R为常数,则 f
�
( t ) � 0;

( � ) 若 f : T � R,对所有 t � T ,定义 f ( t ) = t ,则 f
�
( t ) � 1��

定义 6�若对所有 t � T ,

( � ) 在每一右稠密点 t � T 处, f 是连续的;

( � ) 在每一左稠密点 t � T 处, lims � t- f ( s ) 存在且有限, 则函数 f : T � R称为右稠密-

连续的( rd-cont inuous) ,记为 f � Crd( T , R)��

定义 7�设 f � Crd( T , R)�� 若 g在T 上可微且对任意t � T
k
, 满足 g

�
( t ) = f ( t ) ,则称 g :

T � R为T 上f 的反导数��在这种情况下,可定义为

� ��
t

a
f ( s) �s = g( t ) - g ( a) , � � t � T ��

定理 2�若 f 在[ a, b ] 上是 �- 可积的, 于是有 � f � , 且

� � �
b

a
f ( t )� t ��

b

a
| f ( t ) | �t ��

定理 3( H�lder不等式) �设 a, b � T �� 对右稠密- 连续函数f , g : [ a, b] � R, 我们有
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� ��
b

a
| f ( t ) g ( t ) | �t � �

b

a
| f ( t ) |

p �t
1/ p

�
b

a
| g( t ) |

q�t
1/ q

,

其中 p > 1, q = p / ( p - 1)��

下面的定理给出了本文的主要结果��

2 �主 要结 果

引理 1�对两个正函数 f 和g ,在集合[ a, b] 上,满足0 < m � f
p
/ g

q � M < � ,且对 p >

1, q > 1,有 1/ p + 1/ q = 1, 得到

� � �
b

a
f ( t )

p
� t

1/ p

�
b

a
g( t )

q
�t

1/ q

� m
M

- 1/ ( pq )

�
b

a
f ( t ) g ( t )�t ��

证明 �因为 f
p
/ g

q � M , g � M
- 1/ q

f
p / q

, 因此

� � f g � M
- 1/ q

f
1+ p / q

= M
- 1/ q

f
p
,

于是有

� � �
b

a
f ( t )

p
� t

1/ p

� M
1/ (p q ) �

b

a
f ( t ) g( t )�t

1/ p

, ( 1)

另一方面,由于 m � f
p
/ g

q
, f � m

1/ p
g

q / p
, 则

� ��
b

a
f ( t ) g ( t ) �t ��

b

a
m

1/ p
g ( t )

1+ q / p �t = m
1/ p�

b

a
g( t )

q�t ,

于是

� � �
b

a
f ( t ) g( t ) �t

1/ q

� m
1/ (p q) �

b

a
g( t )

q�t
1/ q

��

将它和式( 1)组合,可得到所需的不等式

� � �
b

a
f ( t )

p � t
1/ p

�
b

a
g( t )

q�t
1/ q

� m
M

- 1/ ( pq )

�
b

a
f ( t ) g( t ) �t�� �

推论 1�若取 T = R, 显然,得到了文献[ 4]中的定理 2. 1��

定理 4�设 a, b � T �� 对右稠密- 连续函数f , g : [ a, b] � [ a , b] � R, 有

� ��
b

a�
b

a
| f ( x , y ) g ( x , y ) | �x �y �

� � � � �
b

a�
b

a
| f ( x , y ) |

p �x �y
1/ p

�
b

a�
b

a
| g( x , y ) |

q �x �y
1/ q

,

其中 p > 1, q = p / ( p - 1)��

证明 �对非负实数 �和 �, 众所周知的基本不等式

� � �1/ p�1/ q � �
p

+
�
q

( 2)

成立��不失一般性, 现设

� � �
b

a�
b

a
| f ( x , y ) |

p �x �y �
b

a�
b

a
| g ( x , y ) |

q�x�y � 0��

将下面二式代入不等式( 2) :

� � �( x , y ) =
| f ( x , y ) |

p

�
b

a�
b

a
| f ( �1, �2) |

p ��1��2
, �( x , y ) =

| g ( x , y ) |
q

�
b

a�
b

a
| g( �1, �2) |

q��1��2
,

并从 a 到 b 积分得到的不等式(由于所有产生的函数是右稠密-连续的)得到
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� ��
b

a�
b

a

| f ( x , y ) |
p

�
b

a�
b

a
| f ( �1, �2) |

p
��1��2

| g( x , y ) |
q

�
b

a�
b

a
| g ( �1, �2) |

q
��1��2

�x�y =

� � � ��
b

a�
b

a
�( x , y )

1/ p�( x , y )
1/ q �x�y ��

b

a�
b

a

�( x , y )
p

+
�( x , y )

q
�x �y =

� � � � 1
p�

b

a�
b

a

| f ( x , y ) |
p

�
b

a�
b

a
| f ( �1, �2) |

p ��1��2
�x�y +

� � � � 1
q�

b

a�
b

a

| g ( x , y ) |
q

�
b

a�
b

a
| g ( �1, �2) |

q ��1��2
�x �y =

� � � � 1
p

+
1
q

= 1��

可直接得出H�lder 不等式�� �

定理 5 �若 1/ p + 1/ q = 1, p > 1,且 K ( x , y )、f ( x )、g ( y )、�( x )、�( y ) 为非负函数,则下

列不等式组( 3)和( 4)是等价的:

� ��
b

a�
b

a
K ( x , y ) f ( x ) g( y )�x �y �

� � � � �
b

a
�( x )

p
F ( x )f ( x )

p �x
1/ p

�
b

a
�( x )

q
G ( y ) g ( y )

q�y
1/ q

( 3)

和

� ��
b

a
G( y )

1- p
�( y )

- p �
b

a
K ( x , y )f ( x ) �x

p

�y �

� � � ��
b

a
�( x )

p
F ( x ) f ( x )

p �x , ( 4)

其中

� � F( x ) =
Q

b

a

K ( x , y )
W( y )

p $ y , G ( x ) =
Q

b

a

K ( x , y )
U( x )

q $ x 1 

证明  我们从如下恒等式开始证明:

  Q

b

aQ

b

a
K ( x , y ) f ( x ) g( y ) $ x $y =

Q

b

aQ

b

a
K ( x , y ) f ( x )

U( x )
W( y )

g ( y )
W( y )
U( x )

$ x$ y1 

应用HÊlder不等式,得到

  Q

b

aQ

b

a
K ( x , y ) f ( x ) g( y ) $ x $y [

    Q

b

a
U ( x )

p
F ( x )f ( x )

p
$ x

1/ p

Q

b

a
W( y )

q
G ( y ) g ( y )

q
$ y

1/ q

1 

现证明不等式组( 3)和( 4)是等价的1 设不等式( 3)成立1 若取

  g( y ) = G ( y )
1- p

W( y )
- p

Q

b

a
K ( x , y ) f ( x ) $x

p- 1

,

考虑到1/ p + 1/ q = 1并利用不等式( 3) ,有

  Q

b

a
G( y )

1- p
W( y )

- p

Q

b

a
K ( x , y )f ( x ) $ x

p

$ y =
Q

b

aQ

b

a
K ( x , y ) f ( x ) g( y ) $ x $y [

    
Q

b

a
U ( x )

p
F ( x )f ( x )

p
$ x

1/ p

Q

b

a
W( y )

q
G ( y ) g ( y )

q
$ y

1/ q

=
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b

a
U ( x )

p
F ( x )f ( x )

p
$ x

1/ p

Q

b

a
G ( y )

1- p
W( y )

- p

Q

b

a
K ( x , y ) f ( x ) $x

p

$ y
1/ q

,

由此我们得到不等式( 4) 1 

现在设不等式( 4)成立1 应用HÊlder不等式和不等式( 4) ,得到

  Q

b

aQ

b

a
K ( x , y ) f ( x ) g( y ) $ x $y =

    
Q

b

a
W( y )

- 1
G ( y )

- 1/ q

Q

b

a
K ( x , y ) f ( x ) $ x W( y ) G ( y )

1/ q
g( y ) $ y [

    Q

b

a
G ( y )

1- p
W( y )

- p

Q

b

a
K ( x , y ) f ( x ) $x

p

$ y
1/ p

Q

b

a
W( y )

q
G ( y ) g( y )

q
$ y

1/ q

[

    
Q

b

a
U ( x )

p
F ( x )f ( x )

p
$ x

1/ p

Q

b

a
W( y )

q
G ( y ) g ( y )

p
$ y

1/ q

,

因此得到不等式( 3) 1 即不等式( 3)成立时, 不等式( 4)也成立1 t

定理 6  若 1/ p + 1/ q = 1, p > 1,且 K ( x , y )、f ( x )、g ( y )、U( x )、W( y ) 为非负函数,并且

  F( x ) =
Q

b

a

K ( x , y )

W( y )
p $ y [ F1( x ) , G ( x ) =

Q

b

a

K ( x , y )

U( x )
q $ x [ G1( y ) 1 

则下列不等式组( 5)和( 6)是等价的:

  Q

b

aQ

b

a
K ( x , y ) f ( x ) g( y ) $ x $y [

    Q

b

a
U ( x )

p
F 1( x ) f ( x )

p
$ x

1/ p

Q

b

a
W( x )

q
G1( y ) g ( y )

q
$ y

1/ q

( 5)

和

  Q

b

a
G1( y )

1- p
W( y )

- p

Q

b

a
K ( x , y ) f ( x ) $ x

p

$ y [

    
Q

b

a
U ( x )

p
F1( x )f ( x )

p
$ x 1 ( 6)

若取 T = R, 则不等式组( 4)和( 6)为Hardy型不等式[ 5]
1 

若在定理 5中取

  K ( x , y ) =
h ( y ) ,   x [ y ,

0,     x > y ,

我们得到下列结果:

定理 7  设 1/ p + 1/ q = 1, p > 1,且 h( y )、f ( x )、g( y )、U( x )、W( y ) 为非负函数1 则下列

不等式组( 7)和( 8)是等价的:

  Q

b

aQ

y

a
h( y )f ( x ) g( y ) $x $y [

Q

b

a
U ( x )

p
f ( x )

p

Q

b

a
H ( y ) $y $ x

1/ p

@

    
Q

b

a
W( y )

q
g ( y )

q
h( y ) Q

y

a
U ( x )

- q
$ x $ y

1/ q

( 7)

和

  Q

b

a
H ( y ) Q

y

a
U ( x )

- q
$ x

1- p

Q

y

a
f ( x ) $ x

p

$ y [

    
Q

b

a
U ( x )

p
f ( x )

p

Q

b

x
H ( y ) $ y $ x

1/ p

, ( 8)

其中 H ( y ) = h( y ) W( y )
- p

1 
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若在定理 5中取

  K ( x , y ) =
0,     x [ y ,

h ( y ) ,   x > y ,

我们又得到如下结果:

定理 8  设 1/ p + 1/ q = 1, p > 1,且 h( y )、f ( x )、g( y )、U( x )、W( y ) 为非负函数1 则下列

不等式组( 9)和( 10)是等价的:

  Q

b

aQ

b

y
h( y )f ( x ) g( y ) $x $y [ Q

b

a
U ( x )

p
f ( x )

p

Q

x

a
H ( y ) $y $ x

1/ p

@

    
Q

b

a
W( y )

q
g ( y )

q
h( y ) Q

b

y
U ( x )

- q
$ x $ y

1/ q

( 9)

和

  Q

b

a
H ( y ) Q

b

y
U ( x )

- q
$ x

1- p

Q

b

y
f ( x ) $ x

p

$ y [

    
Q

b

a
U ( x )

p
f ( x )

p

Q

x

a
H ( y ) $ y $ x

1/ p

1 ( 10)

若取 T = R, 显然可得到文献[ 5]中的定理1、定理 2、定理 3和定理 41 
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