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非线性颤振系统中既是超临界又是
亚临界的 Hopf分岔点研究
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摘要:  研究了二元机翼非线性颤振系统的 Hopf分岔1 应用中心流形定理将系统降维, 并利用复

数正规形方法得到了以气流速度为分岔参数的分岔方程1 研究发现,分岔方程中一个系数不含分

岔参数的一次幂,故使得分岔具有超临界和亚临界双重性质1 用等效线性化法和增量谐波平衡法

验证了所得结果1 
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引   言

机翼的非线性颤振是航空工程中的常见问题[ 1] 1 机翼的非线性颤振研究主要考虑的非线

性有结构非线性[ 2- 6]和气动力非线性[ 7] 1 当气流速度增加至某临界值时, 非线性颤振系统可能

出现复杂的分岔,如,Hopf分岔等1 Liu和 Zhao[ 2]用等效线性化法研究了含三次非线性刚度的

机翼的分岔,所得结果与数值解很接近1 Shahrzad和 Mahzoon[ 3]用等效线性化法分析了二元机

翼的颤振问题1 Yang[ 4]结合KBM 法和等效线性化法分别研究了带外载的二元机翼以及三角

翼的极限环颤振1 Liu等人[ 5]用高维谐波平衡法分析了机翼的双重 Hopf分岔1 此外, 蔡铭等

人
[ 6]
用增量谐波平衡法分析了含多个强非线性环节的机翼颤振1 
上述文献均属于非线性颤振的定量研究1 然而,为确定系统的定性性质(例如, 分岔点的

稳定性和类别等) ,以上方法稍显繁琐1 因此, Liu等人[ 8]分别用后继函数法和形式级数法判别

了颤振系统分岔点的类别和稳定性1 由于非定常流气弹性模型本质上是无穷维的, Lee 等

人[ 9]将之降为 8维的一阶常微分方程( ODEs)系统1 Liu等人[ 10]用中心流形定理分析了该 8维

系统, 得到了极限环颤振频率的表达式1 Coller 和 Chamara[ 11]将该无穷维系统降至 6维,并应

用中心流形定理分析了系统的分岔1 

具有超临界或亚临界性质的Hopf分岔研究甚多[ 12-14] ,而具有双重性质的Hopf分岔[ 15]研
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究较少1 本文给出了非线性颤振系统中既是超临界又是亚临界Hopf分岔的一个实例1 应用

中心流形定理[ 16]和复数正规形法[ 17]得到了分岔方程, 讨论了该分岔点出现的原因1 

1  颤振方程及中心流形降维

不可压气流中机翼的颤振方程为
[ 2]

  
hd+ 0. 25Ad+ 0. 1hc+ 0. 2h + 0. 1QA= 0,

0. 25hd+ 0. 5Ad+ 0. 1Ac+ k0A+ e2A
3
- 0. 04QA= 0,

( 1)

其中上标/c0表示对时间求导, e2 > 0是非线性刚度系数, h 和 A分别表示沉浮和俯仰位移,其它

参数的物理意义见文献[ 2] 1 方程(1) 对应的线性系统(忽略非线性项 e2A
3
) 一般含有两个颤振

临界点 1 当 k 0 = 0. 081 096 68时,该线性方程却只含 1个颤振临界点,即 Qf = 1. 724 045 091 
本文着重研究系统( 1)在该点的分岔1 

将方程( 1)改写为一阶微分方程

  xc= A( Q) x + f ( x ) , ( 2)

其中

  A( Q) =

0 1 0 0

4( 0. 26Q - 4k0) / 7 - 1. 6/ 7 0. 8/ 7 0. 4/ 7

0 0 0 1

4( k0 - 0. 24Q) / 7 0. 4/ 7 - 1. 6/ 7 - 0. 8/ 7

,

  x = ( x 1, x 2, x3, x 4)
T

= ( A, Ac, h, hc)
T
, f ( x) = e2(0, - 16/ 7, 0, 4/ 7)

T
x

3
11 

记 Q = Qf + E, A( Q) = A( Qf ) + EB ,其中 | E | n 1,

  B =

0 0 0 0

1. 04/ 7 0 0 0

0 0 0 0

- 0. 96/ 7 0 0 0

1 

引入线性变换 x = Ty , T是A( Q f) 的特征向量组成的矩阵,方程( 2)可化为

  yc = Cy + EDy + g ( y ) , ( 3)

其中

  C = T
- 1
AT =

0 - 0. 376 1 0 0

0. 376 1 0 0 0

0 0 - 0. 171 4 - 0. 099 2

0 0 0. 099 2 - 0. 171 4

,

  D = T
- 1
BT =

- 0. 032 2 0. 020 7 0. 066 9 0

- 0. 050 2 - 0. 032 2 0. 104 2 0

0 0 0 0

0. 592 9 - 0. 380 6 - 1. 229 6 0

,

  g( y ) = T
- 1
f ( Ty ) = e2(- 4. 754 5, 3. 768 8, - 3. 458 9, 38. 456 3)

T @

    (- 0. 356 7y 1 + 0. 229 0 y 2 + 0. 739 8 y 3)
T
,

其中 y i 表示 y 的第个分量 1 根据中心流形定理[ 16]
,引入方程 Ec = 0并将方程( 3)改写成

  
yc

Ec
=

C 0

0 0

y

E
+

D 0

0 0
Ey +

g ( y )

0
1 ( 4)

对于方程( 4) , Ey 将被看成是非线性项1 求中心流形的二阶展开式,可得
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y 3 = 0. 440 5 y 1E- 0. 924 9 y 2E+ o(2) , y4 = 2. 746 7 y1E+ 3. 270 4 y 2E+ o (2) , ( 5)

其中 o (2) 表示低于二阶的小量,余类推 1 值得注意的是,中心流形(5) 与非线性系数 e2无关1 
将式( 5)代入式( 3) ,可得中心流形上的方程即约化系统

  
y

c
1

y
c
2

= F( E)
y 1

y 2

+
g1( y 1, y2)

g2( y 1, y2)
, ( 6)

其中

  F( E) =
- 0. 032 2E+ 0. 029 5E

2
- 0. 376 1 + 0. 020 7E- 0. 061 8E

2

0. 376 1- 0. 050 2E+ 0. 045 9E2 0. 032 2E- 0. 096 3E2
+

      o (2)1 

2  分 岔方 程

当 | E| 足够小时, F( E) 的两个特征值可表示为 L1( E) + i X( E) , 其中 X( E) 是 E的连续正

函数,且 X(0) = 0. 376 1, L1( E) = - 0. 033 4 E2
+ o(2) 1 

作变换 ( y 1, y 2)
T

= P( E) ( N1, N2)
T
,其中 P( E) 是 F( E) 的特征向量组成的矩阵,注意到

  P( E) = E2@ 2 + o(1) 1 ( 7)

忽略右端的一阶小量,不影响分岔点附近的定性性质, 即 P取单位阵1 那么,方程( 6)变为

  
N

c
1

Nc2
=

L1( E) - X( E)

X( E) L1( E)

N1

N2
+

g1( N1, N2)

g2( N1, N2)
, ( 8)

其中 g1、g 2与式( 6)相同1 令
  z = N1 + iN21 ( 9)

将方程( 8)中第 2个方程的 i倍加上第 1个方程,并考虑式( 9) ,可得

  zc = i X( E) z + L1( E) z + v ( z , �z ) , ( 10)

其中 v( z ,�z ) = g1( N1, N2) + ig2( N1, N2) = c30z
3
+ c21z

2�z + c12z z
2
+ c03 z

3
+ o (3) ,其中 ckl ( k +

l = 3) 是 E的复值函数 1 作近恒等变换 z = F+ p ( F, �F) , 选择多项式函数

  p (F, �F) =
1

4iX( E)
(2c30F

3
- 2c12FF

2
- c03 F

3
) , ( 11)

可将方程( 10)化为

  Fc = i X( E)F+ L1( E)F+ c21F
2�F+ o(3) 1 ( 12)

令

  F= r eiH1 ( 13)

将式( 13)代入式( 12) , 可得

  rc = L1( E) r + L3( E) r
3
+ o (3) , Hc= X( E) , ( 14)

其中 L3( E) = Rec21 = 3. 447 8- 4. 960 6 E+ o (1) , Re表示取相应实部,下同 1 令 rc= 0, 可

得分岔方程

  L1( E) r + L3( E) r
3

= 01 ( 15)

3  Hopf分岔

当 E= 0,由式(14) 可知, 只要 r 足够小,有 rc> 0, 可知此时分岔点是不稳定焦点1 方程
( 15)的非零解满足

  r
2

= - L1/ L31 ( 16)
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当 E= 0,则 L1 = 0,方程(15) 只有零解 1 当0 < | E | n 1时, 由 L1 < 0及 L3 > 0可知 r
2

>

0,即系统在分岔点 Q f的两侧都长出极限环1 所以, 该分岔点既是超临界又是亚临界的 Hopf

分岔点1 
记 r0是方程(16) 的正解1 由方程(14) 可知,当 r > r0时, rc> 0,而当 r < r 0时, rc< 01 

因此,这两个极限环都是不稳定的1 
取方程( 1)的一个超临界分岔和一个亚临界分岔来分析该双重性质分岔点产生的原因1 

取 k0 = 0. 081 6时,方程(1)恰好有一个超临界和一个亚临界Hopf分岔点,分别为Q1 = 1. 910 6和

Q2 = 1. 556 9
[ 8] 1 应用中心流形定理和复数正规型方法, 可得对应的分岔方程, 可表示为方程

( 15)的形式,对应的系数分别为

  Q1: L1 = - 0. 006 5 E- 0. 013 7 E2, L3 = 2. 989 4- 4. 829 8 E;

  Q2: L1 = 0. 008 0 E- 0. 026 6 E2
, L3 = 3. 865 0- 4. 847 9 E1 

图 1  L1( L1 = L11E+ L12E
2) 中 E一次项的

系数关于分岔点的变化

比较分岔点 Q1、Q2及 Qf的分岔方程系数,当

| E| 足够小时,都有 L3 > 0, 考虑到当 E= 0时,

L1 = 0, 可知它们都是不稳定的焦点 1 根据方程
(16) ,可知极限环产生的一个必要条件是 L1与 L3

异号 1 该条件在 Q1右侧或 Q2左侧分别满足,而

在 Q f的两侧都满足 1 由此可知, Q f对应的 L1中

不含 E的一次项使得分岔点既是超临界又是亚临

界 1 图 1是 L1中 E一次项的系数关于Q( k 0) 的

变化曲线,这里 Q( k0) 是方程(1) 对应于不同 k0

的分岔点1 由图可看出当分岔点经过Q f时,该系

数改变符号1 
由以上讨论可知,中心流形( 5)只与方程( 1)的线性部分有关,而与参数 e2无关1 因此,方

程(6) 的线性化矩阵 F( E) 与 e2无关 1 那么,根据方程(8) 可知 L1( E) 与 e2无关 1 另外,由

c21 的定义可知 L3( E) = Re c21 与 e2 成正比 1 所以,由方程(16) 可知,方程(1) 极限环振幅与

e2 成反比,而频率与 e2无关1 

4  结 果验 证

一般地,稳定的极限环可以应用 RK 数值积分法较容易得到, 但不稳定极限环就很难由

RK积分法直接得到[ 5] ,需要发展特殊的方法,如等效线性化法, 增量谐波平衡法等1 但是,在

分岔点 Q f两边长出的极限环是不稳定的1 因此,不能直接用 RK数值积分法直接验证所得结

果1 为此,下面用等效线性化法和增量谐波平衡法验证上述结果1 
首先,将极坐标 r , H变换为原始坐标 h, A1 由以上所采用的变换和中心流形( 5)可知

  x = Ty = T =

1 0 0 0

0 1 0 0

0. 440 5 E - 0. 924 9 E 0 0

2. 764 7 E 3. 270 4 E 0 0

y 1

y 2

0

0

, ( 17)

由方程( 7)和( 9)可得

  y 1 =
1
2 ( z + �z ) , y2 = -

i
2 ( z - �z ) 1 ( 18)
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将 z = F+ p (F,�F) 及方程( 13)代入式( 18) ,可得

  
y1 = u11cosH+ v11sinH+ u13cos3H+ v13sin3H,

y2 = u21cosH+ v21sinH+ u23cos3H+ v23sin3H,
( 19)

其中 H= Xt + H0, H0为初相位1 各系数分别为

  u11 = r -
Im c12

2X
r
3
, u21 =

Re c12

2X
r
3
, v11 =

Re c12

2X
r
3
, v21 = r +

Imc12

2X
r

3
,

  u13 =
2Imc30 - Imc03

4X
r

3
, v13 =

2Rec30 + Re c03

4X
r
3
,

  v23 =
2Imc30 + Imc03

4X
r

3
, u23 =

- 2Re c30 + Rec03

4X
r

3
,

其中 Im表示取相应虚部1 
将方程 ( 19) 代入式 ( 17) , 可得用原坐标表示的极限环解为, A( t ) = x1( t ) , h( t ) =

x 3( t )1 

等效线性化法首先用等效刚度[ 2]

  k eq = k0 + 3e2A
2
/ 4 ( 20)

代替方程( 1)中的非线性刚度 k0 + e2A
2
,其中 A 是 A的振幅1 假设机翼作简谐振动

  h = H eiXt
, A= A eiXt

, ( 21)

其中 H 表示h 的振幅1 将式( 20)和( 21)代入式( 1) ,分离实部和虚部,可得

  
0. 437 5 X

4
+ (- 0. 11+ 0. 065Q - k eq) X

2
+ 0. 2( k eq - 0. 04Q) = 0,

- 0. 15X3
+ (0. 1k eq - 0. 004Q + 0. 02) X= 01 

( 22)

由方程( 20)和( 22) ,可解得 Q ~ A 分岔方程

  0. 32Q
2
- [ 12. 25( k0 + 3e2A

2
/ 4) + 0. 11] Q +

    106. 25( k0 + 3e2A
2
/ 4)

2
- 16( k0 + 3e2A

2
/ 4) + 1. 55 = 01 ( 23)

由图 2可以看出,本文所得分岔图与等效线性化法解基本吻合1 

  ( k 0 = 0. 081 096 68, e2 = 20; 实线由

  方程( 23)绘出,点线由方程( 17)给出)

图 2  方程( 1)的 Q ~ A 分岔图

蔡铭等人[ 6]应用增量谐波平衡法求解了方程

(1)的极限环1 该方法的优点之一就是可以求解
不稳定的极限环1 图 3是由方程( 17)给出的极限

环与增量谐波平衡( IHB)法解的对比,其中 IHB解

法取 20阶谐波1 由图可知, 本文结果与 IHB解相

吻合1 
图4是方程( 1)极限环振幅 IHB法解(保留 20

阶谐波)关于 e2的变化曲线,其中 Q = 1. 61 实线

分别由函数A 1/ e2及H1/ e2给出, 其中A 1、H 1

分别是当 e2 = 1时方程(1) 的极限环的俯仰和沉

浮振幅 1 由图可看出,极限环的振幅与对应的函

数完全吻合1 同时,对所有的 e2 > 0,极限环的频

率都是0. 380 71 由此可知,方程(1) 的极限环振幅与 e2 成反比,而频率与 e2无关1 

5  结   论

非线性颤振系统可能出现既是超临界又是亚临界的 Hopf分岔1 应用中心流形定理和正
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       ( a) Q = 1. 6          ( b) Q = 1. 8

( k0 = 0. 081 096 68, e2 = 20, 实线表示 IHB解 ,虚线由方程( 17)给出)

图 3 方程( 1)俯仰方向上的极限环

        ( a) A 1 / e2       ( b) H 1 / e2

( Q = 1. 6, k 0 = 0. 081 096 68; 实线由函数 A 1/ e2 和H 1/ e2 给出, 点线表示 IHB 解)

图 4  方程(1)极限环振幅关于 e2 变化曲线

规形方法得到了系统的分岔方程,方程中 r 的系数不含 E一次幂项1 研究表明,这正是产生既

是超临界又是亚临界分岔的原因1 
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Supercritical as Well as Subcritical Hopf Bifurcation

in Nonlinear Flutter Systems

CHEN Yan-mao,  LIU J-i ke

( Depa rtm ent of Mechanics , Sun Yat-sen Un iver sity , Guangzhou 510275, P . R . China )

Abstract: The Hopf bifurcations of an airfoil flutter system with a cubic nonlinearity are investigated

with the flow speed as a bifurcation parameter. The center manifold theory and complex normal form

method were used to obtain the bifurcation equation. Interestingly, for a certain linear pitching stiff-

ness the Hopf bifurcation is both supercritical and subcritical. It is found, mathematically, this is

caused by the fact that one coefficient in the bifurcation equation does not contain the first power of

the bifurcation parameter. The solutions of the bifurcation equation are validated by the equivalent lin-

earization method and incremental harmonic balance method.
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187非线性颤振系统中既是超临界又是亚临界的 Hopf分岔点研究


