
文章编号: 1000-0887(2008) 03-0361-08 Z 应用数学和力学编委会, ISSN 1000-0887

广义耦合 KdV孤子方程的达布
变换及其奇孤子解
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摘要 :  借助谱问题的规范变换, 给出广义耦合 KdV 孤子方程的达布变换, 利用达布变换来产生

广义耦合KdV孤子方程的奇孤子解, 并且用行列式的形式来表达广义耦合 KdV 孤子方程的奇孤

子解1 作为应用,广义耦合 KdV孤子方程奇孤子解的前两个例子被给出1 
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引   言

文献[ 1]介绍了共焦Lax 矩阵的 3个重要应用,其中之一是找出新的谱问题

  <x = U<, U =

- K+ u 2v

2 l +
r
v

K- u
, ( 1)

其中 K是一个常谱参数, r、l 是 2个常参数并且 u 和v 是两个势1 

通过引进谱问题的一个辅助问题, 广义耦合 KdV孤子方程的谱系[ 1]被得到, 从而广义耦

合KdV孤子方程被得到1 
在这篇文章中, 讨论广义耦合 KdV孤子方程

  
u t =

1
2

-
r
vl
( lnv) xx + 1 +

2r
vl

ux + 2u2- 4vl
x
,

vt = -
1
2
vxx -

r
l
( lnv ) xx + 2( uv ) x +

2r
l
ux 1 

( 2)

孤子方程是非线性科学领域中极具潜力的课题1 对于孤子方程,近来已经有许多求解的
方法1 例如反散射方法、双线性(Hirota)方法、贝克隆( B¾cklund)变换法、达布( Darboux)变换法、
代数几何法、极点展开法等等1 其中,达布变换是一种自然而美妙的方法, 利用达布变换法可

以获得孤子方程的精确解[ 2- 6] 1 从平凡解出发,利用达布变换和达布阵法可以获得孤子方程的

精确解
[ 7- 9] 1 
本文考虑这个重要的广义耦合 KdV孤子方程( 2) 1 我们借助谱问题和规范变换, 构造出

广义耦合KdV孤子方程的达布变换,并且利用达布变换求得广义耦合 KdV孤子方程( 2)的奇
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孤子解1 作为应用, 我们利用达布变换给出了广义耦合 KdV 孤子方程( 2)奇孤子解的前两个

例子1 

1  达 布变 换

在这节,我们考虑下列谱问题

  <x = U<, U =

- K+ u 2v

2 l +
r
v

K- u
, ( 3)

其中 K是 1个常谱参数, r、l 是 2个常参数并且 u 和 v 是两个势1 相应的时间部分是
<t = V<,

V =

- K2+
1
2
+

r
lv

ux + u
2
-

r
2lv

( lnv) xx 2vK+ 2uv - vx

2 l +
r
v

K+ 2u l +
r
v

-
rvx

v
2 K2-

1
2
+

r
vl

ux - u
2
+

r
2vl

( lnv ) xx

1 

( 4)

由相容性条件 <x t = <tx产生零曲率方程Ut - Vx + [ U, V] = 0, 通过直接计算零曲率方程

可以得到广义耦合KdV孤子方程( 2) 1 
下面我们讨论谱问题( 3)和( 4)的达布变换1 首先引入谱问题的规范变换
  �< = T<, ( 5)

其中 T 由下式确定

  Tx + TU = �UT, ( 6)

  T t + TV = �VT1 ( 7)

进而 Lax 对( 3)式和( 4)式转化为

  �<x = �U�<, ( 8)

  �<t = �V�<1 ( 9)

谱问题的规范变换称为达布变换, 若它将相应的谱问题转化为相同形式的谱问题1 
假定

  T = T( K) = A
A B

C D
, ( 10)

其中

  A = K
N
+ 6

N- 1

k= 0
A k K

k
, B = 6

N- 1

k= 0
Bk K

k
, C = 6

N- 1

k= 0
Ck K

k
, D = 6

N- 1

k= 0
D k K

k
,

A、A k、Bk、Ck和Dk( 0 [ k [ N - 1) 是 x 和 t 的函数1 

设 U( Kj ) = ( U1( Kj ) , U2( Kj ) )
T
, W( Kj ) = ( W1( Kj ) , W2( Kj ) )

T是(3) 式的2个基本解(即(3)

式的任1个解都能表示为 U( Kj )、W( Kj ) 的线性组合; U( Kj )、W( Kj ) 线性无关) 1 通过(5) 式知,

存在常数 rj (1 [ j [ 2N - 1) 满足

  
( AU1( Kj ) + BU2( Kj ) ) - rj ( AW1( Kj ) + BW2( Kj ) ) = 0,

( CU1( Kj ) + DU2( Kj ) ) - rj ( CW1( Kj ) + DW2( Kj ) ) = 01 
( 11)

进一步, ( 11)式可以写成线性代数系统
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A + RjB = 0,

C + RjD = 0,
即

6
N- 1

k= 0

( A k + RjBk) K
k
j = - KNj ,

6
N- 1

k= 0

( Ck + RjD k) K
k
j = 0,

( 12)

其中

  Rj =
U2( Kj ) - r jW2( Kj )
U1( Kj ) - r jW1( Kj )

  (1 [ j [ 2N - 1) , ( 13)

当常数 Kj、r j ( Kk X Kj ,若 k X j ) 适当选择时, ( 12)式的系数非 01 因此,如果我们选取

  BN- 1 = - v , CN- 1 =
2rl

( AN- 1) x - 2lv
- l , ( 14)

剩余的 Ak、Bk、Ck 和D k(0 [ k [ N - 1) 由线性系统(12) 唯一确定,而 A在下文给定1 
矩阵( 10)式表明 detT ( K) 是 K的2N - 1次多项式且

  detT( Kj ) = A
2
[ A ( Kj ) D( Kj ) - B( Kj ) C( Kj ) ] 1 

另一方面,由( 12)式可知

  A ( Kj ) = - RjB ( Kj ) , C( Kj ) = - RjD( Kj )1 
所以

  detT( K) = BF
2N- 1

j = 1
( K- Kj ) ,

这表明 Kj (1 [ j [ 2N - 1) 是 detT 的根(其中 B与 K无关) 1 

命题 1  设 A满足一阶常微分方程

  5x lnA= -
1
2
5x ln(DN- 1) , ( 15)

由( 6)式确定的矩阵 �U 与矩阵 U具有相同形式, 即 �U可以表示为

  �U =

- K+ �u 2�v

2 l +
r
�v

K- �u
,

下列变换

  
�u = u -

1
2
5x ln(DN- 1) ,

�v = v -
1
2l
5xAN- 1,

( 16)

将原位势函数 u 和v 映射为新位势函数�u 和�v 1 

证  设 T
- 1

= T
*
/ (det T) 且

  ( Tx + TU) T
*
=

f 11( K) f 12( K)

f 21( K) f 22( K)
, ( 17)

T
* 表示 T的伴随矩阵,则容易验证 f 11( K) 和 f 22( K) 是 K的2N 次多项式 1 由已知条件(14) ,

可知 f 12( K) 和 f 21( K) 是 K的2N - 1次多项式 1 当 K= Kj (1 [ j [ 2N - 1) 时, 利用( 3)式和

( 13)式,可以得到一个 Riccati方程

  Rjx = 2 l +
r
v

+ 2( Kj - u) Rj - 2vR
2
j1 

通过直接计算, 知所有 Kj (1 [ j [ 2N - 1) 是 f s l ( K) ( s , l = 1, 2) 的根, 进而( 17)式可改写成

  ( Tx + TU) T
*
= (detT ) P( K) , ( 18)
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P ( K) 有以下形式

  P( K) =
p

(1)
11 K+ p

(0)
11 p

(0)
12

p
(0)
21 p

( 1)
22 K+ p

(0)
22

,

其中 p
( l )
kj ( k , j = 1, 2; l = 0, 1) 与 K无关1 所以方程( 18)等价于

  Tx + TU = P( K) T1 ( 19)

比较等式( 19)中 KN+ 1、KN 和KN- 1的系数,可以得到

  p
( 1)
11 = - 1, p

( 1)
22 = 1, p

(0)
21 = - 2CN- 1, p

(0)
11 = u + 5x lnA, ( 20)

  p
( 0)
12 CN- 1 = AN- 1x + 2 l +

r
v

BN- 1, p
(0)
22 = - 5x lnA- u + 5x ln(DN- 1)1 ( 21)

将( 15)式代入( 20)式和( 21)式,有

  p
( 0)
11 = �u , p

(0)
12 = 2�v , p

(0)
22 = - �u , p

(0)
21 = 2 l +

r
�v

,

对比( 6)式和( 19)式,易得 �U = P( K)1 证毕1 
若 U( Kj ) 和 W( Kj ) 也同时满足(4) 式,采用与命题 1类似的方法,我们可以证明在变换(5)

和(16) 共同作用下, 由(7) 式确定的 �V与 V有相同形式1 
命题 2  设 A满足关于 t一阶常微分方程

  5 t lnA=
1
4
+

CN- 1

2l
( lnDN- 1) xx +

1
4
( lnDN- 1)

2
x - u ( lnDN- 1) x +

r
2lv

( lnv) xx +

    2( r + lv ) +
1
2 +

CN- 1

2l
ln v -

( AN- 1) x
2l xx

+ 2 v -
1
2l
( AN- 1) x CN- 1-

    1 +
2r
lv

+
CN- 1

l
ux , ( 22)

则由( 7)式确定的矩阵 �V与 V有相同的形式,在同一达布变换(5) 式和(16) 式作用下, 原位势

函数 u 和v 映射为新位势函数�u 和�v 1 

证  令 T
- 1

= T
*
/ (det T) 且

  ( T t + TV) T
*
=

g11( K) g12( K)

g21( K) g22( K)
, ( 23)

显然 g11( K)、g22( K) 是关于 K的2N + 1次多项式 1 根据(14) 式,有 g12( K)、g21( K) 是关于 K

的2N 次多项式 1 当 K= Kj (1 [ j [ 2N - 1) 时, 利用(4) 式和(13) 式,可以推导出 Rj (1 [ j

[ 2N - 1) 满足 Riccati方程

  Rjt = 2 l +
r
v
Kj + 2u l +

r
v

-
rvx

v
2 + 2 K2j -

1
2
+

r
vl

ux -

    u
2
+

r
2vl

( lnv ) xx Rj - (2vKj + 2uv - v x) R
2
j1 

通过直接计算, Kj (1 [ j [ 2N - 1) 是 g sl ( K) ( s , l = 1, 2) 的根1 联立等式( 23)可得

  ( T t + TV) T
*
= (detT) Q( K) , ( 24)

Q( K) 有以下形式

  Q( K) =
q
( 2)
11 K

2
+ q

(1)
11 K+ q

(0)
11 q

( 1)
12 K+ q

(0)
12

q
( 1)
21 K+ q

(0)
21 q

( 2)
22 K

2
+ q

(1)
22 K+ q

(0)
22

,

其中 q
( l )
kj ( k , j = 1, 2; l = 0, 1, 2) 不依赖于 K1 进而等式( 24)可写成

  T t + TV = Q( K) T1 ( 25)
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比较方程( 25)中 KN+ 2、KN+ 1、KN 和KN- 1的系数,我们可以得到

  q
( 1)
11 = q

(1)
22 = 0, q

( 2)
22 = 1, q

( 2)
11 = - 1, q

( 1)
21 = - 2CN- 1, ( 26)

  q
( 0)
21 = - 2CN- 2+ 2 l +

r
v

DN- 1 - q
(1)
21 AN- 1, ( 27)

  q
( 0)
11 = u

2
+
1
2
1+

2r
vl

ux -
r
2vl

( lnv) xx - q
(1)
12 CN- 1+ 2 l +

r
v

BN- 1+ 5 t lnA, ( 28)

  q
( 0)
12 DN- 1 = ( BN- 1) t + BN- 15 t lnA+ 2BN- 3+ 2vAN- 2+ (2uv - v x) AN- 1-

    u
2
+
1
2 1+

2r
vl

ux -
r
2vl ( lnv ) xx) BN- 1- q

( 0)
11 BN- 1- q

( 1)
12 Dn- 2, ( 29)

  q
( 1)
12 DN- 1 = 2vAN- 1+ 2uv - vx + 2BN- 2, ( 30)

  q
( 0)
22 DN- 1 = ( DN- 1) t + DN- 15 t lnA+ (2uv - vx ) CN- 1+ 2vCN- 2 -

    u
2
-
1
2
1+

2r
vl

ux +
r
2vl

( lnv) xx DN- 1 - q
(1)
21 BN- 2- q

(0)
21 BN- 11 ( 31)

另一方面,利用已严格证明的命题 1,比较方程( 19)的 KN、KN- 1和 KN- 2 系数,有

  AN- 1, x = 2�vCN- 1- 2 l +
r
v

BN- 1, ( 32)

  BN- 1, x = 2uBN- 1- 2vAN- 1- 2BN- 2+ 2�vDN- 1, ( 33)

  CN- 1, x = 2CN- 2- 2CN- 1AN- 1- 2 l +
r
v

DN- 1- 2�uCN- 1, ( 34)

  BN- 2, x = 2uBN- 2- 2BN- 3- 2vAN- 2+ 2�v ) DN- 21 ( 35)

根据( 32)式~ ( 35)式, ( 22)式并且联立广义耦合KdV孤子方程( 2) ,通过复杂计算,可以得到

  q
( 0)
11 = - q

(0)
22 = �u2+ 1

2
+

r
�vl
�ux -

r
2�vl

( ln�v ) xx , q
( 1)
12 = 2�v,

  q
( 0)
12 = 2�u�v - �vx , q

(1)
21 = 2 l +

r
�v

, q
(0)
21 = 2�u l +

r
�v

-
r�v x
�v2

1 

对比( 7)式和( 25)式,易得 �V = Q( K) 1 证毕1 
根据命题 1和命题 2, 达布变换( 5)式和( 16)式将 Lax 对( 3)式和( 4)式映射为相同形式的

Lax对( 8)式和( 9)式1 由相容性条件 �<x t = �<tx 产生零曲率方程�Ut - �Vx + [ �U, �V] = 0, 通过直

接计算零曲率方程可以得到广义耦合KdV孤子方程( 2) 1 2个Lax 对通过相容性条件都可以
导出广义耦合KdV孤子方程( 2) 1 我们也称变换 ( <, u, v) y ( �<, �u , �v ) 是广义耦合 KdV 孤子

方程( 2)的 1个达布变换1 
定理 1  广义耦合 KdV孤子方程( 2)的 1个解 ( u , v ) 在达布变换(5) 式和(16) 式作用下,

映射为1个新的解(�u, �v) ,其中 AN- 1 和 DN- 1由已知条件( 14)和线性系统( 12)确定1 

2  奇 孤子 解

当 u和v 是常数且v X 0时, 我们将( u, v) 作为广义耦合KdV孤子方程( 2)的一个种子解,

在达布变换( 5)和( 16)的作用下,可以获得奇孤子解即孤子解中包含奇数 (2N - 1) 个孤子1 
将常数 u、v ( v X 0) 代入Lax 对( 3)式和( 4)式中,我们可以得到( 3)式和( 4)式的 2个基本

解

  U( Kj ) =

coshNj

cj
2vsinhNj +

Kj - u

2v coshNj
, W( Kj ) =

sinhNj

cj
2v coshNj +

Kj - u

2v sinhNj
,

其中
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Nj = cj [ x + ( Kj + u ) t ] , cj = ( Kj - u)
2
+ 4( vl + r )   ( 1 [ j [ 2N - 1) ,

根据等式( 13) ,有

Rj =
cj
2v

tanhNj - rj
1- r j tanhNj

+
Kj - u

2v
  (1 [ j [ 2N - 1)1 

联立已知条件( 14)和线性代数系统( 12) ,利用克拉默( Cramer)法则求解, 得

AN- 1 =
$A

N- 1

$ , CN- 1 =
2rl

( AN- 1) x - 2vl - l , DN- 1 =

�$D
N- 1

�$
,�$D

N- 1
= - CN- 1$,

其中

$ =

1 R1 K1 R1K1 K21 , R1K
N- 2
1 KN- 11

1 R2 K2 R2K2 K22 , R2K
N- 2
2 KN- 12

s s s s s s s s s

1 R2N- 1 K2N- 1 R2N- 1K2N- 1 K22N- 1 , R2N- 1K
N- 2
2N- 1 KN- 12N- 1

,

$A
N- 1

=

1 R1 K1 R1K1 , R1K
N- 2
1 vR1K

N- 1
1 - KN1

1 R2 K2 R2K2 , R2K
N- 2
2 vR2K

N- 1
2 - KN2

s s s s s s s

1 R2N- 1 K2N- 1 R2N- 1K2N- 1 , R2N- 1K
N- 2
2N- 1 vR2N- 1K

N- 1
2N- 1- KN2N- 1

,

�$ =

1 R1 K1 R1K1 K21 , R1K
N- 2
1 R1K

N- 1
1

1 R2 K2 R2K2 K22 , R2K
N- 2
2 R2K

N- 1
2

s s s s s s s s

1 R2N- 1 K2N- 1 R2N- 1K2N- 1 K22N- 1 , R2N- 1K
N- 2
2N- 1 R2N- 1K

N- 1
2N- 1

1 

从而, 利用达布变换( 16)式得到广义耦合 KdV 孤子方程( 2)的奇孤子解即包含 (2N - 1)

个孤子的孤子解

�u [ N ] = u -
1
2
5x ln( DN- 1) ,

�v [ N] = v -
1
2l
5xAN- 11 

为了便于讨论生成解的性质和图像,我们仅考虑 N = 1和 N = 2前2种情形1 
( Ñ) 当N = 1时,设 K= K1, u = 0, v = 1/ 2, r = 0, l = - 1/ 2, 根据已知条件( 14)和线性

代数系统( 12) ,可以得到

A 0 =
1
2
R1- K1, C0 =

1
2
, D0 = -

1
2R1

1 

进而,利用达布变换( 16)式, 广义耦合 KdV孤子方程( 2)的 1个单孤子解为

�u [ 1] = K1-
1
2

[ c1( tanhN1- r 1) + K1(1- r1tanhN1) ]
2
+ ( 1- r 1tanhN1)

2

( 1- r 1tanhN1) [ c1( tanhN1 - r1) + K1(1- r 1tanhN1) ]
,

�v [ 1] = - 1 +
1
2 K

2
1-

1
2

c1(tanhN1- r1)

1 - r 1tanhN1

2

1 

( Ò) 当 N = 2时, 设 K= Kj ( j = 1, 2, 3) , u = 0, v = 1/ 2, r = 0, l = - 1/ 2, 根据已知

条件( 14)和线性代数系统( 12)可以得到
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A 1 =
$A

1

$
, C1 =

1
2
, D1 =

�$D
1

�$
, �$D

1
= -

1
2
$,

其中

  $ =

1 R1 K1

1 R2 K2

1 R3 K3

, $A
1
=

1 R1 vK1R1 - K21

1 R2 vK2R2 - K22

1 R3 vK3R3 - K
2
3

, �$ =

1 R1 K1R1

1 R2 K2R2

1 R3 K3R3

1 

从而,根据达布变换( 16)式可以得到广义耦合KdV孤子方程( 2)的另 1个三孤子解

  
�u[ 2] = -

1
2
5x ln(D1) ,

�v [ 2] =
1
2
+ 5xA 1,

( 37)

当参数适当选择时, 可以作出广义耦合 KdV孤子方程( 2)的优美的三孤子相互碰撞图像1 例
如当 K1 = - 2, K2 = 2, K3 = 2. 5, r 1 = r 2 = 0, r3 = 3时,方程(37) 中三孤子解(�u [ 2] , �v [ 2] ) 碰

撞图形如下(图 1~ 图 4)所示1 

    图 1  �u [ 2] 三孤子相互碰撞     图 2 �u[ 2] 在 t = 0 时的切面图

     图 3  �v [ 2] 三孤子相互碰撞     图 4 �v[ 2] 在 t = 0. 7时的切面图

我们可以清楚地观察 ( �u [ 2] , �v [ 2] ) 是 2个孤子追赶和 1个孤子正面碰撞的三孤子相互碰

撞时的形状, �v [ 2] 的图像中有 2个峰1 这是与 2 @ 2谱问题有关的孤子碰撞图像的新类型1 
定理 2  在 Ki > 1或 Ki < - 1 ( i = 1, 2, 3) 范围内

( � ) 若 Ki ( i = 1, 2, 3) 同为负数时, ( �u [ 2] , �v [ 2] ) 是 3个孤子相互追赶碰撞的孤子解,其

平面图均沿 x 轴正向传播;

( � ) 若 Ki ( i = 1, 2, 3) 同为正数时, ( �u [ 2] , �v [ 2] ) 是 3个孤子相互追赶碰撞的孤子解,其
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平面图均沿 x 轴负向传播;

( � ) 若 Ki ( i = 1, 2, 3) 两正一负或两负一正时, (�u[ 2] ,�v [ 2] ) 是2个孤子追赶碰撞和 1个

孤子正面碰撞1 
当N 选取不同值时,求解( 14)式和线性代数系统( 12) ,利用达布变换( 16)式,我们可以得

到广义耦合KdV孤子方程( 2)不同的奇孤子解( 36)式1 
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Darboux Transformation of Generalized Coupled KdV

Soliton Equation and Its Odd-Soliton Solutions

LIU Ping

( Depa rtm ent of Applied Mathem atics , School of Mathematics and Sta tistics ,

Southw est Univer sity , Chon gqing 400715, P . R . Chin a )

Abstract: Based on the resulting Lax pairs of generalized coupled KdV soliton equation, a new Dar-

boux transformation with mult-i parameters for generalized coupled KdV soliton equation is derived

with the help of a gauge transformation of the spectral problem. By using Darboux transformation,

the generalized odd- soliton solutions of ceneralized coupled KdV soliton equation are given and pre-

sented in determinant form. As an application, the first two cases are given.

Key words: Darboux transformation; soliton equation; odd- soliton solution; gauge transformation
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