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摘要:  给出了求解具有线性互补约束的 MPEC 问题的一种 UV - 分解方法1 首先将 MPEC 问题

化为非线性规划问题,给出一种相应的罚函数的次微分结构及其 UV - 分解的结果, 根据所得到的

结果构造一个具有超线性收敛速度的概念型算法1 

关 键  词:  非光滑优化;  非线性规划;  次微分;  UV - 分解;  U- Lagrange 函数;  MPEC

问题

中图分类号:  O224; O221. 2   文献标识码:  A

引   言

考虑问题

  (MPEC)  

min f ( x)

s. t. g( x) [ 0,

 h( x) = 0,

 G( x) \ 0, H( x) \ 0,

 G( x)
T
H( x) = 0,

( 1)

其中 f : R
n y R

1
, G: R

n y R
m
, H : R

n y R
m
, g : R

n y R
p
, h : R

n y R
q1 更一般地, (MPEC)问

题可以写成

  
min f ( x, y )

s. t . g( x , y ) [ 0, h( x, y ) = 0,

 G( x, y ) \ 0, y \ 0, G( x , y )
T
y = 0,

( 2)

它可以视为具有下述变分不等式约束的一类优化问题,或视为以 x为参数,关于 y 的均衡约束

问题1 

  
min f ( x, y ) ,

s. t . g( x , y ) [ 0, h( x, y ) = 0,

 y I y | 3G( x, y ) , yc- y4 \ 0, Pyc I 8, y I 8 ,

( 3)

其中 8 = R
m
+ , 见文献[ 1-2] 1 换言之, 问题( 1)是问题( 2)、( 3)的一类具体问题(亦称之为广义
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双层规划[ 1]或具有均衡约束的数学规划问题[ 2] ,还可参阅文献[ 3] 1 

设 x
*
是(MPEC)的一个可行点,定义指标集:

  Ig = i | g i ( x
*
) = 0 ,

  A= A( x*
) = i | Gi ( x

*
) = 0, H i ( x

*
) > 0 ,

  B= B( x *
) = i | G i ( x

*
) = 0, H i ( x

*
) = 0 ,

  C= C( x*
) = i | G i ( x

*
) > 0, H i ( x

*
) = 0 1 

称x
*
是( MPEC)的弱稳定点( W-稳定点) , 若存在 K= ( K

p
, K

h
, K

G
, K

H
) I R

p+ q+ 2m
使条件

  0 = f̈ ( x
*
) + 6

i I I
g

Kgi g̈ i ( x
*
) + 6

q

i= 1

Khi ḧ i ( x
*
) -

    6
m

i= 1

[ KGi G̈ i ( x
*
) + KHi Ḧ i ( x

*
) ] ,

  K
g

I
g

\ 0, K
G
C \0, K

H
A \ 0

成立,并且W-稳定条件是严格(MPEC)问题的KKT 条件,

  (TMPEC)  

min f ( x)

s. t. g ( x) [ 0, h( x) = 0,

Gi ( x) \ 0,   i I A,

H i ( x) = 0,   i I C,

Gi ( x) = 0, H i ( x) = 0,   i I B,

( 4)

见文献 [ 1] , 换言之, ( TMPEC)的 KKT 点是( MPEC) 的W-稳定点1 根据 Lemar�chal, Oustry 和

SagastizÀbal[ 4]的 UV - 分解理论,如果凸函数的次微分内部为空集但相对内部非空, 则可以将

空间进行UV - 分解1 例如,若�C是凸函数F在x处的次微分的一个相对内点,则5F( x, L) -

�C可生成一子空间,记为 V,其正交补子空间为 U= V L 1 第 1节将给出一种相应的罚函数的

次微分结构及其UV - 分解的结果,第 2节中将给出一个 UV - 分解算法的格式及算法的超线

性收敛的性质1 

1  一些有关 UV - 分解理论的结果

为方便起见,定义

  

AB( x ) = A( x) G B( x) , BC( x) = B( x) G C( x ) ,

ABC( x) = A( x) G B( x) G C( x ) ,

KTg g̈( x) = 6
i I I

g
( x)

Ki g̈ i ( x) , K
T
h¨h( x ) = 6

q

j = 1

Kj ḧj ( x) ,

K
T
AB¨G( x) = 6

k I AB( x)
Kk G̈k( x) , K

T
CB Ḧ( x) = 6

l I BC( x )
Kl Ḧ l ( x)

( 5)

与

  

P = 1, ,, p , Q = 1, ,, q , K-j = Kc- d
j = Kc

j - Kd
j I R

1
,

K-k = Kc- d
k = Kc

k - Kd
k I R

1
, K-l = Kc- d

l = Kc
l - Kd

l I R
1
,

K
+
j = K

c+ d
j = K

c
j + K

d
j I R

1
, K

+
k = K

c+d
k = K

c
k + K

d
k I R

1
,

K+l = Kc+ d
l = Kc

l + Kdl I R
1
, Kc

i , K
c
j , K

d
j , K

c
k , K

d
k \ 01 

( 6)

下面两个基本假设将在后面用到1 
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假设[ 4]

(A1) G i ( x)、H i ( x) ( i I ABC( x) ) 及 h i ( i I Q) 是线性函数, f 与gi ( i I P ) 是二次连续

可微的凸函数;

(A2) g̈ i ( x
*
) ( i I Ig) 、̈ h i ( x

*
) ( i I Q)、̈ Gi ( x

*
) ( i I AB( x *

) ) 及 Ḧ i ( x
*
) ( i

I BC( x*
) ) 是线性无关的1 

定义

  F( x, L) = f ( x) + L+ c( x) + ] =

    f ( x ) + L[ KTg g ( x) + KThh( x) + KTAB( x) G( x) + KTBC( x) H( x) ] 1 
定理 1. 1  假设( A1)和(A2)成立1 令 F ( x, L) 为(TMPEC) 问题的精确罚函数, 且 g 0( x )

= 0, g̈0( x) = 0,其中 L是罚参数1 则有

1) 对任意的 x I R
n
, 有

  5F( x , L) = f̈ ( x) + L[ KTg g̈ ( x) + KTh¨h( x ) +
    KTAB¨G( x) + KTBC Ḧ( x) ] , ( 7)

其中   6
i I I

g
( x)
Ki + 6

i I Q
Kc+ d
j + 6

k I AB( x)
Kc+ d
k + 6

l I BC( x)
Kc+ d
l = 1- K0 [ 1;

2) 记 V 是由 F(#, L) 在 x
* I R

n 的次微分生成的子空间1 则有

  V= lin
g̈ i ( x

*
) , ḧj ( x

*
) ,

G̈k( x
*
) , Ḧ l ( x

*
)

i I 0 G P, j I Q,

k I AB( x*
) , l I BC( x*

)
=

    lin(5F( x*
, L) - f̈ ( x

*
) ) , ( 8)

  U= V L
= d

d
L
( g̈ i ( x

*
) , ḧj ( x

*
) , G̈k ( x

*
) , H l ( x

*
) ) = 0,

i I 0 G P , j I Q, k I AB( x
*
) , l I BC( x

*
)

,

其中 linM 表示由集合M 生成的子空间1 
证明  令 F( x, L) = f ( x) + L+c ( x) + ] , 其中无穷范数的定义为

  + c( x) + ] = max | ci ( x) | =

    max
( gi ( x) )

+
, | hj ( x) | ,

| Gk( x ) | , | H l ( x) |

i I 0 G P, j I Q,

k I AB( x ) , l I BC( x )
1 

令 ( g i ( x) )
+
= max gi ( x) , 0 , g0( x) = 01 定义 B ( x) = +c ( x) + ] 1 于是, F( x, L) 可写

为 F ( x, L) = f ( x) + LB ( x)1 由( A1) 知, F ( x, L) 和 B ( x) 是凸的1 令

  I ( x ) = i | gi ( x) = h i ( x) = Gi ( x) = H i ( x) = 0, i I P G Q G ABC( x) 1 
下面, 首先计算 F ( x, L) 在 x 处的次微分 1 由于 f 是可微的并且 G 和H 是线性的, 所以,

5F ( x, L) 可以表示为
  5F( x , L) = f̈ ( x) + L5B ( x) = f̈ ( x) +

    Lco 0, g̈ i ( x) , ? ḧj ( x ) , ? G̈k( x) , ? Ḧ l ( x) , i , j , k , l I I ( x) 1 
B 在x 处的次微分可以写成

  5B( x ) = 6
i I 0 G I

g
( x )

Ki g̈i ( x ) + 6
q

j= 1

Kc-d
j ḧj ( x) +

    6
k I AB( x )

Kc- d
k G̈k ( x) + 6

l I BC( x)
Kc- d
l Ḧ l ( x) =

    6
i I 0 G I

g
( x)

Ki g̈ i ( x ) + Kc-dT
h ¨h( x) + Kc- dT

AB G̈( x ) + Kc-dT
BC Ḧ( x ) ,
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  g0( x) = 0, g̈0( x) = 0,

即5B ( x) = K
T
g g̈i ( x ) + K

c- dT
h ḧ( x ) + K

c- dT
AB G̈( x) + K

c-dT
BC Ḧ( x )1 注意 Kg、K

c- d
h 、K

c-d
AB 和

Kc- d
BC 是集合 1 相应地, F (#, L) 的次微分可表示为

  5F( x , L) = f̈ ( x) + L 6
i I I

g
( x)
Ki g̈ i ( x) + 6

q

i= 1
Kj ḧj ( x) +

    6
k I AB( x )

Kk G̈k( x) + 6
l I BC( x)

Kl Ḧ l ( x ) ,

其中   6
i I I

g
( x)
Ki + 6

q

i= 1
K

c+ d
j + 6

k I AB( x)
( K

c+ d
k ) + 6

l I BC( x)
( K

c+d
l ) = 1 - K0 [ 11 

令 x = x
* 1 则有

  5F( x *
, L) = f̈ ( x

*
) + L[ K0 # 0+ KTg g̈ i ( x

*
) + Kc- dT

h ¨h( x*
) +

    Kc- dT
AB G̈( x

*
) + Kc- dT

BC Ḧ ( x
*
) ] 1 

于是,定理 1. 1中的1)成立1 因为 K0可以取为非零常数,所以有 f̈ ( x
*
) I 5F ( x*

, L) 1 由
此可得,

  lin(5F ( x*
, L) - f̈ ( x

*
) ) =

    lin 0, g̈( x
*
) , ¨h( x *

) , G̈( x
*
) , Ḧ( x

*
) =

    lin g̈( x
*
) , ¨h( x*

) , ¨G( x*
) , Ḧ( x

*
) ,

上式中0、g、h、G、H表示分量的集合 1 令 U= V L 1 则显然2)的第 2个公式成立1 

若有 intV = ª 与 riV X ª, 或 int U= ª 与 riU X R
n 成立,则称 UV - 分解是正常的1 

推论 1. 1  定理 1. 1中的 UV - 分解是正常的1 

证明  由定理1. 1的证明,可知 5F ( x*
, L) X ª1 换言之,至少有 1个乘子是非零的,如

取

  K0 = 1, Kg = 0, Kh = 0, K
c- d
AB = 0, K

c- d
BC = 0,

即 f̈ ( x
*
) I 5F ( x*

, L) 1 另一方面, int5F( x*
, L) = ª1 因此,存在 v 和�C使得

  v I lin(5F ( x*
, L) - �C) , �C I ri5F( x *

, L)1 
假设 0 I 5F (�x, L)1 根据文献[ 4] 和[ 2] ,有 F 的 U - Lagrange函数为

  L 0( u) = inf
v I V

F (�x + u © v, L) 1 

其相应的最优解集为

  W( u ) = arg inf
v I V

F( �x + u © v, L) 1 

任一 x I R
n
= U © V 可表示为

  x = �x + u © v = �x + �Uu+ �Vv,

其中 �U和�V分别是子空间 U和 V 的基矩阵 1 关于 F 的 U- Lagrange函数的某些结论将在

下节中用到,参阅文献[ 4] 1 
结论

P1  若0 I ri5F (�x, L) ,则有 W(0) = 0 1 根据文献[ 4]的定理 3. 3, 有

  5L�g ( u) = gu | gu © �gv I 5F( �x + u © w , L) ,

这个结论可以由令 �g = 0推出;

P2  若 W( u) X ª, 则有
  5L�g ( u) = gu | gu © �gv I 5F( �x + u © w , L) ,

若 w I W( u) , 则
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  5L 0( u ) = gu, gu © 0 I 5F (�x + u © w, L) ;

P3  L 0在 0处可微且 L̈ 0(0) = 01 由于 W(0) = 0 , 则有

  5L 0(0) = gu , gu © 0 I 5F( �x + 0 © 0, L) = gu, gu © 0 I 5F (�x , L) ,
根据 U和 V - 空间的定义, 有 L̈ 0(0) = 0;

P4  若0 I ri5F (�x, L) ,则有 w( u) = o ( u) ;

P5  若 F 在�x 处有 U -Hessian阵 HUF (#, L) , 则下述等式和包含关系成立:

  F(�x + u © w, L) = F (�x, L) +
1
2
u

T
HUF( �x , L) u+ o( +u +) ,

  gu | gu © 0 I 5F (�x + u © w , L) < HUF( �x, L) u+ B (0, o ( + u+) )1 

2  算法和收敛性

基于第1节中所给出的结果,本节将给出一种求解有线性互补约束的(MPEC)问题的算法

格式,它是通过求解(TMPEC)问题得到的1 令 �x 是(TMPEC)的解1 
算法 2. 1  解(TMPEC) 1 

步 0  初始化1 给定充分接近 �x 的一个初始点x
(0)
,置 k = 01 

步 1  确定约束的积极指标集1 确定指标集 Ig、A、B和 C1 
步 2  在 �x 处进行 UV - 分解1 作 UV - 空间分解Rn = U © V1 

计算 U -Hessian阵 HUF(�x, L) = ¨2
L 0(0)1 

步 3  执行 V - 步1 计算 D( k )V I arg min F( x
( k)
+ 0 © DV , L) : DV I V  1 

置�x ( k ) = x
( k)
+ 0 © D( k )V 1 

步 4  执行 U - 步1 由方程

  �g ( k )U + HUF (�x, L) DU= 0, ( 9)

计算 D( k )U ,其中 �g
( k) I 5F( �x ( k ) , L) 且 �g ( k)V = 0, (�g ( k )U I 5L0( (�x

( k)
- �x) U) ) 1 

步 5  重置 x
( k ) 1 令

  x
( k+ 1)

= �x
( k)
+ D

( k )
U © 0 = x

( k )
+ D

( k )
U © D

( k)
V 1 

令 k = k + 1, 转步 31 
下面给出算法的超线性收敛定理1 

定理 2. 1[收敛定理]  假设 �g = 0 I ri5F (�x , L) , ¨2
L 0(0) 9 01 则由算法产生的迭代点

列满足 +x
( k+ 1)

- �x + = o ( +x
( k )
- �x +) 1 

证明  令 u
( k )
= ( x

( k )
- �x ) U, v = ( x

( k)
- �x ) V+ DV , v

( k )
= ( x

( k)
- �x ) V+ D

( k )
V 1 则

  �x + u
( k) © v = x

( k )
+ 0 © DV ,

并且 D( k )V I arg min F ( x
( k )
+ 0 © DV ) = arg minF( �x + u

( k ) © v )1 因此, 有 v
( k) I

W( u
( k )
)1 由 P4, 知

  +( x ( k+ 1)
- �x ) V + = +(�x ( k ) - �x ) V + =

    o ( +x
( k )
- �x +) = o( + x

( k)
- �x +)1 ( 10)

由于 ¨2
L 0(0) 存在且 L̈ 0(0) = 0, 我们由 U -Hessian阵的定义有

  5L 0( u
( k )
) I �g ( k )U = 0 + ¨2

L 0(0) u
( k )
+ o ( + u

( k) +)1 

由式( 9) , 有 ¨2
L 0( 0) ( u

( k )
+ D

( k )
U ) = o ( + u

( k ) +) 1 由假设 ¨2
L0(0) 9 0知, ¨2

L 0( 0)是可逆

的,因此, 有 +u
( k )
+ D

( k )
U + = o ( + u

( k) +)1 于是,有
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  ( x
( k+ 1)

- �x) U = ( x
( k+ 1)

- �x ( k) ) U+ (�x
( k )
- x

( k )
) U+ ( x

( k )
- �x) U=

    u
( k )
+ D

( k)
U = o( +u

( k) +U) = o( +x
( k )
- �x +) 1 ( 11)

由式( 10)和( 11)定理得证1 
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A UV - Decomposed Method for

Solving an MPECProblem

SHAN Feng1,  PANG L-i ping2,  ZHU L-i mei1,  XIA Zun-quan2

( 1. School of Science Cour ses , Shen yan g Inst itute of Aeronautical Engin eer in g ,

Shenyan g 110136, P . R . China ;

2. CORA , Depar tment of Applied Mathema tics ; Dalian Un iver sity of Technology ,

Dalian 116024, P . R . China )

Abstract: A UV-decomposition method for solving an MPEC problem with linear complementarity

constraints is presented. First of all the problemwas converted into a nonlinear programming one, and

the structure of subdifferential of a corresponding penalty function and results of its UV- decompos-i

tion were given. Then a conceptual algorithm for solving this problem with a superlinear convergence

rate was constructed in terms of the results obtained.

Key words: nonsmooth optimization; nonlinear programming; subdifferential; UV-decomposition;

U-Lagrangian; MPEC problem
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