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摘要 :  介绍了一种新的迭代算法, 在Hilbert空间的框架下,用以寻求具多值极大单调映象和逆-

强单调映象的变分包含的解集与非扩张映象的不动点集的公共元1 在适当的条件下, 逼近于这一

公共元的某些强收敛定理被证明1 所得结果是新的,它不仅改进和推广了 Korpelevich [ Ekonomika i

Matematicheskie Metody, 1976, 12( 4) : 747- 756]的结果, 而且也推广和改进了 Iiduka和 Takahashi[ Non-

linear Anal,TMA, 2005, 61( 3) : 341- 350] , T akahashi和 Toyoda[ J Optim Theory Appl, 2003, 118( 2) : 417-

428] , Nadezhkina和 Takahashi[ J Optim Theory Appl, 2006, 128( 1) : 191- 201] 及 Zeng 和 Yao [ Taiwanese

Journal of Mathematics, 2006, 10( 5) : 1293- 1303]等人的最新结果1 
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1  引言与预备知识

本文处处假设H 是一实的Hilberth空间,并具有内积3#, #4和范数+# +, C 是H 之一非空

闭凸子集,而 F (T ) = x I H : Tx = x 是映象T 的不动点集1 

设A :H yH 是一单值的非线性映象, M :H y 2H 是一多值映象1 /所谓的0拟变分包含问

题(见文献[ 1- 3] ) 是求一点 u I H 使得

  H I A( u ) + M ( u)1 ( 1)

在结构分析、力学及经济学中所产生的许多问题, 都可以归结为在这一变分包含的框架下

进行研究(例如见文献[ 4] ) 1 
变分包含( 1)的解集,记之以 VI(H , A , M) 1 
特例

( Ñ ) 如果 M = 5 <:H y 2H ,其中 <: H y R G + ] 是一真凸下半- 连续泛函, 而5 <是
<的次- 微分,则变分包含问题(1) 等价于求 u I H 使得

  3Au, v - u4+ <( y ) - <( u) \ 0,   Py I H 1 ( 2)

这一变分不等式称之为混合的拟- 变分不等式(见文献[ 5] ) 1 
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( Ò) 如果 M = 5DC, 其中 C是H 之一非空闭凸子集, DC: H y [ 0, ] ] 是 C 的指示函数,即

  DC( x ) =
0,   x I C ,

+ ] ,   x /I C 1 
则变分包含问题( 1)等价于求 u I C 使得

  3A ( u) , v - u4 \ 0,   Pv I C 1 ( 3)

这一问题称为Hartman- Stampacchia变分不等式问题(例如见文献[ 6- 8] ) 1 
一映象 S :H y H 称为非扩张的,如果

  +Sx - Sy + [ +x - y + ,   Px , y I H 1 
定义 1.1  一映象A :H y H 称为 A- 逆- 强单调的(见文献[9- 11] ),如果存在 A> 0使得

  3Ax - Ay , x - y4 \ A+Ax - Ay +2
,   Px , y I H 1 

一多值映象 M: H y 2
H
称为单调的,如果对所有的 x , y I H , u I Mx 及v I My 有3u -

v, x - y4 \01 一多值映象M : H y 2H 称为极大单调的,如果它是单调的,而且如果对任意的

( x , u ) I H @ H , 3u - v , x - y4 \ 0对每一( y , v) I graph( M) (映象 M 的图象) 就蕴涵 u I
Mx1 

命题 1. 1  设 A: H y H 是一 A- 逆强单调映象,则

1) A 是一 1/ A- Lipschitz连续的单调映象;

2) 如果 K是(0,2A] 中的任一常数,则映象 I - KA 是非扩张的,其中 I 是H 上的恒等映象1 

证明  由 A- 逆强单调映象的定义,易知结论 1)成立1 
现证结论 2)成立1 
对任意的 x , y I H 有

  +( I - KA ) x - ( I - KA) y +2
= +( x - y ) - K( Ax - Ay ) +2

=

    +x - y +2
- 2K3x - y , Ax - Ay4+ K

2+Ax - Ay +2 [

    +x - y +2
+ K( K- 2A) +Ax - Ay +21 ( 4)

因为 0 < K [ 2A, 这表明 I - KA: H y H 是一非扩张映象1 
为了在 F ( S ) H VI( C, A) 中寻求一公共元, 在假定 C 是H 之一非空闭凸子集, S : C y C

是一非扩张映象, A : C y H 是一 A- 逆- 强单调映象, VI( C , A) 是变分不等式(3) 的解集且

F ( S ) 是 S 的不动点集的条件下, Takahashi- Toyoda
[ 12]
引入了下面的迭代程序:

  x n+ 1 = An xn + (1- An) SPC( x n - Kn xn) ,   Pn \ 0, ( 5)

其中 PC 是H 到C 上的度量投影 1 在适当的条件下, 他们证明序列 xn 弱收敛某一点 z I

F ( S ) H VI( C, A) 1 

2005年, Iiduka和Takahashi在文献[ 13]中又引入下面的迭代程序:

  x n+ 1 = An x + (1- An) SPC( xn - Kn xn ) ,   P n \ 0, ( 6)

其中 x 1 = x I C1 在适当的条件下, 他们证明了序列 x n 弱收敛于PF( S) HVI( C, A ) x 1 

受Korpelevich [ 14]的思想启发, 最近, Nadezhkina和 Takahashi[ 15]引入了/所谓0的超梯度法,

用以寻求非扩张映象的不动点集和变分不等式问题( 3)的解集的公共元1 他们证明了下面的
弱收敛定理:

定理 NT  设 C 是实 Hilbert空间H 之一非空闭凸子集 1 设 A : C y H 是一单调的 k -

Lipschitz连续的映象, S: C y C 是一非扩张映象使得F( S) HVI( C , A) X ª1 设 xn 及 yn

是由下式定义的序列:
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x0 = x I H ,

yn = PC ( x n- KnAxn ) ,

xn+ 1 = An xn + (1- An) SPC( x n - Kn Ay n) ,

  Pn \ 0, ( 7)

其中 Kn < [ a, b ] , a, b I (0, 1/ k ) , 而且 An < [ c , d ] , c , d I (0, 1)1 则序列 x n 和

y n 弱收敛于同一点PF( S) HVI( C, A ) x 01 

不久前,受 Nadezhkina 和Takahashi[ 15]的启发, Zeng 和 Yao[ 16]证明: 如果出现在定理NT 中

的序列 Kn 和 An 满足下面的条件:

( a) Kn k < 0, 1 - D 对某一 D I (0, 1) ;

( b) An < (0, 1) , An y 0且 6
]

n= 0An = ] 1 

如果下面的条件满足:

  l im
ny ]

+xn+ 1- x n + = 01 

则由( 6)式定义的序列 xn 及 yn 强收敛于同一点PF( S) HVI( C, A ) x 01 

受Korpelevich [ 14]、Iiduka和 Takahashi[ 13]、Takahashi 和Toyoda[ 12]、Nadezhkina 和 Takahashi[ 15]

及Zeng和 Yao
[ 16]
的启发,本文的目的是在Hilbert空间的框架下,引入一种新的迭代程序, 用以

寻求具多值极大单调映象和逆- 强单调映象的变分包含问题( 1)的解集与非扩张映象的不动

点集的公共元1 在适当的条件下,逼近于这一公共元的某些强收敛定理被证明1 本文所介绍的

结果是新的,它不仅改进和推广了 Korpelevich[ 14]的结果,而且也推广和改进了 Iiduka 和Taka-

hashi[ 13]、Takahashi 和Toyoda[ 12]、Nadezhkina和Takahashi[ 15]及 Zeng和 Yao[ 16]等人的最新结果1 
为此,我们首先追述某些定义、引理和符号1 

以后,我们分别用 xn _ x 和 xn y x 表序列 x n 在空间H 中的弱收敛和强收敛1 
设H 是一Hilbert空间, C是H 之一非空的闭凸子集 1 对任意的 x I H ,在 C中存在唯一

的最近点,记为 PC x , 使得

  +x - PC x + [ +x - y + ,   Py I C 1 
这一由H 到C 上的映象PC称为度量投影1 

注 1  如所周知 ,度量投影 PC 具有下列性质:

1) PC : H y C 是非扩张的;

2) PC 是严格非扩张的, 即

  +PC x - PC y + 2 [ 3PC x - PC y , x - y4,   P x , y I H;

3) 对每一 x I H ,

  z = PC( x ) Z 3x - z , z - y4 \ 0,   P y I C1 

定义 1. 2  设M:H y 2H 是一多值的极大单调映象,则由下式定义的单值映象 JM,K:H y H

  JM, K( u) = ( I + KM)
- 1
( u) ,   u I H

称为 M 的预解算子,其中 K是任一正数, 而 I 是一恒等映象1 
命题 1. 2  1) M 的预解算子 JM, K对所有的 K> 0是单值的和非扩张的,即

  +JM, K( x ) - JM , K( y ) + [ +x - y + ,   Px , y I H , PK> 01 

2) 预解算子 JM, K是 1- 逆强单调的,即

  +JM, K( x ) - JM , K( y ) +2 [ 3x - y , JM, K( x ) - JM, K( y )4,   Px , y I H 1 

证明  结论 1)是明显的(例如见文献[ 17] ) 1 
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现证结论 2) 1 事实上,对任意的 x , y I H , 令

  u = JM, K( x ) , v = JM, K( y ) ,

由定义1. 2有

  x - u I KM ( u) , y - v I KM ( v )1 
因 M: H y H 是极大单调, 故有

  0 [ 3x - u - ( y - v) , u - v4= 3x - y , u - v4- +u - v +2
,

即    +JM, K( x ) - JM , K( y ) +2 [ 3x - y , JM, K( x ) - JM, K( y )4,   Px , y I H 1 
证毕1 

定义 1. 3  一单值映象 A: H y H 称为半- 连续的,如果对任意的 x , y , z I H ,函数 t |y

3A( x + ty ) , z4在 0+ 是连续的1 
已知每一连续映象必是半- 连续的1 
在证明本文的主要结果时,下面的一些引理是必需的:

引理 1. 3[ 18]  设 X 是一实 Banach空间, X
* 是 X 的对偶空间, T : X y 2X

*

是具定义域

D(T ) = X 的一极大单调映象,而 P: X y X
* 是一半- 连续的有界的单调映象1 则映象 S =

T + P: X y 2X
*

是一极大单调映象1 

引理 1. 4
[ 19]  设 an 、 bn 和 cn 是 3个非负的实序列满足下面的条件:

  an+ 1 [ (1- Kn) an + bn + cn,   P n \ n0,

其中 n0是某一非负的整数, Kn 是(0, 1) 中之一序列, 6
]

n= 0Kn = ] , bn = o( Kn ) 且 6
]

n= 0 cn

< ] ,则 limn y ] an = 01 

引理 1. 5
[ 20- 21]  设 X 是一致凸的Banach空间, C是X之一非空闭凸子集, 而T: C y X 是

一具有不动点的非扩张映象,则 I - T 是半闭的,即,如果 x n 是C中之一序列使得x n _ x 且( I

- T ) x n y 0, 则( I - T) x = 01 

引理 1. 6[ 22]  设 E 是一实 Banach空间, J : E y 2E
*

是正规对偶映象,则对任意的 x , y I

E , 下面的结论成立:

  +x + y +2 [ +x +2
+ 23y , j ( x + y )4,   Pj ( x + y ) I J ( x + y ) 1 

特别,如果 E = H 是一实的Hilbert空间,则

  +x + y +2 [ +x +2
+ 23y , x + y4,   Px , y I H 1 

2  主 要结 果

为了证明本文的主要结果,我们先给出下面的引理1 
引理 2. 1  1) u I H 是变分包含(1) 的一解, 当而且仅当 u = JM, K( u - KAu) , PK> 0, 即

  VI(H , A , M ) = F ( JM, K( I - KA ) ) ,   PK> 01 
2) 如果 K I (0, 2A] ,则 VI(H , A , M) 是H 中之一闭凸子集1 
证明  1) 对任意的 K> 0, 如果 u I H 是变分包含( 1)的解,则

  H I M ( u) + A ( u) Z H I K( M( u) + A ( u) ) Z
    u - KA ( u) I ( I + KM) ( u) Z
    u = ( I + KM)

- 1
( u - KAu) = JM, K( u - KAu) 1 

2) 众所周知,定义在 H 上的每一非扩张映象的不动点集是闭凸的 1 故由命题 1. 1的 2)
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及命题1. 2得知,如果 K I (0, 2A] , 则映象 JM, K( I - KA) : H y H 是非扩张的 1 故由结论1)

得知VI(H , A , M ) = F ( JM, K( I - KA ) ) 是H 中之一闭凸子集1 

定理 2. 1  设H 是一实Hilbert空间, A :H y H 是一A- 逆- 强单调映象, M : H y 2
H
是

一极大单调映象,而S : H yH 是一非扩张映象1 设集 F( S) HVI(H , A , M ) X ª,其中VI(H ,

A , M ) 是变分包含(1) 的解集 1 设 x 0 = x I H 且 x n 是由下式定义的序列:

  
xn+ 1 = An x + (1 - An ) Sy n,

yn = JM , K( x n- KAxn ) ,
  P n \ 0, ( 8)

其中 K I ( 0, 2A] 且 An 是[ 0, 1]中的序列满足下面的条件:

( � ) An y 0; 6
]

n= 0An = ] ;

( � ) 6
]

n= 0 | An+ 1- An | < ] 1 

则 x n 强收敛于PF( S) HVI(H , A , M) x 01 

证明  定理 2. 1的证明分成 6步:

( Ñ) 首先证明序列 xn 及 yn 是有界的1 
对任意给定的 u I F ( S ) H VI(H , A , M ) , K I (0, 2A] , 由引理 2. 1, 有

  u = JM, K( u - KAu) 1 
另由命题 1. 1,得知 I - KA :H y H 是非扩张的1 于是有

  +yn - u + = +JM, K( xn - KAx n) - JM, K( u - KAu ) + [

    +x n- KAxn - ( u - KAu) + [ +xn - u +,   P n \ 01 ( 9)

由( 8)式和( 9)式有

  +xn+ 1- u + = +An( x - u) + (1 - An ) ( Syn - u) + [

    An +x - u + + (1 - An ) +yn - u + [

    An +x - u + + (1 - An ) +xn - u + [

    max +x - u +, +x n - u + [

    , [

    max +x - u +, +x 0- u + =

    +x - u + ,   Pn \ 01 ( 10)

这就指出 xn 是H 中之一有界序列 1 由(9) 式知, y n 是H 中之一有界序列 1 因为 S 是非

扩张的,而且 A 是A- 逆强单调的,由命题 1. 1,它是1/ A- Lipschitzian从而, Syn 和 Ax n 均

为H 中的有界序列1 
( Ò) 下面证明

  +xn+ 1- x n + y 0 和 +yn+ 1- yn + y 0   ( n y ] ) 1 ( 11)

事实上,因为 I - KA, K I (0, 2A] 是非扩张的,故有

  +yn+ 1- y n + = +JM, K( xn+ 1 - KAxn+ 1) - JM, K( x n - KAx n) + [

    +x n+ 1- KAx n+ 1- ( xn - KAx n) + [ +x n+ 1- xn +1 ( 12)

于是由( 8)式和( 12)式有

  +xn+ 1- x n + =

    +An x + (1- An) Syn - ( An- 1x + (1- An- 1) Sy n- 1) + =

    +( An - An- 1) ( x - Syn- 1) + (1 - An ) ( Syn - Syn- 1) + [
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    | An - An- 1 | +x - Syn- 1 + + (1- An) +Sy n- Sy n- 1 + [

    | An - An- 1 | M + (1 - An ) +yn - yn- 1 + [

    | An - An- 1 | M + (1 - An ) +xn - xn- 1 + ,

其中M = supn \1+x - Syn- 1 +1 在引理1.4中取an = +x n- xn- 1+, bn = 0, cn = | An- An- 1 | M,

我们知道引理1. 4中的所有的条件被满足1 于是由引理1. 4知, +x n+ 1- x n + y 0 ( n y ] ) 1 
故由(12) 式, +yn+ 1- y n + y 0 ( n y ] ) 1 

( Ó) 现在证明:对任意给定的 u I F( S ) H VI(H , A , M)

  +xn - Sy n + y 0, +Ax n- Au + y 01 ( 13)

事实上,因为 An y 0, +yn - yn+ 1 + y 0而且

  +xn - Sy n + [ +xn - Sy n- 1+ + +Syn- 1- Syn + [

    An- 1 +x - Syn- 1 + + +yn- 1 - yn + y 0,

这些表明

  +xn - Sy n + y 0   ( n y ] ) 1 
因为 u I F ( S) H VI(H , A , M ) , 由( 8)式和( 4)式即得

  +xn+ 1- u +2
= +An x + (1- An) Syn - u +2 [

    An +x - u +2
+ (1- An) +Sy n - u +2 [

    An +x - u +2
+ (1- An) +y n- u +2 [

    An +x - u +2
+ (1- An) +x n- KAxn - ( u - KAu) +2 [

    An +x - u +2
+ (1- An) +x n - u +2

+ K( K- 2A) +Ax n- Au +2 [

    An +x - u +2
+ +x n - u +2

+ (1- An) K( K- 2A) +Axn - Au +21 

简化后,即得

  (1 - An ) K(2A- K) +Ax n - Au +2 [

    An +x - u +2
+ +xn - u +2

- +x n+ 1- u +2 [

    An +x - u +2
+ ( +xn - u + -

    +x n+ 1- u +) ( +x n- u + + +x n+ 1- u +) [

    An +x - u +2
+ ( +xn - xn+ 1 +) ( +xn - u + + +x n+ 1 - u +) ,

因为 An y 0, +xn - x n+ 1+ y 0而且 x n 是有界的, 这就指出 +Axn - Au + y 01 

( Ô) 下面证明
  +xn - yn + y 0; +Sx n - xn + y 0; +Sy n- y n + y 01 ( 14)

事实上,由命题 1. 2得知,对给定的 u I F( S ) H VI(H , A , M)

  +yn - u +2
= +JM, K( x n- KAxn) - JM, K( u - KAu) + [

    3xn - KAx n - ( u - KAu) , yn - u4 =

    ( 1/ 2) +xn - KAx n - ( u - KAu) +2
+ +y n- u +2

-

    +x n- KAxn - ( u - KAu) - ( y n- u) +2 [

    ( 1/ 2) +xn - u +2
+ +yn - u +2

- +x n- yn - K( Ax n- Au ) +2
=

    ( 1/ 2) +xn - u +2
+ +yn - u +2

- +x n- yn +2
+

    2K3x n - yn, Axn - Au4- K2 +Axn - Au +2
,

故有
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  +yn - u +2 [ +x n- u +2
- +xn - y n +2

+

    2K3x n - yn, Axn - Au4- K2 +Axn - Au +21 ( 15)

于是,由( 8)式和( 15)式有

  +xn+ 1- u +2
= +An ( x - u) - (1- An) ( Syn - u) +2 [

    An +x - u +2
+ (1- An) +Sy n - u +2 [

    An +x - u +2
+ (1- An) +y n- u +2 [

    An +x - u +2
+ (1- An) +x n - u +2

- +x n- y n +2
+

    2K3x n - yn, Axn - Au4- K
2 +Axn - Au +2 1 

从而

  (1 - An ) +xn - yn +2 [ An +x - u +2
+ ( +xn - u +2

- +x n+ 1- u +2
) +

    2(1 - An ) K3x n- y n, Ax n- Au4- (1 - An ) K
2 +Ax n - Au +21 

因为 An y 0, +Axn - Au + y 0且

  +x n- u +2
- +xn+ 1- u +2 [ +x n- x n+ 1+( +xn + + +x n+ 1 +) y 0,

这些就蕴涵 +x n - yn + y 01 于是, 由( 13)式知
  +Syn - y n + [ +Sy n- x n + + +x n - yn + y 0,

从而有

  +xn - Sx n + [ +xn - x n+ 1+ + +xn+ 1- Sy n + + +Syn - Sxn + [
    +x n- x n+ 1 ++ An +x - Syn + + +yn - x n + y 01 

( 14)式的结论被证明1 

( Õ) 下面证明
  lim sup

ny ]
3x - p , Syn - p4 [ 0, ( 16)

其中   p = PF( S) HVI(H , A, M) x 1 

事实上,因为 yn 是H 中的序列,我们可以选择一子序列 y n
i < y n , 使得 y n

i
_w I H

且

  lim sup
ny ]

3x - p , Syn - p4= l im
n
i

y ]
3x - p , Sy n

i
- p41 ( 17)

因为 +Sy n- yn + y 0, +Syn
i
- yn

i
+ y 0,由引理 1. 5,映象 I - S : H y H 是半- 闭的,故 w

= Sw ,即 w I F ( S) 1 
现在我们证明

  w I VI(H , A , M )1 ( 18)

事实上,因为 A 是A- 逆强单调的, 由命题1. 1得知A 是1/ A- Lipschitz连续的单调映象,

且 D( A) = H (其中D (A) 是 A 的定义域) 1 由引理1. 3知M+ A 是极大单调的 1 令( v, f ) I

graph( M + A) ,即, f - Av I M( v) 1 又因 yn
i
= JM, K( xn

i
- KAxn

i
) , 故有 x n

i
- KAx n

i
I ( I +

KM) ( yn
i
) , 即

  1
K( x n

i
- yn

i
- KAx n

i
) I M( yn

i
) 1 

借助 M + A 的极大单调性,我们有

  3v - yn
i
, f - Av - xn

i
- yn

i
- KAxn

i / K4 \ 0,

从而有
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  3v - yn
i
, f 4 \3v - yn

i
, Av + x n

i
- y n

i
- KAx n

i
/ K4 =

    3v - yn
i
, Av - Ay n

i
+ Ayn

i
- Axn

i
+ x n

i
- yn

i / K4 \

    0 + 3v - yn
i
, Ay n

i
- Axn

i
4+ 3v - y n

i
, x n

i
- y n

i / K41 ( 19)

因为 +xn - y n + y 0, +Axn - Ay n + y 0, 而且 y n
i
_w , 于是由( 19)式有

  lim
n
i

y ]
3v - yn

i
, f 4= 3v - w , f 4 \ 01 

因为 A + M 是极大单调的, 这就推出 H I ( M + A ) (w ) , 即, w I VI(H , M, A )1 故有 w I
F ( S ) H VI(H , M , A) 1 

这就证明了结论( 18)是正确的1 
因为 +Syn - y n + y 0且 y n

i
_w I F ( S ) H VI(H , M , A ) , 故由( 17)式和注 1得知

  lim sup
ny ]

3x - p , Syn - p4= l im
n
i

y ]
3x - p , Sy n

i
- p4=

    lim
n
i

y ]
3x - p , Sy n

i
- y n

i
+ yn

i
- p4 = lim

n
i

y ]
3x - p , w - p4 [ 01 

结论( 16)被证明1 
( Ö ) 最后我们证明

  x n y p = PF( S) HVI(H , A , M) x 01 ( 20)

事实上,由( 8)、( 9)式及引理 1. 6有

  +xn+ 1- p +2
= +An( x - p ) + ( 1- An) ( Syn - p ) +2 [

    ( 1- An)
2 +Syn - p +2

+ 2An3x - p , xn+ 1- p4 [

    ( 1- An)
2 +y n - p +2

+ 2An3x - p , xn+ 1- p4 [

    ( 1- An)
2 +x n - p +2

+ 2An3x - p , xn+ 1- p41 ( 21)

令

  Cn = max 0, 3x - p , xn+ 1 - p4 ,   P n \ 01 
则 Cn \ 01 

下面证明

  Cn y 01 ( 22)

事实上,由( 16)式得知, 对任意给定的 E> 0, 存在 n0使得

  3x - p , xn+ 1- p4< E1 
从而有

  0 [ Cn < E,   P n \ n01 
由 E> 0的任意性,即得 Cn y 01 借用 Cn , 我们可以把( 21)式重新写成:

  +xn+ 1- p +2 [ (1 - An ) +xn - p +2
+ 2AnCn1 ( 23)

取 an = +x n- p +2
, Kn = An , bn = 2An Cn, cn = 0,由引理1. 4知, 序列 xn y p ( n y ] ) 1 定

理证毕1 
由定理2. 1,可得下面的结果:

定理 2. 2  设H 是一实Hilbert空间, C 是H 之一非空的闭凸子集, A : C y H 是一A- 逆

- 强单调映象, S: C y C是一非扩张映象,且 F (T ) H VI( C, A) X ª,其中VI( C, A ) 是变分

不等式(3) 的解集 1 设 x 0 = x I C, xn 是由下式定义的序列:

  
xn+ 1 = An x + (1 - An ) Sy n,

yn = PC ( x n- KAxn) ,
  P n \ 0, ( 24)
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其中 K I ( 0, 2A] 是任意的正数, An 是( 0, 1)中的序列,满足下面的条件:

( � ) An y 0; 6
]

n= 0An = ] ;

( � ) 6
]

n= 0 | An+ 1- An | < ] 1 

则 x n 强收敛于PF( S) HVI( C, A ) x 01 

证明  在定理 2. 1中取 M = 5DC :H y 2H ,其中 DC :H y [ 0, ] ] 是 C 的指示函数,即,

  DC( x ) =
0,   x I C ,

+ ] ,   x /I C1 
则变分包含问题( 1)等价于变分不等式( 3) , 即,求 u I C 使得

  3A ( u) , v - u4 \ 0,   Pv I C 1 
又因 M = 5DC ,故 JM, K在C 上的限制是一恒等映象,即 JM, K | C = I , 从而有

  y n = PC( xn - KAx n) = JM , K( PC( xn - KAx n) )1 ( 25)

故定理2. 2的结论由定理 2. 1直接可得1 
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Algorithms of Common Solutions for Quasi Variational

Inclusion and Fixed Point Problems

ZHANG Shi- sheng1,  LEE Joseph H W2,  CHAN Chi Kin2

( 1. Depa rtm ent of Mathem atics , Yibin Univer sity , Yibin ,

Sichuan 644007, P . R . China ;

2. Depa rtm ent of Applied Mathema tics , The Hon g Kon g Polyt echnic Univ er sity ,

Hung Hom , Kowloon , Hong Kong , P . R . China )

Abstract: The purpose is to present an iterative scheme for finding a common element of the set of

solutions of the variational inclusion problem with multi- valued maximal monotone mapping and in-

verse- strongly monotone mappings and the set of fixed points of nonexpansive mappings in Hilbert

space. Under suitable conditions, some strong convergence theorems for approximating to this com-

mon elements were proved. The results presented not only improve and extend the main results in Ko-

rpelevich [ Ekonomika i Matematicheskie Metody, 1976, 12(4) : 747- 756] , but also extend and replen-

ish the corresponding results in Iiduka and Takahashi[ Nonlinear Anal, TMA, 2005, 61(3): 341- 350] ,

Takahashi and Toyoda [ J Optim Theory Appl, 2003, 118(2): 417- 428] , Nadezhkina and Takahashi[ J

Optim Theory Appl, 2006, 128(1): 191 - 201] and Zeng and Yao[ Taiwanese Journal of Mathematics,

2006, 10( 5): 1293- 1303] .

Key words: variational inclusion; multi - valued maximal monotone mapping; inverse- strongly

monotone mapping; metric projection; fixed point; nonexpansive mapping
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