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基于 LMI的时滞细胞神经网络的
全局渐近稳定性分析
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摘要:  研究了一类具有时滞的细胞神经网络的稳定性问题, 利用 Liapunov-Krasovskii泛函的方法,

给出了时滞相关的稳定性判据1 稳定性判据是以线性矩阵不等式 ( LMI)的形式给出, 可以很容易

得出时滞的上界1 在得到时滞相关的稳定性判据的同时也可以得到时滞无关的稳定性判据, 包含

了已有文章中的很多结果1 最后,数值算例说明了结果的优越性1 
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引   言

细胞神经网络( CNNs)在文献[ 1]中开始提出, 文献[ 2]提出了带有时滞的细胞神经网络

(DCNNs) ,之后大量的关于细胞神经网络的应用开始被提出解决关于最优化问题1 本文主要
研究时滞神经网络稳定性问题,提出一个新的基于 LMI 的全局稳定性判据1 至今为止,大部

分已有的关于时滞细胞神经网络的全局稳定性判据是与时滞无关的
[ 3- 7] 1 如何建立时滞相关

稳定性判据,是一个很重要的研究课题[ 8-10] 1 
本文研究了带有时滞的细胞神经网络的时滞相关的稳定性问题1 通过应用李氏函数,得

到对于带有时滞的细胞神经网络的时滞相关稳定性判据的充分条件1 本文中给出的稳定性判
据的充分条件比已有文献的一些相关的结果更宽松,特别是文中的稳定性判据包括了已有文

献的一些相关结果1 同时,稳定性判据都是以线性矩阵不等式的形式给出1 最后,数值算例验

证了本文结果的有效性1 

1  系 统描 述

带有时滞的细胞神经网络模型可以通过下面的等式进行描述:

  Ûy i ( t ) = - ci y i ( t ) + 6
n

j = 1

a ij g( y j ( t ) ) + 6
n

j = 1

b ij g( y j ( t - S) ) + si ( 1)

735

 应用数学和力学, 第 29 卷 第 6期
 2008 年 6月 15 日出版

                Applied Mathematics and Mechanics
   Vol. 29, No. 6, Jun. 15, 2008

 

X 收稿日期:  2007-08-23; 修订日期:  2008-04-21

基金项目:  国家自然科学基金资助项目( 60604004) ;河北省自然科学基金资助项目( F2007000637) ; 国

家杰出青年自然科学基金资助项目( 60525303)

作者简介:  刘德友, ( 1961 ) ) , 男, 齐齐哈尔人, 教授, 博士(联系人. T el: + 86-335-8875666; E-mail: l-i

udeyouysu@ 163. com) .



或是   Ûy ( t ) = - Cy ( t ) + Ag ( y ( t ) ) + Bg ( y ( t - S) ) + S ,

其中

  y (#) = [ y1( #) , y 2( #) , ,, y n (#) ]
T

, C = diag( c1, c2, ,, cn ) ( c i > 0) ,

  g( y (#) ) = [ g1( y 1( #) ) , g2( y2( #) ) , ,, gn ( y n ( #) ) ]
T

是输出向量, A = a ij 是反馈矩阵, B = b ij 是时滞矩阵, S = [ s1, s2, ,, s n ]
T
是阈值, S是

时滞1 
假设作用函数满足下面的条件:

(A1) g ( 0) = 0, | g ( N) | [ M ;

(A2) 0 [ g ( x ) - g ( y ) [ li ( x - y ) ,   Px , y I R, L = diag( l 1, l 2, ,, l n )1 
在仿真实验中, 选取作用函数为

  gi ( y i ) = 0. 5( | y i + 1 | - | y i - 1 | ) ,   i = 1, 2, ,, n1 ( 2)

假设系统( 1)存在稳定点 y
*

= [ y
*
1 , y

*
2 , ,, y

*
n ]

T
, 假设 x( #) = y ( #) - y

*
, 则式( 1)可以变换

为

  Ûx( t ) = - Cx( t ) + Af ( x( t ) ) + Bf ( x( t - S) ) , ( 3)

其中 x( #) = [ x 1( #) , x 2( #) , ,, x n ( #) ]
T是新的状态向量, f ( x( #) ) = [ f 1( x ( #) ) , f 2( x ( #) ) ,

,, f n ( x (#) ) ]
T代替了过去的输出向量,并且有 f i ( x i ( #) ) = g i ( x i ( #) + y

*
i ) - g i ( y

*
i )1 于是

作用函数 f i ( x i ( #) ) 满足 f
2
i ( x i (#) ) [ li x i (#) f i ( x i (#) ) , f i ( 0) = 0, i = 1, 2, ,, n1 

从上面的分析中,可以通过系统( 1)的平衡点 y
*

, 把系统( 3) 的稳定点平移到零点上1 于

是,下面的研究就把系统( 1) 的平衡点 y
* 的渐近稳定性问题, 转化为系统( 3)的关于零点的渐

近稳定问题1 基于 Liapunov-Krasovskii泛函的方法,提出新的稳定性判据1 

引理 1
[ 11]  对于任意的正定矩阵M I R

m@ m
, M = M

T
> 0,及常数 C> 0,函数 X: [ 0, C]

y R
m

, 于是就有下面的关于积分的不等式成立:

  CQ
C

0
XT ( B)MX( B) dB\ Q

C

0
X( B) dB

T

M Q
C

0
X( B) dB 1 

2  新 判据

首先,研究的是带有时滞的细胞神经网络的时滞相关稳定性判据1 
定理 1  如果存在正定对称的矩阵 P、Q、Z 和正定对角矩阵 D、D1、D2、D3、D4,使得矩阵

满足 . < 0, 那么系统( 3)的平衡点是全局渐近稳定的,其中( * 表示对称矩阵中的对称的部

分)

Q =
Q11 Q12

* Q22
,

. =

- PC- CP + Q11 +

 SCT ZC- S- 1Z +

 2LD1

PA+ Q12 - SCT ZA-

 CD - D1 + LD2

S- 1Z PB- SCTZB

*
Q22 + SA

T
ZA+ DA +

 ATD - 2D2

0 SAT ZB + DB

* * 2LD3 - Q11 - S- 1Z LD4 - D3 - Q12

* * * SBT ZB - 2D4 - Q22

1 
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证明  选择下面的 Liapunov泛函:

  V( t ) = V1( t ) + V2( t ) + V3( t ) + V4( t ) ,

  V1( t ) = x
T

( t ) Px ( t ) ,

  V2( t ) = Q
t

t- S
( S+ s - t ) ÛxT( s ) ZÛx( s ) ds ,

  V3( t ) = 2 6
n

i = 1
d iQ

x
i

( t )

0
f i ( s ) ds ,

  V4( t ) = Q
t

t- S
[ x

T
( s )  f T

( x( s ) ) ]
Q11 Q12

* Q22

x( s )

f ( x( s ) )
ds1 

可以得到 V( t ) 是正定的, Vi ( t ) 关于时间的导数都是可以得到的:

  ÛV1( t ) = 2xT ( t ) P( - Cx( t ) + Af ( x ( t ) ) + Bf ( x( t - S) ) ) =

    - 2xT( t ) PCx ( t ) + 2xT ( t ) PAf ( x ( t ) ) + 2xT ( t ) PBf ( x( t - S) ) ,

  ÛV2( t ) = SÛxT ( t ) ZÛx ( t ) - Q
t

t- S
ÛxT ( s ) ZÛx( s ) ds [

    SÛxT( t ) ZÛx ( t ) -
1
SQ

t

t- S
ÛxT ( s ) dsZQ

t

t- S
Ûx( s ) ds1 

根据引理 1,我们可以得到

  ÛV2( t ) [ S( - Cx( t ) + Af ( x ( t ) ) + Bf ( x ( t - S) ) )
T
Z( - Cx( t ) + Af ( x( t ) ) +

    Bf ( x( t - S) ) ) -
1
S

( x( t ) - x( t - S) )
T
Z( x( t ) - x( t - S) ) ,

  ÛV3( t ) = 2 6
n

i = 1
d i Ûx i ( t ) f i ( x i ( t ) ) =

    - 2f T
( x( t ) ) DCx( t ) + 2f T

( x( t ) ) DAf ( x( t ) ) + 2f T
( x ( t ) ) DBf ( x ( t - S) ) ,

  ÛV4( t ) = [ x( t )  f ( x( t ) ) ]
T
Q

x ( t )

f ( x( t ) )
-

    [ x ( t - S)  f ( x( t - S) ) ]
T
Q

x( t - S)

f ( x( t - S) )
1 

进一步,如果存在正定对角的矩阵 Di , i = 1, 2, 3, 4并且有关于作用函数的不等式成立:

  f
2

i ( x i ( #) ) [ x i (#) li f i ( x i ( #) ) ,

  $1 = 2xT ( t ) LD1x ( t ) - x
T

( t ) D1f ( x( t ) ) - f
T

( x( t ) ) D1x( t ) +

    x
T

( t ) LD2f ( x( t ) ) + f
T

( x( t ) ) D2Lx( t ) - 2f T
( x( t ) ) D2f ( x ( t ) ) \ 0,

  $2 = 2xT ( t - S) LD3x( t - S) - x
T

( t - S) D3f ( x ( t - S) ) -

    f T
( x( t - S) ) D3x( t - S) + x

T
( t - S) LD4f ( x( t - S) ) +

    f T
( x( t - S) ) D4Lx( t - S) - 2f

T
( x( t - S) ) D4f ( x( t - S) ) \ 0,

  ÛV [ ÛV1 + ÛV2 + ÛV3 + ÛV4 + $1 + $2 = e
T

( t ) . e( t ) < 0,

其中   e
T

( t ) = [ x
T

( t )  x
T

( t - S)  f T
( x( t ) )  f T

( x( t - S) ) ] 1 
实际上, . < 0, 即 ÛV( x( t ) ) < 0, 其中 x( t ) X 0, ÛV( x( t ) ) = 0当且仅当 x( t ) = 0, x ( t

- S) = 0, f ( x( t ) ) = 0, f ( x( t - S) ) = 01 

满足了Liapunov 全局渐近稳定定理的所有条件, 所以对于系统( 1)关于平衡点 y
* 和系统

( 3) 关于平衡点, . < 0都是全局渐近稳定的充分条件1 
推论 1  在定理 1中,还有另外一种处理不等式的技巧来处理 ÛV2( t ) , 即
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  V2( t ) = Q
t

t- S
( S+ s - t ) ÛxT( s ) ZÛx( s ) ds ,

  ÛV2( t ) = SÛxT ( t ) ZÛx( t ) - Q
t

t- S
ÛxT ( s ) ZÛx ( s ) ds =

    SÛxT ( t ) ZÛx( t ) - Q
t

t- S
[ e

T
( t )  ÛxT ( s ) ]

Z11 Z12

Z
T
12 Z22

e ( t )

Ûx ( s )
ds +

    2eT ( t ) Z12( x( t ) - x( t - S) ) + SeT( t ) Z22 e ( t ) [

    S( - Cx( t ) + Af ( x( t ) ) + Bf ( x( t - S) ) )
T
Z( - Cx( t ) + Af ( x( t ) ) +

    Bf ( x( t - S) ) ) + 2e
T

( t ) Z12x( t ) - 2 e
T

( t ) Z12x( t - S) + Se
T

( t ) Z22 e( t ) 1 
通过上面的方法,我们可以得到另外的稳定性判据,即在满足线性矩阵不等式 . 1 < 0时,系统

( 3)的平衡点是全局渐近稳定的1 

. 1 =

- PC- CP + Q11 +

 SCT ZC+ SA11 +

 A15 + AT
15 + 2LD1

PA+ Q12 - SCT ZA -

 CD - D1 + LD2 +

 SA12 + AT
25

SA13 + AT
35 - A15

PB - SCT ZB +

 SA14 + AT
45

*

Q22 + SA
T
ZA +

 DA + ATD -

 2D2 + SA22

SA23 - A25

SAT ZB + DB+

 SA24

* *
2LD3 - Q11 + SA33 -

 A35 - AT
35

LD4 - D3 - Q12 +

 SA34 - AT
45

* * *
SBT ZB- 2D4 -

 Q22 + SA44

1 

定理 2  如果存在正定对称的矩阵 P、Q 和正定对角矩阵D、D1、D2、D3、D4, 并且矩阵满

足 ( < 0, 则系统( 3)的平衡点是全局渐近稳定的,其中

  ( =

- PC - CP +

 Q11 + 2LD1

PA + Q12 - CD-

 D1 + LD2

0 PB

*
DA + A

T
D-

 2D2 + Q22
0 DB

* * 2LD3 - Q11 LD4 - D3 - Q12

* * * - 2D4 - Q22

,

证明  选择下面的 Liapunov函数

  V( t ) = V1( t ) + V3( t ) + V4( t ) ,

  V1( t ) = x
T

( t ) Px ( t ) ,

  V3( t ) = 2 6
n

i = 1
d iQ

x
i

( t )

0
f i ( s ) ds   ( d i > 0) ,

  V4( t ) = Q
t

t- S
[ x( s )  f ( x( s ) ) ]

T
Q

x ( s )

f ( x( s ) )
d s ,

  ÛV [ ÛV1 + ÛV3 + ÛV4 + $1 + $2 = e
T

( t ) ( e( t ) < 0,

其中   e
T

( t ) = [ x
T

( t )  x
T

( t - S)  f T
( x( t ) )  f T

( x( t - S) ) ] 1 
实际上, ( < 0, 则有 ÛV( x( t ) ) < 0, 对于 x( t ) X 0, ÛV( x ( t ) ) = 0当且仅当 x( t ) = 0, x ( t

- S) = 0, f ( x( t ) ) = 0, f ( x( t - S) ) = 01 
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满足了Liapunov 全局渐近稳定定理的所有条件, 所以对于系统( 1)关于平衡点 y
* 和系统

( 3) 关于平衡点, ( < 0都是全局渐近稳定的充分条件1 
主要的定理都是以线性矩阵不等式的形式给出的, 所以很容易通过 LMI 工具箱得到未知

参数的最优值1 

3  数 值算 例

在这里,我们考虑一个由两个神经元构成的神经网络, 并给出算例仿真实验1 考虑到神经

网络模型如下:

Ûx 1( t ) = - 0. 7x 1( t ) + 0. 6f ( x 1( t ) ) + f ( x 2( t ) ) + 1. 6f ( x 2( t - S) ) ,

Ûx 2( t ) = - 0. 9x 1( t ) - f ( x 1( t ) ) - f ( x 2( t ) ) + f ( x 1( t - S) ) + f ( x2( t - S) )1 

通过 LMI工具箱,我们可以得到满足定理 1的未知矩阵

P =
2. 718 9 3. 498 3

* 28. 891 2
, Z =

58. 205 3 32. 564 2

* 72. 818 5
, D =

0. 001 2 0

* 3. 326 4
,

D1 =
0. 000 6 0

* 0. 024 1
, D2 =

2. 433 9 0

* 1. 022 4
, D3 =

0. 000 7 0

* 0. 026 9
,

D4 =
0. 001 0 0

* 65. 170 1
, Q11 =

11. 188 9 - 12. 187 4

* 200. 479 1
,

Q12 =
0. 207 3 - 1. 862 1

26. 877 8 24. 224 6
, Q22 =

3. 940 9 3. 287 7

* 4. 060 9
,

得到 S = 0. 013 5, 即当时滞不超过 0. 013 5时,系统是稳定的,这在已有的很多文献中的稳定

性判据是做不到的1 
在时滞很小的时候,通过仿真图1、2可以看出,系统在不同的时滞下,仿真曲线是不同的1 

图 1  仿真曲线 ( S = 0. 013 5) 图 2  仿真曲线 ( S = 13. 5)

另外,这个模型只是在时滞很小的时候才稳定,所以对于文献[ 9-11]中时滞无关的结论和

文献[ 8]中时滞相关的结论都是无法很好地判断出系统是不是稳定的1 

4  结   论

在本文中,通过建立 Liapunov-Krasovskii泛函和运用矩阵的技巧, 提出了新的时滞细胞神

经网络的稳定性判据1 时滞相关的判据是以线性矩阵不等式的形式给出的, 可以很容易得出

时滞上界1 通过算例仿真,可以证明文中的结论优越于已有文献的一些相关结果1 
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Generalized LMI-Based Approach to the Global

Asymptotic Stability of Cellular Neural

Networks With Delay

LIU De-you,  ZHANG Jian-hua,  GUAN Xin-ping,  XIAO Xiao-dan

( School of Science , Yanshan Univer sity , Qin huan gdao , Hebei 066004, P . R . Chin a )

Abstract: The global asymptotic stability problem of cellular neural networks with delay is investigat-

ed. A new stability condition was presented based on Liapunov-Krasovskii method, which is depen-

dent on the size of delay. The result is given in the form of LMI(linear matric inequality) , and the ad-

mitted upper bound of the delay can be obtained easily. The time delay dependent and independent re-

sults can be obtained, which include some results in the former literature. Finally, a numerical exam-

ple was given to illustrate the effectiveness of the main results.

Key words: delayed cellular neural networks ( DCNNs); LMI(linear matric inequality); global stability
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