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摘要 :  研究了 Brusselator常微分系统和相应的偏微分系统的 Hopf 分支, 并用规范形理论和中心

流形定理讨论了当空间的维数为 1 时 Hopf分支解的稳定性1 证明了: 当参数满足某些条件时,

Brusselator常微分系统的平衡解和周期解是渐近稳定的,而相应的偏微分系统的空间齐次平衡解和

空间齐次周期解是不稳定的;如果适当选取参数, 那么 Brusselator常微分系统不出现Hopf 分支, 但

偏微分系统出现Hopf分支, 这表明,扩散可以导致 Hopf分支1 
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引   言

Brusselator模型[ 1- 3]用来描述化学反应中的形态形成和模式形成1 通过适当的变换, Brus-

selator常微分系统为

  
u t = K(1- ( b + 1) u + bu

2
v) ,   t > 0,

vt = Ka2
( u - u

2
v) ,   t > 0,

( 1)

相应地偏微分系统为

  
u t - d1 $u = K(1 - ( b+ 1) u + bu

2
v) ,   ( t , x ) I (0, ] ) @ 8,

vt - d2 $ v = Ka2
( u - u

2
v) ,   ( t , x ) I (0, ] ) @ 8,

( 2)

其中 8 < R
N
是有光滑边界5 8 的有界区域, u 和v分别是两种反应物的浓度 1 d 1、d2、K、a和

b 是正常数1 近来已有许多关于 Brusselator系统的结果(见文献[ 1-7]及里面的参考文献) 1 特
别地,在文献[ 7]中, Peng 和Wang 研究了偏微分系统( 2)当 d1 = H, d2 = 1时的带有齐次Neu-

mann边界条件的唯一正常数平衡解的渐近稳定性,并讨论了相应椭圆系统的非常数正平衡解

的存在性1 为讨论方便, 我们取 K= 1, 则系统( 1)和( 2)变为

  
u t = 1 - ( b+ 1) u + bu

2
v,   t > 0,

vt = a
2
( u - u

2
v) ,   t > 0

( 3)
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和

  
u t - d1 $u = 1 - ( b+ 1) u + bu

2
v,   ( t , x ) I (0, ] ) @ 8,

vt - d2 $v = a
2
( u - u

2
v) ,   ( t , x ) I (0, ] ) @ 81 

( 4)

Yi等人
[ 8]
研究了Lengye-l Epstein模型的平衡解的稳定性, Turing 不稳定和Hopf分支解的

存在性、方向及稳定性,并且证明了如果扩散系数满足一定的条件, 空间齐次周期解成为不稳

定的1 对 Brusselator模型,可以证明有类似的结论1 本文研究了常微分系统( 3)和相应的偏微

分系统( 4)的Hopf分支(存在性、方向和稳定性) ,并且讨论了扩散导致Hopf分支和扩散引起不

稳定1 扩散导致 Hopf分支是指在一些条件下,常微分系统不出现Hopf分支, 而偏微分系统出

现Hopf分支1 Wang[ 9]在研究具有阶段结构和扩散的捕食模型中,首次发现了这一现象1 

显然系统( 3)有唯一平衡解 �u = ( u
*
, v

*
) = ( 1, 1)1 

系统( 3)在 �u 的 Jacobi矩阵为

  A =
b- 1 b

- a
2

- a
2 ,

  trA = b - 1 - a
2
, detA = a

2
> 0,

其中 trA和 detA分别为矩阵A的迹和行列式 1 如果0 < b < 1+ a
2
, 即 trA < 0,那么矩阵 A

的两个特征值均有负实部,因此系统(3) 的平衡解 �u 是局部渐近稳定的1 
同于文献[ 10] 317例 1的分析过程, 我们有下面的结果:

定理 1  假设 b > 0,如果 b > 1令 a0 = b - 11 
( � ) 当 0 < b [ 1或者 b > 1且 a > a0时,系统(3) 的平衡解 �u 是局部渐近稳定的;当

b > 1且 a < a0时,系统(3) 的平衡解 �u 是不稳定的;

( � ) 当 b > 1时,点( a0, �u ) 是系统( 3)的Hopf分支点并且Hopf分支的方向是亚临界的且

分支解是轨道渐近稳定的1 

1  扩散引起的不稳定性和扩散导致的Hopf分支

在这一节里,我们考虑带有齐次Neumann边界条件的系统

  

u t - d1 $u = 1 - ( b+ 1) u + bu
2
v,   ( t , x ) I (0, ] ) @ 8,

vt - d2 $v = a
2
( u - u

2
v) ,   ( t , x ) I (0, ] ) @ 8,

5 u
5M=

5v
5M= 0,   ( t , x ) I (0, ] ) @ 5 8 ,

( 5)

其中 8 < R
n是有光滑边界5 8 的有界区域, M是5 8的单位外法向量,令0 = L0 < L1< L2<

L3 < ,是- $在 8内带有齐次Neumann边界条件的特征值, E( Li ) 是H
1
( 8) 中相应 Li的特

征空间 1 令X = [ H
1
( 8) ] 2, <ij , j = 1, ,, dimE ( Li ) 是 E ( Li ) 的一组正交基, 并且X ij =

c<ij | c I R
2 1 则X = © ]

i= 1 X i ,其中X i= ©dimE( L
i
)

j = 1 X ij 1 
定理 2  假定 0 < b [ 1或者 b > 1且 a > a0使得系统(3) 的平衡解 �u 是局部渐近稳定

的1 
(A) 如果存在 i \ 1, 使得

  d1d2 L
2
i + ( a

2
d 1+ d2- d2b ) Li + a

2
< 0, ( 6)

那么 �u 是系统( 5)的不稳定的平衡解1 

( B) 如果
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  a
2
d1+ d2- bd2+ 2a d1d2 > 0, ( 7)

或者

  d1d2 L1+ a
2
d1+ d2- bd2 \ 0 ( 8)

成立,那么 �u 是系统( 5)的局部渐近稳定的平衡解1 

注 1  显然对 b > 1, a > a0和每一个固定的 Li , i \ 1,当 d1充分小且 d2充分大时,条件(A) 成立; 当0 <

b < 1 时,条件( B)成立1 

定理 2的证明  系统( 5)在 �u 的线性化为

  
u t

v t
= L

u

v
= D$

u

v
+ A

u

v
, ( 9)

其中

  D =
d1 0

0 d2

, A =
b - 1 b

- a
2

- a
2
1 

对每一个 i \1, X i 在算子L作用下是不变的,并且 K是L在X i 上的一个特征值当且仅当它是

矩阵

  Ai = - Li D + A =
- d1Li + b- 1 b

- a
2

- Lid 2- a
2

的特征值1 Ai 的特征多项式为

  Wi ( K) = K2- KtrAi + detAi ,

其中

  trAi = - d1Li - d2 Li + b - 1 - a
2
< 0,

  detAi = d1d 2L
2
i + ( a

2
d1+ d2 - bd 2) Li + a

21 
显然,条件( A)蕴含着 Wi ( K) = 0至少有1个具有正实部的根 1 因此 �u 是系统( 5)的不稳定的

平衡解1 令

  f ( x ) = d1d2x
2
+ ( a

2
d1+ d 2- bd 2) x + a

21 

( � ) 如果 $ = ( a
2
d1+ d 2- bd 2)

2
- 4d 1d2a

2
< 0,即 | a

2
d1+ d2- bd2 | < 2a d1d2,那

么 f ( x ) > 0, x I R1 

( � ) 如果 $ \ 0,那么 f ( x ) = 0的 2个根 x 1、x2 的乘积是正的 1 当 x 1, x2 < 0,即 a
2
d1

+ d2- bd2 \ 2a d1d2 时, f ( x ) > 0对所有的 x \ 0都成立1 
由( � )和( � ) , 我们知道,如果式( 6)成立,则对 x \ 0, 有 f ( x ) > 01 
( � ) f ( x ) 可以写成

  f ( x ) = ( d 1d2x + a
2
d1 + d2- bd2) x + a

2
, f ( L0) = f (0) = a

2
> 01 

当 d1d2L1+ a
2
d1+ d2 - bd 2 \ 0时,

  f ( L1) = ( d1d 2L1+ a
2
d 1+ d2- bd2) L1+ a

2 \ a
2
,

并且对所有的 i \2, 我们有

  f ( Li ) = ( d1d2 Li + a
2
d1+ d2- bd2) Li + a

2 \

    ( d1d2L1+ a
2
d1+ d2 - bd 2) Li + a

2 \ a
21 

从上面的分析我们知道, 如果条件( 7)或者( 8)成立,我们有

  detAi = L
2
id1d2+ ( a

2
d1+ d 2- bd2) Li + a

2
> 01 
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因此对每一个 i \0, Wi ( K) = 0的2个根 Ki , 1、Ki , 2都有负实部 1 下面,我们证明存在一个不依

赖于 i的常数D> 0, 使得Re Ki , 1 , Re Ki , 2 [ - D对所有的i \ 0都成立1 令 K= LiN, 那么

  Wi ( K) = L2iN
2
- LiNtrAi + detAi := 7 i ( N) ,

因为当 i y ] 时, Li y ] , 所以有

  lim
i y ]

7 i ( N) / L
2
i = N2+ ( d1 + d2) N+ d1d21 

显然 7 i ( N) = 0的2个根 N1、N2都有负实部 1 类似文献[ 11] 中定理 2的证明,可以证明存在

正常数 D使得 Re Ki, 1 ,Re Ki , 2 [ - D1 证毕1 
定理 3  假设 b > 1,并且对某个 i \ 1, Li 是- $在 8 内带有齐次 Neumann边界条件的

简单特征值 1 如果 d1、d 2满足

  - ( d 1+ d2) Li + b - 1 > 0

和

  - d
2
1 L

2
i + ( bd 1- 2d1- bd2) Li + b - 1 > 0,

那么存在 a
*
> 0,使得点( a

*
, �u ) 是一个Hopf分支点, 并且这样的Hopf分支解具有下面的形

式: u( x , t ) = �u + p( x , t ) ,其中 p( x , t ) 是关于 t的非平凡的周期函数, 而且对任意固定的 t ,

p ( t , x ) I X i 1 

注 2 显然,对某个 i \ 1,如果 Li是算子- $在 8 内的带有齐次Neumann边界条件的简单特征值, 并且

d1 和 d2 充分小, 那么定理 3的条件成立1 

定理 3的证明  因为- ( d1+ d 2) Li + b- 1 > 0,所以存在唯一的 a
*
> 0使得 trAi ( a

*
)

= 0,且当 a < a
* 时, t rAi ( a) > 0;当 a > a

* 时, trAi ( a ) < 01 

  detAi ( a
*
) = L2id1d 2+ ( a

* 2
d1+ d2 - bd 2) Li + a

* 2
=

    - d
2
1 L

2
i + ( bd 1- 2d1- bd2) Li + b - 1 > 01 

那么 Wi ( K; Li ) = 0有一对复根: K1 = A+ iB, K2 = A- iB, B> 0, 并且

  A( a) =
1
2
trAi ( a) =

1
2
[- ( d1+ d 2) Li + b- 1- a

2
] ,

  B( a) =
1
2

4detAi ( a) - [ trAi ( a) ]
21 

显然

  A( a*
) = 0, Ac( a*

) = - a0 < 0, B( a*
) > 01 

从而得出 iB是算子L在子空间X i 上的纯虚特征值, 因为 t rAi关于Li 是严格非增函数,所以对

j X i , trAj X 01 由假设 Li是简单的,所以 iB是算子L的简单特征值 1 由Hopf分支定理[ 12-13]

可以得到系统( 5) 在子空间X i 上从( a
*
, �u ) 处产生 Hopf分支1 证毕1 

当空间维数是 1时,对每一个 i , Li都是简单的,那么我们有下面的结论:

命题 1  如果空间维数是 1并且定理 3 的条件成立, 那么存在序列 ( d1i , d2i )
]
i= 1 和

ai
]
i= 1,使得对每一个 i \1,偏微分系统(5) 当( d1, d2) = ( d1i , d2i ) 时,点( ai , �u ) 是Hopf分

支点,而且这样的Hopf分支解有下面的形式: ui ( x , t ) = �u + p i ( x , t ) ,其中 pi ( x , t ) 是关于 t

的非平凡的周期函数,并且对任意固定的 t , p i ( t , x ) I X i 1 

注 3 同于定理 3 的证明, 我们可以证明点 ( a0, �u ) 是系统( 5)的Hopf分支点1 
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2  系统( 5)的周期解的稳定性

我们考虑系统( 5)的特殊情况: 8 = (0,P) 1 则系统( 5)变为

  

u t - d1uxx = 1 - ( b+ 1) u + bu
2
v,   ( t , x ) I (0, ] ) @ (0, P) ,

vt - d2v xx = a
2
( u - u

2
v) ,   ( t , x ) I (0, ] ) @ (0, P) ,

ux (0, t ) = ux(P, t ) = 0,   t I (0, ] ) ,

vx (0, t ) = vx (P, t ) = 0,   t I (0, ] )1 

( 10)

我们知道带有上面的无流边界条件的算子 u y- uxx 有如下形式的特征值和特征函数:

  L0 = 0, <0 =
1
P
, Li = i

2
, <i ( x ) =

2
P
cos( ix ) ,   i = 1, 2, ,1 

定理 4  当 b > 1时, ( a0, �u) 是系统(10) 的Hopf分支点;如果条件(6) 对某个 Li = i
2成

立,那么Hopf分支的方向是亚临界的并且 Hopf分支解是不稳定的; 如果条件( 7)或者( 8)成

立,那么Hopf分支的方向是亚临界的并且Hopf分支解是轨道渐近稳定的1 

证明  我们只需证明定理的最后部分1 下面用规范形理论和中心流行定理[ 12]
来研究

Hopf分支解的稳定性1 令

  L1
u

v
= D

uxx

v xx
+ A

u

v
,

设 L
*
1 是算子 L1的共轭算子, 则

  L
*
1 = D

uxx

vxx
+ A

* u

v
, ( 11)

其中

  A
*
=

b - 1 - a
2

b - a
2
1 

我们在区域 ( u, v) I H
2
[ (0,P) ] @ H

2
[ (0,P) ] | ux(0, t ) = ux (P, t ) = 0, v x(0, t ) = vx (P, t )

= 0 上讨论 Hopf分支解的稳定性, 其中 H
2
[ (0, P) ] 是标准的Sobolev空间,令

  q =

1

1 - b
b

+
X0
b
i
, q

*
=

b
2X0P

X0
b
+

1 - b
b

i

i

1 

容易看出 3L*
1 a, b4 = 3a, L1b4对任意的 a I DL

*
1 , b I DL1 都成立, 并且 L

*
1 q

*
= -

i X0q
*
, L1q = i X0q, 3q* , q4 = 1, 3q*

, �q4 = 01 这里3a, b4= Q
P

0
�aT bdx 表示L

2
[ (0,P) ] @

L
2
[ (0,P) ] 中的内积1 系统( 10)可以写成

  

du
dt

dv
dt

= L1
u

v
+

f 1

f 2
,

其中

  f 1( u , v , a) = b( u
2
v + 2uv + u

2
) , f 2( u, v, a) = - a

2
( u

2
v + 2uv + u

2
)1 

根据文献[ 12] ,记

  ( u, v)
T
= zq + zq + w ; z = 3q* , ( u, v)

T4,
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那么

  u = z + �z + w1, v = z
1 - b
b

+
X0
b
i + �z 1- b

b
-
X0
b
i + w 21 

系统( 10)关于坐标 ( z、w ) 的方程为

  dz
dt

= i X0z + 3q*
,�f4, ( 12)

  dw
dt

= L1w + [�f - 3q* ,�f 4q - 3�q*
,�f4�q] , ( 13)

其中�f = ( f 1, f 2)
T1 

直接计算得到

  3q*
,�f 4=

b
2X0

X0
b
f 1- i

b - 1
b

f 1- if 2 =
f 1
2
,

  3�q*
,�f 4=

b
2X0

X0
b
f 1+ i

b - 1
b

f 1+ if 2 =
f 1
2
,

  3q*
,�f 4q =

b
2X0

X0
b
f 1

X0
b

1- b
b

+ i
X0
b

f 1

,

  3�q*
,�f 4�q =

b
2X0

X0
b
f 1

X0
b

1- b
b

- i
X0
b

f 1

,

  3q*
,�f 4q + 3�q*

,�f4�q =
b

2X0

2X0
b
f 1

X0
b

2(1- b)
b

f 1

=
f 1

f 2
,

  H( z , �z , w ) = �f - 3q*
,�f4q - 3�q*

,�f 4�q =
0

0
1 

记

  w = (w 20/ 2) z
2
+ w 11z �z + (w 02/ 2)�z

2
+ ,1 ( 14)

在原点附近的中心流形上

  wc( z , �z ) = wz zc+ w�z�zc1 

用上面的展开式( 14)代替 wz 和w�z ,用方程(12) 代替 zc和�zc,我们得到 wc的展开式1 这个
结果和方程( 13)比较,得到

  (2i X0- L1) X20 = 0, (- L1) X11 = 0, X02 = �w 201 
于是有 X20 = X02 = X11 = 01 

因此有

  dz
dt

= i X0z +
1
2
g20z

2
+ g 11z �z +

1
2
g02�z

2
+

1
2
g21z

2�z + ,,

这里

  g20 =
1
2 [ B20+ 2B 11q 2] , g11 =

1
2 [ B20+ B11�q 2+ B11q2] ,

  g02 =
1
2 [ B20+ 2B 11�q 2] , g21 =

1
2 [ B30+ B21�q 2+ 2B21 q2] ,
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其中

  B20 =
52
f 1

5 u2(0, 0) = 2b , B11 =
52f 1

5u5v (0, 0) = 2b,

  B30 =
53
f 1

5 u3(0, 0) = 0, B21 =
53
f 1

5 u25v
(0, 0) = 2b,

  q2 = S+ iQ=
1 - b
b

+ i
X0
b
1 

由文献[ 12] ,

  c1(0) =
i

2X0
g20g11- 2 | g11 |

2
-

1
3
| g02 |

2
+

g21

2
,

所以

  Rec1(0) = Re
i

2X0
g20g 11- 2 | g 11 |

2
-

1
3
| g 02 |

2
+

g21

2
=

    Re
i

2X0
g 20g11+

g21

2
1 

注意到

  g20g11 =
1
4
( B 20+ 2B11S)

2
+

1
2
B11Q( B 20+ 2B11S) i,

于是得到

  Rec1(0) = -
1
4X0

B11Q( B 20+ 2B11S) +
3
4
B21S = -

1
2
( b + 1) < 01 

如果 �u 是系统( 10)的不稳定的平衡解,但是对系统( 3)是稳定的, 那么Hopf分支解也是不

稳定的1 因此, 如果条件( 6)对某个 Li = i
2
成立, 则系统( 10)的平衡解 �u 是不稳定的,所以

Hopf分支解是不稳定的1 如果条件( 7)或者( 8)成立, �u 是系统( 10)局部渐近稳定的平衡解,

由上面的分析可知Hopf分支解是稳定的1 证毕1 

致谢  感谢审稿人的建议1 
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Diffusion-Driven Instability and Hopf Bifurcation

in the Brusselator System

LI Bo
1, 2
,  WANGMing-xin

1

( 1. Depa rtm ent of Mathema tics , Southeast Un iversity ,

Nanjing 210018, P . R . China ;

2. School of Mathem atical Scien ce , Xu zhou Norma l Univ er sity ,

Xuzhou , Jian gsu 221116, P . R . China )

Abstract: The Hopf bifurcation for the Brusselator ODE model and the corresponding PDE model are

investigated by using the Hopf bifurcation theorem. The stability of the Hopf bifurcation periodic solu-

tion was discussed by applying the normal form theory and the center manifold theorem. When param-

eters satisfy some conditions, the spatial homogenous equilibrium solution and the spatial homogenous

periodic solution become unstable. The results show that if parameters are properly chosen, Hopf b-i

furcation does not occur for the ODE system, but occurs for the PDE system.

Key words: Brusselator system; Hopf bifurcation; stability; diffusion- driven Hopf bifurcation
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