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有限变形弹性杆中三种非线性弥散波
X

张善元,  刘志芳

(太原理工大学 应用力学研究所, 太原 030024)

(程昌钧推荐)

摘要:  在一维弹性细杆拉压、扭转和弯曲波的经典线性理论基础上,分别计入有限变形和弥散效

应,借助 Hamilton 变分原理,由统一的方法导出了 3 种非线性弥散波的演化方程1 对 3 种演化方程

进行了定性分析1 结果表明,这些方程在相平面上存在同宿轨道或异宿轨道, 分别相应于孤波解

或冲击波解1 根据齐次平衡原理,用 Jacobi椭圆函数展开对这些演化方程进行了求解,在一定的条

件下它们均可能存在孤立波解或冲击波解,这与方程的定性分析完全一致1 
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引   言

固体力学在经典线性波研究方面曾取得辉煌的成就, 为物理中波动理论的发展做出了巨

大的贡献
[ 1- 2] 1 然而, 在固体中的非线性波,特别是孤立波的研究及应用方面,相对于流体力

学、光纤通讯等领域起步较晚1 近 20年来, 固体中孤立波的研究取得了一定进展, 多数研究集

中在非线性弹性杆的纵波的传播[ 3-10] 1 在文献[ 3-5]中用默纳汉( Murnaghan)非线性弹性本构

方程,并引入某些渐近表达到侧表面边界条件中, 导出了含多个未知量的控制方程组1 为了研
究一维细杆中的非线性弥散波的基本传播特征,在长波和弱非线性的条件下,常利用经典线性

杆理论中两个关于变形的基本假定,即Navier-Bernolli平截面假定和 Love的径向应变正比于轴

向应变的假定, 得到单个的非线性波动方程, 并用不同的方法讨论了一维杆中非线性纵波形成

冲击波和孤立波的条件
[ 6-10] 1 

在已有关于细杆波导非线性波的研究中,有关非线性扭转波和非线性弯曲波的研究未见

报导1 本文试图在经典线性杆理论的基础上,引入非线性和弥散效应,用统一的方法导出弹性

细杆中非线性纵波、扭转波和弯曲波的支配方程1 这些方程中非线性均源于有限变形引起的
几何非线性,而弥散效应对应于 3种波分别来源于横向 Poisson 效应、非圆截面杆扭转的翘曲

变形和梁的转动惯性1 对 3种非线性方程的定性分析表明,它们的相平面上都可能存在同宿

轨道和异宿轨道1 用 Jacobi椭圆函数展开得到了这 3种非线性波动方程的冲击波解和孤波解

及其相应的必要条件1 这 3种非线性方程虽然描述的是 3种不同的变形状态,但它们的数学
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结构及其行波解的特征都表现出极大的相似性1 

1  支配方程的变分导出

一维杆的运动方程可以由Hamilton变分原理导出, 按照这个原理,系统的真实运动对应于

作用泛函的极值,即泛函的一阶变分等于0,

  DQ
t

t
0
Q

x

x
0

L dxdt = 0, ( 1)

此处, L = T - W, L 为Lagrange密度函数, T 和W为系统的动能密度和应变能密度 1 在含有
1个未知位移 u 及其高阶导数的情况下, L 的一般形式为

  L = L ( u, u t , ux , u tt , uxx , ux t , uxxx , ,) , ( 2)

此处 u t =
5 u
5 t , ux =

5 u
5x , uxx =

52
u

5x 2 , 其余类同1 将式( 2)代入式( 1)完成变分运算,可得到具有

如下形式的描述系统运动的 Euler方程:

  5L
5 u -

5
5 t

5L
5 u t

-
5
5x

5L
5 ux

+
52

5 t 2
5L
5 u tt

+
52

5x 2
5L
5 uxx

+

    52

5x5t
5L
5 uxt

-
53

5x 3
5L
5 uxxx

- ,= 01 ( 3)

1. 1  杆中纵向波动方程

考虑半径为 R ,材料密度为 Q的圆截面细杆,采用 Lagrange描述并使用圆柱坐标系 ( x , r ,

H) ,其中 x 为轴向坐标, r 和H分别为径向和环向坐标 1 细杆在纵向运动过程中处于轴对称压
缩状态,于是位移、应变和应力等与 H无关1 由于杆是细的, 仍采用 Navier-Bernolli和 Love假

定, 于是轴向位移 u与r 无关,径向位移为 v = - Lrux ,此处 L为Poisson比1 在一维情况下,有

限变形的应变-位移关系为

  E= ux +
1
2
( ux)

2
, ( 4)

考虑到 v 是u 的高阶量,取横向剪切应变为

  C= v x = - Lruxx 1 ( 5)

应力-应变关系服从 Hooke定律,从而单位杆长的应变能密度 W 是关于应变的二次函数

  W =
1
2
AE ux +

1
2
( ux )

2
2

+
1
4
GL2

AR
2
( uxx )

2
, ( 6)

此处的 E 和G 为弹性模量和剪切模量, A = PR 2为杆的横截面积, 上式( 6)中等号右端第 1项

是压缩应变能, 第 2项代表剪切应变能1 
弹性细杆中有纵向扰动传播时,单位长度的动能包括纵向运动动能和横向运动动能之和,

即

  T =
1
2 QA ( ut )

2
+

1
4 QAL

2
R

2
( ux t )

21 ( 7)

式( 7)减式( 6) ,给出 Lagrange密度函数

  L =
1
2 QA( u t )

2
+

1
4 QAL

2
R

2
( uxt )

2
-

1
2 AE ux +

1
2 ( ux)

2
2

-
1
4 GL

2
AR

2
( uxx)

21 

( 8)

利用式( 3)便得到弹性细杆的纵波方程

  utt - c
2
0uxx =

1
2

3c2
0( ux)

2
+ c

2
0( ux)

3
+ L2

R
2
u ttx - c

2
s L

2
R

2
uxxx x , ( 9)
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此处 c0 = E / Q, c s = G/ Q分别为经典杆理论中的纵波波速和剪切波速1 方程( 9)是个双

非线性双弥散的波动方程,它右端方括号中的前两项为非线性项,是由有限变形产生的,第 3

项是横向惯性引起的弥散项( Rayleigh-Love对杆的修正) ,第4项是横向剪切导致的几何弥散1 
如果令 �u = ux , 则方程( 9)可以写成

  �utt - c
2
0�uxx =

3
2
c

2
0�u

2
+

1
2
c

2
0�u

3
+

L2
R

2

2
(�u tt - c

2
s�uxx)

xx
, ( 10)

上式是关于轴向位移梯度的非线性弥散波的支配方程, 可以看出在纵波传播过程中伴随有剪

切波的传播,这是横向Poisson效应所致1 
1. 2  非圆截面杆扭转波动方程

考虑一个截面面积为 A ,弹性模量为 E, 剪切模量为 G 的非圆截面柱形杆, 采用 Lagrange

描述并采用直角坐标系( x , y , z ) , x 轴与杆的扭转轴重合, Oxyz 构成右手系1 
当扭转波沿杆的轴向传播时, 圆截面杆中的扭转波的基本模态没有几何弥散,而非圆截面

杆由于扭转变形的同时伴随有截面的翘曲变形从而导致波形的几何弥散1 另一方面, 在讨论

圆截面杆扭转时,通常假设任意两个横截面之间的距离保持不变1 在小变形条件下,这个假定

是相当准确的1 当扭转剪应变相当大时,则在杆的纵向纤维中出现拉应力,这种拉应力与杆轴

成一定角度,它们在垂直于轴线平面上的投影形成了一个附加扭矩 MR1 文献[ 11] 对这一问

题从有限变形理论进行了详尽地讨论,给出了非圆截面杆的总扭矩 MS与相对扭转角<之间的

非线性关系

  MS = M# + MR = GJ s <+
1
2
EK<3

, ( 11)

式中 E 和G 为弹性模量和剪切模量, J s 为扭转惯性矩, K 为截面参数1 

  J s = J p+ QQA
y
5 5
5z - z

5 5
5y dA , ( 12)

  K = QA
( r

2
- i

2
p) r

2dA , ( 13)

在以上两式中 r
2
= x

2
+ y

2
, i p = J p/ A , J p = QQA

( y
2
+ z

2
)dA, 5 = 5( y , z ) 为 Saint Venant扭

转函数或翘曲函数1 在讨论扭转波的传播时, <沿杆轴不是常数,而是 x、t 的函数,且有 <( x ,

t ) = 5H( x , t ) /5x , H( x , t ) 是截面 x 处 t时刻的扭转角1 
扭杆单位长度的动能由扭转动能和轴向翘曲动能两部分组成,即

  T =
1
2
QJ p( Ht )

2
+

1
2
QJ 5 ( Hx t )

2
, ( 14)

此处 J 5 = QQA
5

2
dA 1 

单位杆长的扭转变形能 WS为

  WS = Q
<

0
MSd< = Q

<

0
GJ s<+

1
2 EK<

3
d< =

1
2 GJ s( Hx)

2
+

1
8 EK ( Hx)

41 ( 15)

扭转波传播时属约束扭转,单位杆长的翘曲变形能为

  Wx =
1
2
EQQA

E2dA =
1
2
EQQA

( ux )
2dA =

1
2
E( <x )

2QQA
5 2dA =

1
2
EJ 5 ( Hxx)

2
, ( 16)

式中 E= ux = <x 5 是纵向纤维由于翘曲引起的正应变 1 单位杆长的总应变能为 W = WS +

Wx , 从而 Lagrange密度函数为

  L =
1
2
QJ p( Ht )

2
+

1
2
QJ 5 ( Hxt )

2
-

1
2
GJ s( Hx )

2
-

1
8
EK ( Hx)

4
-

1
2
EJ 5 ( Hxx )

21 ( 17)
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将式( 17)代入式( 3)便得到非圆截面扭转的非线性波动方程

  Htt - c
2
s

J s

J p
Hxx =

1
2
c

2
0

K
J p

5
5x ( Hx)

3
+

J 5
J p

( Htt - c
2
0Hxx) xx ( 18)

或

  <tt - c
2
s
J s

J p
<xx =

1
2
c

2
0

K
J p

<3
+

J 5
J p

( <tt - c
2
0<xx )

xx
1 ( 19)

1. 3  梁中的弯曲波方程

考虑一个等截面直梁的平面弯曲振动, 在以下讨论中, 采用了 Rayleigh 对初等理论的修

正,即考虑转动惯性的影响1 采用 Lagrange描述,并取梁轴为 x 轴,中性轴为 y 轴,挠度方向为

z 轴1 在有限挠度的情况下, 梁的伸长和弯曲变形相互耦合, 在以下讨论中没有轴向载荷作

用,同时略去轴向惯性影响,梁截面上任意点处的正应变为

  E= - z
52
w

5x 2 +
1
2

5w
5x

2

, ( 20)

此处, w 为挠度,梁横截面上正应力 R由Hooke定律 R= EE给出,于是有限挠度情况下单位长

度梁的应变能为

  W =
1
2QQA

REdA =
1
2
EI ( wxx)

2
+

1
8
EA(wx )

4
, ( 21)

此处, E 为弹性模量, A 和I 分别为横截面面积和惯性矩1 
考虑转动惯性后,单位梁长的动能包括横向运动动能和转动动能两部分,即

  T =
1
2
QA (w t )

2
+

1
2
QI ( wxt )

21 ( 22)

于是 Lagrange密度函数为

  L =
1
2
QA( w t )

2
+

1
2
QI ( wx t )

2
-

1
2
EI ( wxx)

2
-

1
8
EA( wx )

41 ( 23)

利用式( 3)便得到梁中非线性弯曲波的方程

  w tt -
1
2
c

2
0
5( wx)

3

5x = r
2
1( w tt - c

2
0wxx) xx , ( 24)

式中 r
2
1 = I / A 1 如果令 �w = wx , 上式变成

  �w tt =
c

2
0

2
�w 3

+ r
2
1( �w tt - c

2
0�wxx )

xx
1 ( 25)

2  三种方程的定性分析

3种非线性方程可统一地表达为

  vtt - a
2
vxx = [ b

2
v

2
+ d

2
v

3
+ p

2
( vtt - c

2
iv xx) ] xx , ( 26)

此处, a、b、ci、d、p 等系数均为常数1 相应于纵波方程(10) ci = c s, 相应于扭转方程(19) 和弯

曲波方程(25) ci = c0,且在(19) 中 b = 0,在(25) 中 a = b = 01 
假定方程( 26)有如下形式的行波解

  v = v( N) , N= x - ct1 ( 27)

则方程( 26)化为常微分方程

  p
2
( c

2
i - c

2
) vNNNN+ ( c

2
- a

2
) vNN- b

2
( v

2
) NN- d

2
( v

3
) NN= 0, ( 28)

关于 N积分两次,有

  p
2
( c

2
i - c

2
) vNN+ ( c

2
- a

2
) v - b

2
v

2
- d

2
v

3
= 0, ( 29)
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此处,为简单起见,两次积分常数均取为 01 
令 v1 = v , v2 = vN, 则方程( 29)可写成如下方程组:

  

dv1

dN
= v2,

dv2

dN
= q [ d

2
v

3
1+ b

2
v

2
1- ( c

2
- a

2
) v1] ,

( 30)

其中 q = [ p
2
( c

2
i - c

2
) ]

- 11 式( 30)代表着1个二维自冶动力系统1 式( 30)的右边是 1个三次

多项式,意味着系统有3 个固定点1 进一步研究表明, 3个固定点的类型有两种情况,一是 2

( a) c > c0 时分型线为同宿轨道

个中心和 1个鞍点, 此时系统相图中的分型线为

同宿轨道(对应着孤立波解) , 二是 2 个鞍点和 1

个中心,系统相图中的分型线为异宿轨道(对应着

冲击波解) 1 我们略去具体计算过程,直接给出三

类非线性方程对应的相图1 非线性纵波方程( 10)

的相图如图1所示1 非线性弯曲波方程( 25)的相

图如图2所示1 非线性扭转波方程( 19)的相图也

如图 2所示,但图中平衡点的坐标位置不同1 

( b) cs > c > c0 时分型线为同宿轨道 ( c) c < cs 时分型线为异宿轨道

图 1 非线性纵波方程(10)的相图

( a) c < c0 时分型线为异宿轨道 ( b) c > c0 分型线为同宿轨道

图 2 非线性弯曲方程(25)的相图

3  非线性弥散波方程的解

3. 1  孤立波解

为了讨论方程( 26)的解,假定方程( 26)有如下形式的行波解:

  v = v( N) , N= h( x - ct ) 1 ( 31)

则方程( 26)化为常微分方程

  h
2
vNNNN+ B1vNN+ B2( v

2
) NN+ B3( v

3
) NN= 0, ( 32)
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其中

  B1 = -
c

2
- a

2

p
2
( c

2
- c

2
i )
, B2 =

b
2

p
2
( c

2
- c

2
i )
, B3 =

d
2

p
2
( c

2
- c

2
i )
1 ( 33)

首先用 Jacobi椭圆余弦函数 cnN讨论方程( 32)的解, 令方程( 32)有以下形式的解

  v( N) = 6
n

j= 0

aj cn
jN1 ( 34)

为了以下讨论方便, 我们直接给出 3种 Jacobi椭圆函数之间的关系及其微分计算和渐近性质

  sn
2
N+ cn

2
N= 1, dn

2
N+ m

2
sn

2
N= 1, ( 35)

  d( snN)
dN

= cnNdnN,
d( cnN)

dN
= - snNdnN,

d(dnN)
dN

= - m
2snNcnN, ( 36)

  
sn( N, 0) = sinN, cn( N, 0) = cosN, dn( N, 0) = 1,

sn( N, 1) = tanhN, cn( N, 1) = dn( N, 1) = sechN,
( 37)

在以上各式中, snN和dnN是 Jacobi椭圆正弦函数和第 3种 Jacobi椭圆函数, m为模数(0 [ m

[ 1)1 

从式( 34) , v( N) 的最高阶次为 n, 即

  O( v ( N) ) = n1 ( 38)

根据微分关系式( 36) ,我们容易确定 dv / dN和 d4
v/ dN4的最高阶次分别为

  O
dv
dN

= n + 1, O
d4
v

dN4 = n + 41 ( 39)

显然 v
2
和 v

3
的最高阶次为

  O( v
2
) = 2n, O( v

3
) = 3n1 ( 40)

在展开式( 34)中的 n 由齐次平衡原理来确定,即由非线性方程(32) 中的最高阶非线性项的阶

次与最高阶导数项(弥散项) 的阶次之间的平衡来确定, 于是由3n + 2 = n + 4可以得到 n =

1, 从而展开式( 34)可以写成

  v( N) = a0+ a1cnN1 ( 41)

上式关于 N微分两次,有

  d2
v

dN
2 = - a1cnN(1 - 2m

2
+ 2m

2
cn

2
N)1 ( 42)

将式( 41)和( 42)代入方程( 32) ,进一步完成求导和代数运算, 合并 cnN的同次幂, 由各次幂的

系数为0,给出

  a0 = -
B2

3B3
, a1 = ? 2

B3
hm, h

2
=

3B1B3- B2
2

3B3(1 - 2m2
)
1 ( 43)

式( 43)代入式( 41)便得到

  v( N) = ? 2
B3
mhcn( N, m) -

B2

3B3
, ( 44)

这是周期波解,如要求实值波幅存在,则必有 B3 > 0, 从而由式(33) 要求 c > ci 1 当模数 m y

1时, cnN y sechN, 便得孤立波解

  v( N) = ? 2
B3
hsechN-

B2

3B3
1 ( 45)

3. 2  冲击波解

方程( 32)的解取为 Jacobi椭圆正弦函数展开的形式:
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  v( N) = 6
n

j= 0

bj sn
jN1 ( 46)

平行于3. 1小节的分析,可以确定 n = 1, 并给出如下周期波解:

  v( N) = ? -
2
B3
mhsn( N, m) -

B2

3B3
1 ( 47)

当模数 m y 1时, snNy tanhN, 便得冲击波解

  v( N) = ? -
2
B3
htanhN-

B2

3B3
1 ( 48)

式( 47)和( 48)要求 B3 < 0,这意味着 c < ci 是冲击波解存在的必要条件1 

4  结   论

从以上分析,可以得出如下重要结论:

1) 在经典线性杆理论的基础上,引入有限变形及某种弥散效应,借助Hamilton变分原理,

得到了 3种非线性弥散波方程1 这 3种方程有相同的物理机制, 非线性均是由主变形(拉压、

扭转、弯曲)的有限变形引起的1 而弥散效应都是由伴随主变形的次级运动和变形(横向 Pois-

son效应、非圆截面杆扭转时的翘曲变形、梁中转动惯性)产生的1 非线性与弥散效应相互抑
制、平衡的结果,在一定条件下,可能导致孤立波或冲击波1 

2) 3种方程数学结构是相似的,可统一地用式( 26)或( 29)来描述1 3种方程的最高阶非

线性项的阶次都是 3次的, 最高阶弥散项的导数均为 2阶的, 这种数学结构的相似, 就决定了

它们的解有某些共同的特征1 对方程的定性分析的结果表明,在相平面上这些方程存在同宿

轨道或异宿轨道,分别相应于孤波解或冲击波解1 
3) 为了研究 3种非线性弥散波的性质,基于齐次平衡原理的 Jacobi椭圆函数展开是个行

之有效的方法1 利用这种方法能够得到准确的周期解1 不论关于 cn 函数展开还是 sn函数展

开, 3种方程的展开式都有 n = 1, 这是由于它们的数学结构相似所决定的1 根据 Jacobi椭圆

函数的渐近性质,容易判定,当使用 cn函数展开或 sn函数展开, 分别得到孤立波解( 45)或冲

击波解( 48) 1 由式( 45)和( 48)可以看出, 对于等截面圆杆中的非线性纵波,当 c > cs 时, 可能

出现孤立波解, 当 c < c s 时,则可能出现冲击波解 1 对于非圆截面杆中的非线性扭转波和梁
中的非线性波, 当 c > c0时有可能存在孤立波解, 而当 c < c0时,则可能存在冲击波解1 这与

定性分析的结果是完全一致的1 这 3类方程既可能出现孤立波解,又可能出现冲击波解, 是由

于它们均含有 2个弥散项, 且具有不同的正负号1 
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Three Kinds of Nonlinear-Dispersive Waves

in Finite Deformation Elastic Rods

ZHANG Shan-yuan,  LIU Zh-i fang

( In stitut e of Applied Mechan ics , Ta iyuan Univer sity of Techn ology ,

Ta iyuan 030024, P . R . Chin a )

Abstract: On the basis of classical linear theory on longitudinal, torsional and flexural waves in thin

elastic rods, taking finite deformation and dispersive effects into consideration, three kinds of nonlin-

ear evolution equations were derived. Qualitative analyses of three kinds of nonlinear equation were

completed. It is shown that these equations have homoclinic or heteroclinic orbits on the phase plane,

which correspond to solitary wave or shock wave solution respectively. Based on the principle of ho-

mogeneous balance, these equations were resolved by Jacobi elliptic function expansion method. The

results show that the existence of solitary wave solution and shock wave solution are possible under

certain conditions. These conclusions are consistent with that of the qualitative analysis.

Key words: elastic thin rod; finite deformation; dispersive effect; solitary wave; shock wave
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