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新椭球的一些性质
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摘要 :  首先讨论了当多胞形的新椭球是球的充要条件, 然后对算子 Gamma( - 2)的性质进行了探

讨,得出了一些相关的不等式1 
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引   言

众所周知, 对每一个 R
n
中的凸集, 存在唯一的一个椭球, 它关于 R

n
的中的一维子空间的

转动惯量与凸集本身的转动惯量相等,我们称这一椭球为凸集的 Lengendre椭球1 Lengendre椭

球和它的极(称为 Binet椭球)是经典力学中的两个重要概念[ 1-3] 1 

与 Brunn-Minkowski理论相比较,对偶 Brunn-Minkowski理论的发展则要晚很多1 一个自然
的问题是, 在对偶 Brunn-Minkowski理论下,是否存在与经典的 Legendre 椭球类似的对偶几何

体? 这种对偶几何体有哪些值得关注的性质? 运用 Lp 曲率理论
[ 4- 5] , Lutwak, Yang 和 Zhang 发

现了新椭球 #- 2K ,而且证明了一些关于 #- 2K 的漂亮而深刻的结论
[ 6-7] 1 

用 V(K ) 表示 n 维欧氏空间R
n
中的凸体K 的体积, #- 2K 表示凸体K 对应的新椭球(其定

义由 Lutwak, Yang和 Zhang 给出) 1 本文将进一步研究新椭球 #- 2K 的性质, 给出当多胞形的

新椭球是球的一个充要条件, 主要结论是:

定理 1  设 P 是R
n 中的多胞形且以原点作为其内点, u1, u2, ,, uN 是它的各个面的单位

外法向量,若 a i和h i分别表示对应于单位外法向量为ui的各个面的面积以及原点到该面的距

离,记 6
N

i= 1( ai / hi ) = K,那么 #- 2K 是球当且仅当

  6
N

i= 1

( u , ui )
2 a i

h i
=

K
n

对所有的 u I S
n- 1成立1 

一般而言, #- 2K A #- 2L 并不意味着 V(K ) [ V( L ) , 但若 K I Z
*
- 2(其中 Z

*
- 2 =
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#*
- 2K : K I Kn

o ) 时, 算子 #- 2 的单调性可以得到保证, 即

定理 2  设 K I Z
*
- 2, L I Kn

o 1 如果 #- 2K A #- 2L , 那么

  V(K ) [ V( L )1 

1  概念和预备知识

用 K
n
表示欧氏空间R

n
中的凸体(紧的且具有非空内点的凸集) K

n
o 代表 K

n
中包含原点

作为其内点的子集, Xn 表示R
n 中的单位球Bn的体积, S

n- 1表示 R
n中的单位球面1 如果K I

Kn
,那么它的支撑函数 hK = h (K , #) : Rn y (0, ] ) , 定义为

  h(K , u) = max ( u#x ) : x I K ,   u I S
n- 1

, ( 1)

这里的 ( u#x) 表示 u 与x 的标准内积, h( K , u) 有时也写作 hK ( u) 1 如果K 是一个星体且包

含原点作为其内点, 那么它的径向函数 Q( K , #) 定义为

  Q( K , u) = max K\ 0: Ku I K , ( 2)

其中 u I S
n- 11 

凸体 K I Kn
o ,则 K 的极K

*
(见文献[ 8] )定义为

  K
*
:= x I R

n
| ( x#y ) [ 1, y I K 1 ( 3)

如果 K I Kn
o , 由支撑函数、径向函数和极体的定义可得

  hK* = 1/ QK 及 QK* = 1/ hK 1 ( 4)

对K , L I Kn
和 E> 0, 它们的 Firey L 2- 组合K + 2E#L 是一个凸体, 其支撑函数可以定义

为[ 5- 6]

  h(K + 2E#L, #)2
= h(K , #) 2

+ Eh( L, #) 21 ( 5)

对K , L I Kn
, K 和L 的L2- 混合体积V2( K , L ) 定义为

  n
2
V2( K , L ) = l im

E y 0
+

V( K + 2E#L ) - V(K )

E
1 ( 6)

这一极限的存在性由 Lutwak给出[ 4] 1 Lutwak在文献[ 4]中还证明了对每一个以原点为对称中

心的凸体,相应地存在一个定义在 S
n- 1 上的正的 Borel测度 S2( K , #) , 使得

  V2( K , Q) =
1
nQS

n- 1hQ ( v)
2dS2( K , v )1 ( 7)

对每一个 Q I Kn 成立1 
文献[ 5]中, Lutwak又证明了 S2( K , #)对经典的表面积测度 SK是绝对连续的,并有Radon-

Nikodym 导数

  
dS2( K , #)

dSK
=

1
hK
1 ( 8)

对 u I S
n- 1

,凸体K 的新椭球 #- 2K 定义为
[ 6]

  Q- 2
#
- 2

K ( u) =
1

V(K )QS n- 1
( u#v ) 2dS2( K , v) 1 ( 9)

设 P 是R
n 中的多胞形并以原点作为其内点, ui

N
i = 1、 ai

N
i= 1及 h i

N
i = 1的定义同定理1,

那么, S2( P , #) 的测度集中在点 u1, ,, uN I S
n- 1

,且 S2( P , ui ) = ai / h i ,因此,对多胞形P ,当

u I S
n- 1时,

  Q- 2
#
- 2

P ( u) =
1

V( P ) 6
N

i= 1

( u#ui )
2 a i

h i
1 ( 10)
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设K , L I Kn
o ,在 L 2空间中,仍有经典的Minkowski不等式

  V2( K , L ) \ V(K )
( n- 2) / n

V( L )
2/ n

, ( 11)

等号成立当且仅当 K 是L 的一个压缩1 

设K、L 是一个星体,由 K 和L 的对偶混合体积可以定义为[ 4]

  �V- 2( K , L ) =
1
nQS

n- 1 Q
n+ 2
K ( v ) Q- 2

L ( v) dSv1 ( 12)

对K 和L 的对偶混合体积,又有以下基本的不等式:

  �V- 2( K , L ) \ V(K )
( n+ 2) / n

V( L )
- 2/ n

, ( 13)

等号成立当且仅当 K 是L 的一个压缩1 这一不等式可由 HÊ lder 不等式和式( 12)直接推出1 

2  多胞形的一个性质

本节我们首先给出多胞形的新椭球是球时的一个性质,然后再建立一个相关的不等式1 

定理 2. 1  如果 P是R
n中的多胞形,且以原点作为其内点, ui

N
i = 1、 ai

N
i = 1、hi

N
i= 1及 K

的定义同定理 1,那么 #- 2P 是球当且仅当

  6
N

i= 1

( u#ui )
2 a i

h i
=

K
n

( 14)

对任意的 u I S
n- 1成立1 

证明  如果式( 14)成立,那么由定义式( 10) ,对所有的 u I S
n- 1

,

  Q- 2
#
- 2

P ( u) =
K

nV(P )
,

这就意味着 #- 2P 是一个球1 

反之,若 #- 2P 是一个球, 则必定存在一个实数 R , 使得

  Q- 2
#
- 2

P ( u) = R ( 15)

对所有的 u I S
n- 1成立1 

在式( 10)中分别取 u = ei ( i = 1, ,, n) , 并将所有的不等式相加可得

  nR =
1

V( P) 6
N

l= 1
6
n

i= 1
( ei#ul )

2 al

hl
=

K
V(P )

1 ( 16)

结合式( 15)和( 16) ,即得式( 14) ,证毕1 
定理 2. 2  在定理 2. 1的条件下,

  V( #- 2P ) \ Xn 6
N

i= 1

( h iai ) K
n/ 2

,

等号成立当且仅当 #- 2P 是一个球1 
证明  不失一般性,设 e1, e2, ,, en为n维空间的一组单位正交向量, P一个多胞形,它对

应的新椭球 #- 2P的中心在坐标原点, 它的 n个轴与e1, e2, ,, en的方向一致(习惯上称这一位

置为椭球的标准位置) ,那么

  V( #- 2P ) = Xn Q#
- 2

P( e1) Q#
- 2

P( e2) ,Q#
- 2

P ( en)1 ( 17)

由 #- 2P 的定义知

  Q- 2
#
- 2

P ( ei ) =
1

V(P ) 6
N

l = 1

( ei# ul )
2 al
hl

,

因而
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  6
n

1

Q- 2
#
- 2

P( ei ) =
1

V( P ) 6
n

i= 1
6
N

l= 1

( ei#ul )
2 a l

h l
=

    1
V( P) 6

N

l= 1
6
n

i= 1

( ei#ul )
2 al
h l
1 

由于 + ul +2
= 6

n

i= 1
( ei#ul )

2
= 1, 所以

  6
n

1

Q- 2
#
- 2

P( ei ) =
K

V( P )
1 ( 18)

由算术几何平均不等式得

  
6
n

i= 1

Q- 2
#
- 2

P ( ei )

n
\ 1

n

Q
2
#
- 2

P ( e1) Q
2
#
- 2

P ( e2) ,Q
2
#
- 2

P( en )

即

  Q#
- 2

P ( e1) Q#
- 2

P( e2) ,Q#
- 2

P ( en) \ 6
n

i= 1

( Q- 2
#
- 2

P ( ei ) ) n
- n/ 2

,

等式成立当且仅当 Q#
- 2

P( e1) = Q#
- 2

P ( e2) = ,= Q#
- 2

P ( en) , 即 #- 2P 是一个球1 

由式( 17)和( 18)可得

  Q#
- 2

P ( e1) Q#
- 2

P( e2) ,Q#
- 2

P ( en) \ nV( P)
K

n/ 2

,

从而

  V( #- 2P ) \ Xn
nV(P )
K

n/ 2

1 

对于多胞形 P , 其体积可表示为

  V(P ) =
1
n 6

N

i = 1

hia i ,

所以

  V( #- 2P ) \ Xn 6
N

i= 1

( h iai ) K
n/ 2

,

等号成立当且仅当 #- 2P 是一个球,证毕1 

3  算子 #- 2的单调性

用 Z
*
- 2表示如下中心对称的凸体: Z

*
- 2= #*

- 2K : K I Kn
o 1 本节我们将给出 #*

- 2在 Z
*
- 2

中的单调性的证明, 主要结论是:

定理 3. 1  设K , L I Kn
o 1 如果 #- 2K A #- 2L , 那么

  
V 2( K , Q)

V(K )
\

V2( L, Q)

V( L )
( 19)

对所有 Q I Z
*
- 2成立1 

证明  由积分表示式( 7)、定义式( 10)及 Fubini. s定理可得

  
V 2( K , #

*
- 2L )

V(K )
=

V2( L , #
*
- 2K )

V( L )
1 ( 20)

因为 Q I Z
*
- 2,那么一定存在 M I Kn

o , 使得 Q = #*
- 2M 1 由式( 20)得
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V 2( K , Q)

V(K )
=

V2( K , #
*
- 2M)

V(K )
=

V2( M, #
*
- 2K )

V( M)
, ( 21)

同理

  
V 2( L , Q)

V( L )
=

V2( M, #
*
- 2L )

V(M )
( 22)

因 #- 2K A #- 2L ,所以 #*
- 2K B #*

- 2L , 也即

  h#*

- 2
K ( u) \ h#*

- 2
L ( u) ,   对所有的 u I S

n- 1成立 1 

由式( 7) ,可得

  V2( M, #*
- 2K ) \ V2( M, #*

- 2L ) ,

联系式( 21)和( 22)得式( 19) ,证毕1 

推论 3. 2  设K I Z
*
- 2, L I Kn

o 1 如果 #- 2K A #- 2L , 那么

  V(K ) [ V( L )1 

证明  因为 K I Z
*
- 2,在式(19) 中取 Q = K , 由式( 11)可得

  1 \
V2( L , Q)

V( L)
\ V(K )

( n- 2) / n
V( L )

2/ n

V( L)

即

  V( L ) \ V(K )1 

定理 3. 3  设K , L I Kn
o 1 若对所有的 Q I Kn

o 有 V2( K , Q) [ V2( L , Q) , 那么

( � )
V( #- 2K )

2/ n

V(K )
\

V( #- 2L )
2/ n

V( L )
; ( 23)

( � )
V( #*

- 2K )
- 2/ n

V(K )
\

V( #*
- 2L )

- 2/ n

V( L )
, ( 24)

每一个等号成立的条件是当且仅当 K = L 1 

为证明定理 3. 3,我们首先引进如下引理:

引理 3. 4[ 7]  若 K , L I Kn
o , 则

  
V 2( L , #2K )

V( L )
=
�V- 2( K , #- 2L )

V(K )
1 

定理 3. 3的证明

( � ) 因为对所有的 Q I Kn
o 有 V 2( K , Q) [ V 2( L , Q) ,取 Q = #2M,则对任何 M I Kn

有

  V2( K , #2M ) [ V2( L , #2M ) , ( 25)

等号成立当且仅当 K = L 1 

由引理3. 4,有

  V(K )�V- 2( M, #- 2K ) [ V( L )�V- 2(M , #- 2L )1 ( 26)

取 M = #- 2L 由式( 13)得

  
V( #- 2K )

2/ n

V(K )
\

V( #- 2L )
2/ n

V( L )
, ( 27)

等式成立当且仅当 #- 2K 与 #- 2L 互为压缩1 
由引理3. 4,不等式( 25)与( 26)等价, /当且仅当 K = L 0包含了式( 27)中等号成立的条

件,由此我们得到式( 23)中等式成立的条件1 

( � ) 因为 V2( K , Q) [ V2( L , Q) ,取 Q = #*
- 2M ,对任意的凸体 M I Kn

o , 有
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  V2( K , #*
- 2M) [ V2( L , #

*
- 2M) , ( 28)

等式成立当且仅当 K = L 1 
联系不等式( 28)、等式( 20) ,可得

  V(K ) V2( M, #
*
- 2K ) [ V( L ) V2( M, #

*
- 2L ) 1 

取 M = #*
- 2L 考虑式( 11) ,又可得

  
V( #

*
- 2K )

- 2/ n

V(K )
\

V( #
*
- 2L )

- 2/ n

V( L )
, ( 29)

等式成立当且仅当 #*
2 K 与 #*

2 L 互为压缩1 
由式( 28)和( 29)等号成立的条件,得式( 24)中等号成立的条件是当且仅当K = L , 证毕1 
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Abstract: The polytope whose new ellipsoid is a ball was first characterized. Furthermore, some

properties for operator Gamma( - 2) were proved and some inequalities were obtained.
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