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基于奇异值分解的 SG CMG 操纵律分析

张景瑞

(北京理工大学 宇航科学技术学院
,

北京 10以)8 1)

(陈立群推荐)

摘要 : 基于奇异值分解理论
,

对航天器姿态控制系统中使用的单框架控制力矩陀螺 (以〕CMG )的

操纵律进行了分析和比较研究
.

借助于奇异值分解方法
,

分析了各种操纵律逃逸奇异的机理
,

重

点分析了各种操纵律对陀螺构型奇异性
、

输出力矩误差的影响
.

通过仿真算例定量地分析与比较

了各种操纵律的性能
,

所得结果可供工程设计人员参考
.
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引 言

单框架控制力矩陀螺(SG CMG) 具有功耗小
、

结构简单
、

可靠性高
、

力矩放大能力强等优点
,

目前已经被广泛用作大型航天器的姿态控制执行机构
,

如法国的 spe rt
一

5
、

前苏联的MI R[ ’〕等
.

近年来
,

SG CMG 也被用于具有快速姿态机动要求的中小型卫星
,

如法国的 Pl 白ad e s 、

土耳其的

B ilsa t 等仁2 ,〕
.

SGC MG 使用中存在的最大困难是构型奇异问题
,

此时各陀螺的输出力矩垂直于要求的力

矩方向
.

SGC MG 的奇异不仅与其几何构型有关
,

也与操纵律的设计有关
.

目前已经提出了多

种不同的陀螺群构型
,

如双平行构型
、

三平行构型
、

金字塔构型
、

屋顶型构型
、

五棱锥构型

等仁“3
,

它们的构型奇异特性也不尽相同
.

针对 sG cMG 的构型奇异问题
,

目前已经提出了多种操纵律
,

如伪逆操纵律[,]
、

带零运动的

伪逆操纵律图
、

鲁棒伪逆操纵律图
、

广义鲁棒伪逆操纵律〔
‘0]

、

加权鲁棒伪逆操纵律〔”3奇异方

向搜索操纵律仁’23
、

约束的操纵律〔‘, ]等
.

伪逆操纵律是最小二乘意义下的最优解
,

但是不具有逃逸奇异的功能
.

所提出的这些

sGcMG 的操纵律
,

各有优缺点
,

尽管有人做过一些比较研究
,

但是还局限在数值仿真仁
’材5 ]或半

物理仿真〔‘
53的层面上

,

没有从机理上进行系统地分析与比较
,

这给实际应用时
,

sGc MG 操纵

律选择带来了很多困惑
.

因此
,

有必要从机理上对这些操纵律进行比较研究
,

以使航天器设计

人员能够根据任务要求和星载执行机构的实际能力
,

有针对性地选择合适的 SG CMG 操纵律
.
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本文借助于奇异值分解的理论
,

对航天器姿态控制系统中使用 SGC MG 的操纵律进行了详

细的分析和比较研究
.

文中重点分析了各种操纵律对陀螺构型奇异性
、

输出力矩误差的影响

机理
,

比较了各种操纵律在逃逸奇异时
,

奇异值和奇异向量的变化情况
,

讨论了各种操纵律脱

离奇异的路径
.

并用仿真算例定量地比较了各种操纵律的性能
.

所得结果对航天器姿态控制

系统设计人员具有重要参考价值
.

1 SGC MG 构型奇异问题

考虑单框架力矩陀螺群的力矩方程
:

c “ ,‘
= 一

青
:
。 ,

(l)

其中
,

C(舀) 任 R3
‘ “

是与各陀螺角动量的方向有关的矩阵
,

其第 i列即为第 i个陀螺的角动量

方向的单位向量
, 。

是陀螺的个数 ;舀和舀是
。 x l维的陀螺框架角和框架角速度列阵;h 是单个

陀螺的角动量
,

这里假设各陀螺的角动量都相同; T
。

任 护是要求陀螺输出的控制力矩
,

即指

令力矩
,

由姿态控制律给出
.

1
.

I C (引 的奇异值分解

将 C (舀)进行奇异值分解
,

有
c (占)

二

狱u T 二

艺
。‘v‘u
丁

,

(2 )

其中
,

v 任 尺, ‘ ,
,

A 任 尺, ‘ “ ,

u 任 尺二
” ,

A 二 [ 5 0 ]
,

s 任 尺, x ,
,

o 任 尺, ‘ (卜 , )
,

s 二 dia g(
。‘
)

,

i 二 1
,

2
,

3 ; 。‘是 C (引 的第 i个奇异值
,

且假定其按降序排列
,

即
。 l 〕 。 : 〕 。3 ) 0; V 和 U 都

是酉矩阵
, v‘和 “‘分别表示 v 和 u 的第 i列

.

2 操纵律分析与比较

本节借助于奇异值分解理论来分析各种操纵律的特性并比较它们的优缺点
.

首先需要给

出奇异性的度量
.

关于陀螺群构型奇异的度量
,

存在着一些不同的定义
,

这里给出最常用的行

列式型定义
:

尸 二 d e t(c (舀)e (舀)T )
= ,

子
,

}
。

l
,

厂 任 [o
。3龙7 1

.

(3 )

2
.

, 加权伪逆操纵律

考虑如下最优化问题
:

价值函数

m in J

约束条件

=

贰
,,‘,,沁

二

箭
‘

T

‘
: ;

(4 )

hC (占)占 + T
。 二 0

.

(5 )

可写出其 H而hon 函数为

万 =

粤方
T
对 + * T

(, e (‘)舀+ T
。

)
乙

(6 )

其中
,

几是 u gr an ge 乘子
,

p 是对称正定的加权矩阵
.

根据最优控制理论
,

其协状态方程是

孟
二 一

嘿
二

此 + 、c( 引 T * = 0,

口 O

(7 )
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由此得

占
二 一

hP
一 ’C(舀)T几

.

(8 )

云
二

望
二 * e (。)古

+ 乙 二 o
,

口几
(9 )

将式(8) 代人上式得

r
。 二 hZC(吞)p

一 ’C(舀)T几
,

从而可解得

(10 )

、

、ZJ、、月尹1.1,‘
‘..二‘1.

Z口.、
‘

/召、、

‘ =

赤
(C“ , p

一 ’c (‘,
‘
,
一
‘T

c ·

将式(10) 代人式(8)
,

并令 p
一 ’ 二

Q 可得如下加权伪逆操纵律
:

’

‘
二 一

贵。
e (‘,

‘〔C“ , 。C“ ,’〕
一 ’T二

如果令 Q
二 I

,

则式(1 1)退化为熟知的伪逆操纵律
:

‘
= 一

贵
c (‘,

T【C (‘, C“ , T“
一 ‘T二

2
.

2 广义加权鲁棒伪逆操纵律

考虑如下最优化问题
:

价值函数

m in , 二

令{
’

( 11方}}影+ l一:
,

一}私)d
‘ 二

令{
“

(占‘对 + : 万二
。

)d :
,

‘ J O
- 一

‘ J O
(13 )

其中
,

尸
、

w 是对称正定的加权矩阵
,

T
。

是力矩误差
,

T
。 = hc (引占

+ T
。

.

由于这里将力矩误

差作为优化指标
,

所以变成了无约束极值问题
.

可写出城卿g e
函数为

、、.声、‘尹
月斗‘J

‘..1‘.1
了
r
.

、了‘、
L 二

杏(舀
T
污

+ 对w7’
乙

由函数求极值的必要条件
,

有

络
二
对 + 、, e (。)T讹(。)云+ 、e (。)Twr

。 二 0
,

口 O

由此得

舀
二 一

李rp / ; , + e (。)Twc (。)1
一 ‘e (。)T盯

。 .

n
-

(16 )

由逆矩阵的性质
:

[ p / 九2 + C(占)T WC (舀)〕
一 ’C(占)Tw

二

P
一’C (占)T〔C (占)P

一 ‘C (占)T + W
一 ’/ hZ〕

一
’

,

令 p
一 ’ =

Q
,

w
一

l/ 矿
= D

,

可得

‘
二 一

贵二
(‘, T〔C“ ,。C“ , ‘ + D 〕

一 ’T 二
(17 )

上式即为广义加权鲁棒伪逆操纵律【川
.

文献【1 1」推荐的加权矩阵为

, .leseseseseseseeesJ1八
、

人1朽1礼1两朽
尸.月,....‘!.‘

一一EeE一一D

。。。w4功 1 e C
rleses‘.t...eseseseseses

一一Q
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、,、声.产
r

000产
j1.. ..1r/、护

‘
,

几、是小于 1的标量函数
,

几‘ = 几。sin (。t + 势‘)
,

i = 一
,

2
,

3 ; 。是足够小的标量函数
, 。

几。
、

。
、

笋、
、
。。

、

产都是常值设计参数
.

在式(17 )中
,

选择 Q
= 1 4

,

D = “ :
,

就得到鲁棒伪逆操纵律

云
二 一 e (‘)T [e (‘)c (‘)T + 。, 3 j

一‘r
c .

在式(17 )中
,

选择 Q
二 14

,

D 二 。E
,

就得到广义鲁棒伪逆操纵律

方
二 一 e (‘)T [e (‘)c (‘)T + 。E 」

一 ’T
c

.

3 避免奇异的机理分析

3
.

1 伪逆操纵律时的奇异机理

操纵律(12 )可改写为

oex p(
一

解)

‘
二 一

李。
T叨rvs

, 、T l
一 1 :

。 = 一

李。{
“

一’

1
; T :

。 二 -

n
- - 一

n L O J

当 T
C

与 vj 平行时
,

可以记 T
。 =

舰
,

口是 1个常数
,

由于

二 C

沙
。 ,

,

Tvj

则 占
二

=

信 {二::
一

裁
、

,

这说明舀与uj 平行
.

如果 aj 笋 0
,

陀螺的框架角速度只能沿 uj 方向变化 ;特别是如果j

(20 )

二 3时
,

若
。: = 0

,

有占~ ao
,

即操纵律失效
.

由式(20) 可见
,

如果j尹 3
,

即使
。: 二 0

,

操纵律仍然有

效
.

由上述分析可见
,

不是所有的奇异构型都会导致伪逆操纵律失效
,

如果控制力矩 T
。

垂直

于 v 3
,

即使 。3 二 0
,

仍有

占 二 土“、v
沙二

口‘
(2 1)

可见为改善陀螺群的奇异特性
,

需要从两方面采取措施
,

即人为地增大奇异值或改变奇异

向量的方向
.

3
.

2 广义加权鲁棒伪逆操纵律避免奇异的机理

考虑广义加权鲁棒伪逆操纵律(17 )
,

将其改写为如下形式
:

吞 =

占 =

一

贵
。e (。)

·

{(客一
: ,。(客

·iu ‘?
:,

· D ,
一 ’r

·

一

贵
。。(‘,

·

{
客客

: 一 : ·

JQU
‘·

卜 D ,
一 ’T二

(22 )

(2 3 )

a) 加权矩阵 D 的作用

为清晰地显示 D 的影响
,

令 Q
= 1

.

由于

二笋

。

了J
。,亨廿,1八曰r..Z

I
一一

“

Tuj

则式(23) 变为

启
二

一

贵
e (。)

·

:客
·

*
‘·
:
· D ,

一 ‘r 二

(24 )
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3

如果选择 D 二

万宁认
,
丁则

i二 l

: ‘
二 一

贵
。(。)T

喀
(·号

· : : ,
V /V

丁,
一 ’r 一

(25 )

此时即使出现奇异
,

即 。3 二 o
,

上述操纵律也同样能够工作
.

如果取 D 二
分音

, 3 ,

歹
,

那么上式中

只有第 3个奇异值由。变为宁3
,

这实际上减小了引人的力矩误差
.

可见加权矩阵D 的作用主

要是改变 C (引 的奇异值
.

如果 D 取为一般的对称正定矩阵
,

除了改变 C(引 的奇异值外
,

也

会对其奇异向量产生影响
,

但是这种影响不容易估计
,

因而也无法有效地利用
.

b) 加权矩阵 Q 的作用

考虑式(17 )
.

为清晰地了解 Q 的作用
,

令 D 二 0
,

Q 并 I
,

此时式(17) 退化为式(11)
.

记

U 二
[ U , U Z〕

,

U l e 双
n x ,

,

u : 任 尺
n x (“ 一 , )

,

则式(11)变为

占
= 一

令。。
‘俨 [。v T。。

, 俨〕
一 , :

。 二 一

令。。
‘〔、。T。。

‘〕
一

,俨 r
c 二

I乙 I乙

一

青
。

}
打‘“

言
1‘

一 ’

1
。 :

C = 一

贵
。1。:。‘

1

[百
’

]
叨 T

一贵客套
“
护
丁T 一

其中右‘是 u l u丁Qu l
的第 i个列向量

.

当 T
。

与 v] 平行时
,

记 T
。 二

再
,

由于

v

Tvj
=

云
二 -

信 {二
看
; (26 )

比较式(20) 和(26)
,

很清楚 Q的作用是改变了奇异向量的方向
.

如果
。‘旁。

,

陀螺的框架角速

度不必沿 “‘方向变化 ;可以选择时变的 Q来实时地改变右、的方向
,

从而使框架角速度不断调

整
,

以改变框架构型
,

使其脱离奇异
.

如果 i = 3
,

当奇异时 。3 = 0
,

有启一 ao
,

即仅仅使用加

权矩阵 Q的操纵律仍然失效
.

因此在应用中
,

应该同时使用 D 和Q
,

前者用来改变奇异值
,

后

者用来改变奇异向量的方向
.

虽然文献「llj 推荐了一种 D 和Q的选择方法
,

但是用起来并不

方便
,

且没有将奇异方向的改变同奇异值的敏感性联系起来
.

关于 D 和 Q 的选择
,

作者将在

另一篇文章中讨论
.

4 仿真 结 果

考虑即构型的陀螺群
,

使用公式(3) 中定义的 厂作为奇异度量
,

下面比较一般伪逆操纵

律(GP)
、

鲁棒伪逆操纵律(RP )和加权鲁棒伪逆操纵律(W RP)的特性
.

为突出研究结果
,

RP 只

考虑选择加权矩阵 D
,

而 W R p 只考虑加权矩阵 Q
.

为了检验陀螺群脱离奇异的能力
,

这里指

令力矩为阶跃信号
,

以便陀螺群尽快进人奇异状态
.

仿真初始条件为
:

〔占
1
(o ) 占2 (o ) 占3 (o ) 占4(o )」

二

[0 0 0 0」;

[沙, (0 ) 沙2 (0 ) 沙3 (o ) 沙4(0 )」
二

[0 0 0 0」;

‘

指令力矩为

z.
。 二
仁l一55 0 0 1 ; 。 = 泞呈

v 3 v
要

,

誉: = 0
.

姗 1 ;

Q的选择是经过右3 的选择间接实现的
,

当接近奇异时
,

将 “3 偏转一个小的角度
,

以改变奇异向
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量的方向
.

仿真结果如图 1 一 图 3 所示
.

由图 l可见 GP操纵律是陀螺群在 1 5
后陷人奇异

,

之后无

法脱离奇异状态 ; 由图 2 可见
,

RP 操纵律通过适当选择 D 可以使陀螺群脱离奇异
,

但是带来

了输出力矩误差
,

而且脱离奇异后又会反复陷人奇异 ; 图 3 显示出
,

WR p 操纵律通过选择 Q 可

以使陀螺群脱离奇异
,

并且带来的力矩误差很小
,

但是需要较大的框架角速度
.

�
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需要指出的是
,

正常工作状态下
,

陀螺主要吸收周期变化的干扰角动量
,

对于常值干扰
,

由于

其随时间的积累作用
,

会很快使陀螺群饱和
,

陀螺群自身不能脱离饱和
,

需要施加外部卸载
.

5 结 论

本文研究了 SG CMG 作为航天器姿态控制执行机构的奇异问题
.

文中借助于奇异值分解
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理论
,

分析了几种常用操纵律逃逸奇异和引人输出力矩误差的机理
.

分析和比较显示出
,

一般伪逆操纵律脱离奇异的能力较差
,

加权鲁棒伪逆操纵律在避免奇

异方面具有优势
.

但是单独使用加权矩阵 D 或Q的效果并不十分理想
,

单独使用 D 可能导致

大的输出力矩误差
,

单独使用 Q可能导致过大的框架角速度要求
.

如何同时选择加权矩阵 D

和 Q
,

是需要进一步研究的课题
.

本文所得结论
,

对使用 SG CMG 的航天器的姿态控制系统设

计
,

具有重要的参考价值
.

致谢 作者感谢北京理工大学优秀青年教师资助计划(2加7Y印202 )对本文的资助
.
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