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摘要 : 采用球坐标系描述球腔中的液体动力学特性并建立一种轴对称贮腔类液刚祸合系统动力

学模型
.

采用模态展开方法分析了微重环境下球形贮箱中的液体晃动问题
,

给出了球形贮箱内液

体晃动速度势函数和波高函数的 Ga u ss
超几何级数解析表达式

.

采用变分原理推导了系统动力学

系模型
,

利用 Cal erki n 方法对变分方程进行特征频率分析
.

运用 肠侈阴ge 方法及非线性动力学方

法导出了微重力环境下贮箱中液体与航天器结构藕合的动力学方程组
,

并对该方程组进行了数值

计算
,

绘出了非线性藕合充液系统自由度随时间的变化历程
.
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引 言

在建立航天器动力学模型中
,

常常假定某一非线性子系统的动力学行为能被一线性模型

代替
,

在研究航天器贮腔中液体晃动问题时
,

就采用了上述思想
.

虽然液体晃动问题从本质上

说是一非线性问题
,

但过去无论在理论分析或是在实验方面
,

都采用晃动的等效力学模型法来

预测藕合充液航天器的动力学行为
.

关于建立线性模型的方法有很多文献报导[ ’
一

川
.

所有关

于液体晃动问题的线性分析都基于以下共同假设
:
即液体自由液面运动的幅度要远远小于容

器的特征尺寸
.

因此线性藕合航天器模型只有在外部扰动很小或航天器的振动频率远离液体

晃动频率时才有效
.

对大多数充液量情况中液体晃动相似于一非线性软弹簧(基频随着晃动

的幅值增加而降低)
,

在大幅晃动情况下
,

显现出更加复杂的液体谐波运动
.

贮腔的横向运动

不再仅仅产生液体的横向平面运动
,

此时还将产生与横向运动相藕合的面外模态运动
,

进而会

形成具有单一周期的旋转运动
、

多周期的旋转运动
、

混沌周期运动
.

分析表明
,

对于不同的重

力环境下
,

在考虑了液体运动的表面张力后
,

将会观察到更加复杂的液体非线性运动
.

虽然非

祸合情况下的液体非线性晃动也许可以预测藕合系统中液体子系统的动力学行为
,

但必须认

识到
,

不能把非祸合情况下的液体非线性晃动动力学行为叠加到线性航天器动力学行为上并

以此来确定液体
一

航天器祸合系统的动力学行为
.

正 因为如此
,

当涉及到有限幅液体非线性晃

收稿日期 : 2(X) 7
一

际21 ; 修订日期 : 2(X) 8一07
一

03

基金项 目 : 国家自然科学基金资助项目(105 7202 2 ; 107 7202 6)

作者简介 : 岳宝增 (196 2一 )男
,

河南人
,

博士
,

教授( E-
n l ail: b叮u e @ so hu

. c

om )
.

98 3



98 4 击 宝 增

动问题时
,

就必须发展藕合模型来预测航天器运动的动力学行为
.

本文分析了微重力下球形容器内液体的晃动
.

给出了用液体表面位移的特征模态表示的

速度势函数和液体表面位移的解析表达式
,

建立了航天器在单方向与球形腔内液体晃动进行

祸合的动力学模型
.

然后运用 I』g la llge 方法及非线性动力学的基本知识
,

导出了微重力下贮

箱中液体与航天器结构藕合的动力学方程组
,

并对该方程组进行了数值计算
,

绘出了系统各自

由度随时间的变化历程
,

并对数值结果进行了初步分析
.

1 充液航天器液刚祸合动力学模型

本节所研究的球形贮箱内液刚祸合动力学系统如图 1所示
,

由于问题的复杂性
,

我们只考

察航天器在
x

方向与球形腔内液体的非线性动力学藕合问题
.

---气- ,,

图 ,

引人球坐标系统 (甲
, ; ,

0) 并假设液体自由

液面位移芬沿着凡 方向
.

原点 O 选在某一圆锥

的顶点
,

该圆锥与球腔壁相切于新月形静止自由

液面与球腔壁的接触线处
.

在所采用的球面坐

标系下
,

静自由液面 M
、

受扰自由液面 F 以及球

腔壁面 『 可分别由下面的表达式表示
:

M : R 二

而(8 ) ;

尸 : 尺 二 及; (0
,

沪
,
r )

二

RM (口) + 夸(0
,

甲
, r) :

W : R 二 R ; (8 )
.

藕合系统中贮箱内液体运动动能

(l)

上式中

球形贮箱内液刚藕合动力学模型

Tl
二

告可汀
犷‘

·

‘d F
,

R 二 R 。 + V 必

为液体质点的绝对速度
,

其中集中质量 M 对液体的牵连速度为左
。 二 右

.

液体关于贮箱的相对速度为

; ‘
二

(装
9‘·“一 * ·

责霏一
“一 * 一

赢霏
S‘·*

)
‘·

了刁必
_

(获“n口sin甲 + eo so sin 切 -

不i丽而
“Os 沪)j

+邢一却l一R

孙
。

1 时
.

。

、
,

蔽
“0 5 口 一

面丽
“, n u )K

,

将上列 3 项代人式(l) 得

Tl
二

Tl
, + T1

2 + T1
3 ,

式中牵连项

(2 )

T] 二

杏
m 方2

.

“
l 艺

为了比较方便地求出祸合项 T1
2 ,

令必
二
瓜

,

则有
: v 必

二
户
。 ,

运用矢量场 G re en 第 1

T1
2 二

可仃
、 ; ,

·

; ‘d F
二 。

(汀
s,

,
·

瓢
·

仃
; ,

·

瓢

(3)

公式可得

(4 )
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将液体表面运动学条件禅月
。 =

(刁爹月 t)
Co s y; 以及 [‘2 ]

e o s yF 二

NF
·

e及 =

d F 二
{尺; / [(五孚

+

代人式(4)
,

得

尺; sin 口/ 〔(丑牛
+ R知)

sinZ o 十 R称飞
’沱

,

尺孰)
5 1矛o + R称〕

’瓜}do d *
.

厂「
.

刀尸 厂0 厂2二
.

刀尸

T1
2 二 p}}

; Xx
’

前
c o
“r d F = 尸」

。

」
。 X

’

前R于
S‘才o C OS“d少““

·

(5 )

将 R ; =

心
+ g 及 爹

二 e l(t )0 , (8 )
e o s甲 + c Z(t )82(8 )

eo sZ沪 + e 3 (r)夕3 (0 )代人式(5 )
,

得

T1
2 二

戈[ 11亡
l
(t )

。l
(t)2 + 12云

2
(t )

。 1
(t ) + 13 “, (t )

“2
(t ) +

14亡3 (t )
c l(t ) + 25 亡,(r)

。3 (t )]
,

(6 )

其中
, 。1(r)

、 。2 (t)
、 。3 (r )为液体晃动模型的无量纲广义坐标

,

同时为方便
,

将
e 。(t )记为

。3 (t )
,

l、为一系列积分表达式
,

具体内容可参考文献〔12〕
.

由 G ree
n

公式
,

液体动能的相对项为

l r厂厂

二
_ _ _

1 ff
.

日必
.

_

Tl
,

二

音尸}日
_

v 必
·

? 价d V
二

青尸日
_

沪兹 d F
·

(7 )
’

1 乙
’

J J J V 乙
’

J J F a 几

将液体表面运动学条件禅月
。 二

(J爹/ 丙 )co
S 7 ;

,

以及

c o s yr =

踌
·

e* = R r sin o / [(R孚
+ R知)

5 1矛8 十 R称j
‘左

,

d尸 二
{尺; / 〔(R孚

+ R弘)
sin , 0 + R称〕

’左 }d sd甲
.

代人式(7 )
,

得

乙
, 二 h 、a ,

亡、(t) + hZ占,
亡; (t ) + h 3 a ,亡, (t )

。、(t), + h4 b、云, (r )
。1(r)2 +

人5 。 , 。1(t )屯(t) + 人6 。 , 。2 (t )亡
l
(r ) + 入7 。2 。l

(t )云, (r) + 人5 6 ;亡2 (r)
。 l(r ) +

人9 6 ; 云1(t)。2 (t ) + 人,。6 2亡l(r)
。 , (t ) + 人, , 。 2亡2 (t ) + 人12占2亡2 (t ) +

人13 。 1 e l(t)亡3 (t ) + 人,4 。 1亡
l
(r )

。3(, ) + 人15 。3 亡1(t)
。 ,
(t ) +

入:6 6 , 。; (t )亡3(r) + 人17占l亡
l
(r )

。3(t) + 人18占3亡l(t )
。1
(r) +

人,9 a 3亡3(。) + 人, 63 亡3(t ) + 人2 1 。3亡3(: )
c 3 (。)

,

(s)

其中
,

h‘
、 a ‘、

b‘为一系列积分表达式
,

具体内容可参考文献〔12」
.

在藕合系统中
,

贮箱内液体势能由两部分组成
,

即重力场中的位势能 UG 与表面张力势

能 玩

U 二 Ue + 玩
·

取液体静平衡位置为零势能位
,

则有

{!{
、

, 一。d 、
=

{{{
。

砂
’

一“S‘·“d“d“d甲 二

{汀之
“’S‘·“一“d“d口d甲 二

�一月

!es
‘

G石
.U

1 广口广毓

言PgJ
。

}
。 ( “今

一 “备)
s‘n2 0“““甲

·

将 R ; 二

而
+ 参代人上式

,

得

u 。 二

音、{:{犷
(‘R“:

· 6 R弘‘
’ ·

“‘’

(9 )

+
护)

s in2 0 dsd甲 =

e 3 ( t ) kl + 。 l ( r ) , k : + 。2 ( r ) , 人3 + 。3
( t ) , 无; +



986 伍 玉 指
_

一
- - - - ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ -

。1(t)2
。2 (t)无5 + 。 1(t )2

。3(r )k6 + 。, (t )4无7
,

其中
,

k‘为一系列积分表达式
,

具体内容可参考文献「12 ]
.

在上述零势能位基础上
,

表面张力势能为

(10 )

、、卫、了、少
廿

.1.
,曰

. .1
‘..1ZJ.、了了.、玩

二 一

号{{
hK ld ;

‘ J J F

其中
,

h 为沿液体平衡面法向的扰动
,

即

h =
彗
eo s ) , 二

,RM (R弘
+ 尺弘

。)
一 ‘忍

.

K I为由于液面运动所引起的中曲率扰动量
,

即

、, 二 、
, 一 、 二

劣(di
v

价
一 div蝙)

,

“ ‘ 一 “ “ 一 2
、一‘ ’ ‘ ’

尸 一‘ ’ ‘ ’

似 产 ’ (13 )

其中
,

K’ 为扰动液面的中曲率
,

K 为静液面的中曲率
,

价为受扰液面的单位法向量
,

蝙 为静

液面的单位法向量
,

而

踌
二
(eRR ; sin o 一 e 6R 咫

s in s 一 e
声脚 )/

蝙
二

(。丙
一 。夕入娜 )/ 丫瑞

+

瑞
。

.

由式(14 )
,

得

(14 )

(15 )

d ivNF
二 * * ,

{
; ;

晶(NF
.

。; ) + : (NF
.

。* ) +

凳(NF
·

。。) +

L 以 I t 口 口

命
‘、

·

灼 ,
·

揣舜
‘价一

*
,}

二

R 矛, [(R孚
+ R孙)

sin2 0 + R称〕
一 , 左 [

sin3 0(ZR }
+ 3 RFR 知

一 R认* ) 十

sin o{(3双; 一 R、)R称
+ ZR褪礴脚

一

(R孚
+ R知)R、 }

-

e o s口sin2 8(R孚
+ R知)R 。

一 Ze o s o
·

R褪称〕
.

(16 )

将 R ; =

场
+ 夸代人式(16 )

,

忽略非线性项
,

可将 di v

价表示成参和它的微分的形式
:

divNF
二
{ S。, (8 ) + 笋 , , (0 ) + 条5 2 , (o ) + 鲡 5 3 , (0 ) +

肠 5 4、(0 )}
,

(17 )

其中
,

s。, (0 )
、

5 1, (0 )
、

5 2 , (夕)
、

5 3, (8 )
、

5 4 , (0 )的具体表达式可参考文献[ 12」
.

由式(15) 得到

div蝙
二 几耐(尺弘

+ 双漏)
一 ,月 [2尺弘

+ 3 R 月R漏
-

d ivNM

K l

尺认,
一

RM6 (尺孙
+ 尺扬)

C o to」
,

= S。, (8 )
.

因而有

=

令{笋
; , (o ) + 肠5 2 , (o) , 鲡 5 3二(o ) +

编 5 4 , (o)}
一 Z

L , 一 ‘皿 、 一 ‘ ’ 二 口 一 ‘ Jr,
、 一

’

二
因 一 J lr,

、 一 ‘ ’ 二

钾
一州

“ ‘ 一 ’ J

有以即所

玩
二 一

子「} : 〔笋
l, (。) + 。、

2 , (。) + 鲡 、3, (。) +

片 J J F

汤 5 4 , (o )」而(R孙
+ R漏)

一 ’忍d F
.

又由于

d F 二 R ; [(R食
+ R孙)

sinZ 夕+ R称〕
’左d od沪二

R , (R弘
+ R杨)

’左 sin o dsd沪
,

所以
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U 。 二 一 丁 } 1 S L SO IM 又o / + gs j ZM 又a ) + S田 。3对又(7 )

扬 5 4 , (0 )〕R弘
sin o dad *

·

将 爹
二 c l (: )0 1(8 )

eo s甲 + e Z(t)02(o )
e o sZ 甲 + e 3(t )03(8 )

,

其中

同周向波数 m (m
二 O

,

1
,

2) 的基阶晃动模态
,

代人式(18 )
,

得

十

(18 )
,

夕; (8 )
、

口2 (夕)
、

83(0 )为具有不

玩
二 、le

子(: )
+ q Z e

圣(
: ) + q 3。

音(
‘)

其中
,

q‘的具体内容可参考文献[ 12〕
.

藕合系统中弹簧
一

质量 M 子系统的动能
、

势能分别为

~ 1
. , 、

1
, , ,

l
, , , ,

场
“

万
‘服一 叭 二

百材 一

整个系统的 I』g ra llge 函数应为

L 二
踢 + TI

. + T1
2 + Tl

。 一
玩

一
姚

一
玩

·

将有关表达式代人上式
,

则得到 L关于 X
、 a 、(t )

、

占‘(t) 及
c 、(t) 的表达式

,

即

(19 )

: 二

合(
、 + m )‘, + ‘〔,

1
亡, (‘)

·, (, )2 + , 2亡2 (‘), ·1(, ) + , 3亡l(: )
·2 (‘) +

‘4 亡3 (‘)
·l‘。) + , 5亡

,
(, )

·3 (‘)〕
一

告、
2 + 、l· l云1(‘) +

人2 。 l亡l(r)
。 l(t )’ + 人3 。 1云l(r )

。 1(t )2 + 人4 吞,
亡1(r )

。1
(: )’ + 人5。 ; 。1(t )亡2(t ) +

h 6 a , e Z(t)
e l
(r ) + h 7 a Z e l(t)

e l
(r) + hs占; e Z(t)

e , (t) + hg b le l(r )
e Z(: ) +

人10 6 2 云, (t )
。 1
(t ) + 人, l 。2 亡2 (t ) + 人, 2吞2云2 (r ) + 人13 。 1。 1

(r )云3(t) +

人14 。 1云1(t )
。3 (t ) + 人15 。 : 云l(t )

。 1(: ) + 人16 6 1。 1(t )亡3(r ) +

人17 6 1亡1(r )
。3(r ) + 人,5 6 3。 , (t )亡1(r ) + 人一9 。 3亡3(r ) +

人加 6 3亡3 (t ) + 人2 : 。 3。3(t )亡3(t )
一
[
。3(r)人

, + 。, (t ), 无: + 。2(r), 无3 +

e3 (t )2无
; + 。 l

(: )
2 。2 (t )无5 + 。 ,

(r)2 。3 (t )无6 + 。 1
(r )

4 无7〕
-

「q , e

子(
‘) + q Z e

圣(
‘) + q 3 e

号(
‘)」

.

(20 )

由
。‘
(: )

、

6‘(: )与
c‘
(‘)之间的关系

,

最后可得到 L 关于 X
、 e ‘

(t )及它们的导数的表达式
. a ‘

(: )
、

6‘(t) 与
c‘(t )之间的关系可参考文献「12〕

.

从而有

: 二

杏(、 + m )方,

乙

+ 戈仁1
1
亡
1
(t)

。l(t )2 + 12亡2 (r )
。l(r) +

, 4 亡3(: )
·l
(: ) + , 5亡

1
(: )

·3(, )〕
一

告kX
, + (m l· 1“, +

13 e ,
(r)

e Z(r ) +

n 1 hZ )云
1
(r)’ +

(m l。 1人: + 。 , 人4 )亡
l
(r )

2 。1
(t)2 + (m l。 ,人5 + m Z 。2人: +

。 1人: + 。 2人10 )
。,
(r)亡

l
(t )亡2 (t ) + (m

l。 1 人6 + 。 , 九9 )亡
,
(t )’

。2 (r ) +

(m Z 。 2九11 + 。2人,2)亡2 (r)2 + (m
l。 1人13 + 。 1人16 +

n 3 h l: + m 3 n 3 h 15 )
e l
(r )亡

l
(t )云3(t) + (m

l。 l人1; + 。 1 人, 7
)亡

1
(r )2

。3 (r ) +

(m 3 n 3 h 19 + n 3人, )亡3(‘)
2 + m 3 几 3人2 , 。3(: )亡3 (t)

’ -

【
e 3 (r )k

l + e l
(r)2 无

: + 。2
(t)2 k3 + 。3(t )

Zk ; + 。1
(t )2

e 2 (t )k
s +

。 ,(, )2
。3 (, )无6 + e l

(‘)
4 人7 1

一

[ q
l e

予(
‘) + q Z e

子(
‘) + 。3 e

蛋(
, )J

.

藕合系统中弹簧
一

质量 M 结构子系统的耗散函数 R
,

为

(2 1)
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R
。 二

冬礴
2

.

乙
(22 )

将式(21 )
、

(22 )代人城卿ge 方程
,

得到以下系统动力学方程

(材 + m )戈 + 碗 + (己, m ; + JZ )
。 l若, (r) + 状

二
FX

,

(‘lm l + dZ )
。 ,戈 + [2 (m ; 。 l人: + 。 , 人2 ) + 2(m l。 l人3 + 。 lh4 )

。 l(t )2 +

2(m , 。 1人6 + 。】人9 )。2 (t ) + 2(m l。 1人l; + 。 1人17)。3 (t )」石;(r) +

(m , n , hs + m Z n Z h: + n l hs + n Z人10 )。l(t )eZ(r) +

(m , n , h t3 + n , h 16 + n 3h 18 + m 3 n 3h ,5 )e , (t)
e3(r) +

2 (m l 。 1人3 + 。 , 人4 )亡, (t )’ + 2(m ; 。 ;人6 + 。l入9 )云, (r)云2(r) +

2 (m
1 n lh , ; + n lh , 7)

e , (r)
e3(r) + ZkZ e l(t ) + Zkse l(t )

eZ(t ) +

Zk6 e l(t )
e 3(r ) + 4 k 7 e l

(t ), + 2叮1。, (r)
二 o

,

(m , n , hs + m Z n Z h: + n , h: + n Z h , 0)
e , (r )

e 、(‘) + 2(m Z n Z h , , +

n Z h lZ )
eZ(t) + (m , n lhs + m Z n Z h : + n lhs + n Z h ,。 一 m l n lh 6 -

。 l人9 )亡l(t)2 + 2无3。2 (t ) + 人5 。1(r )2 + 20 2。2(t )
二 o

,

(m I n , 人l: + 。 , 人16 + 。3人18 + m 3 。3人15 )
。, (t )若,(r ) + 【2 (m 3 。3人19 +

n 3人二 ) + 2 m 3 。 3人2 , c 3(t)}石3 (t ) + 〔(m , 。 , 人,3 + 。 , h、6 + 。 3人, : +

m 3 n 3 h巧 )
一
(m l n lh l; + n , 入17 )〕云, (t )2 + m 3 。3人2, 亡3(t )’ +

k ; + 2 k4 e 3(t) + k6 e l(r ), + 2叮3 e 3(t)
二 0

.

(23 )

2 数 值 结果

不难看到
,

对于式(23) 这样复杂的动力学微分方程组
,

要通过分析的方法获得一些深人的

认识是相当困难的
,

因此寻求数值求解途径就成为当然选择
.

考察液固藕合项
,

可以看到创门

均以加速度项的形式出现
,

这表明该祸合系统实质上是在惯性力意义下实现藕合的
.

进一步

考察液体晃动各自由度方程
,

我们发现
,

3 个自由度的晃动模态在广义位移
、

广义速度及广义

加速度意义上均存在藕合项
,

模态之间互相带动
,

相互牵制作用十分明显
.

如果说广义加速度

代表了模态晃动的惯性特征
,

那么加速度项系数随广义位移而变化的特点及惯性项之间的藕

合正好反映了液体晃动过程中质量不断地
、

大量地迁移的特征
.

以下首先给出待仿真系统的有关参数
:
结构质量 M 二 9 800 kg

,

液体质量 m = 3 920 kg
,

结

构阻尼系数
c 二 61 2

.

5 N. s/ m
,

B。 二 ro
,

球腔半径 ; 二 1
.

O m
,

弹簧刚度 k 二 147 61 0 N / m
.

外

激励 Fx 二 8 5的
sin3 t

,

积分步长为 0
.

01 5 ,

系统自由度随时间的变化如图 2 一
图 5 所示

.

从数值仿真结果可以看出
,

充液藕合系统具有强非线性特征
.

结构运动具有明显的拍振

现象
,

随着时间变量的增加
,

结构振动幅值剧烈增大(当时间 t > 1田
s

时
,

尤为明显—如图 2

所示 )
.

周向波数为。及 1 时的液体晃动模态较 2 阶模态对祸合系统动力学特性有更加明显

的影响
.

在实际航天工程中
,

周向波数为 0 及 1 的晃动模态对航天器姿态动力学及控制具有

重要影响 ;前者产生轴向的晃动力而后者产生面外及俯仰晃动力矩
.

数值结果还表明
,

奇数阶

液体晃动模态较偶数阶液体晃动模态呈现更加强烈非线性特性(见图 3
、

4)
.
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图 2 结构位移 X 的时间变化历程 图 3 广义坐标 。 , 的变化时间历程
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s x 一0-
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叫勺
牟别1产急
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4
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3

0
.
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.
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.
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0

一 0
.

0 2

一 0
.
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一 0
.

0 6

一 0
.

08
0 20 4 0 60 80

l/s

100 12 0 14 0

图 4

3 结 论

广义坐标 。: 的时间变化 图 5 广义坐标 c : 的变化时间历程

本文对液
一

刚非线性藕合系统解析研究
,

采用特征模态叠加方法推导了液
一

刚藕合系统的

特征函数
,

并得到了祸合系统的城卿唱e
函数

.

利用自由液面的非线性势能函数
,

将表面张力

效应引人到系统的数学模型
.

本文方法对复杂充液藕合系统的建模具有重要意义
.

结果表

明
:
液体模态和结构模态具有祸合特征

,

高阶模态对藕合系统具有明显效应
,

在航天器的总体

设计
、

建模以及实施姿态控制时必须予以重视
.
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