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摘要:  通过复变函数论的方法,对非对称Ó型裂纹表面受运动载荷的动态扩展问题进行了研究1 

采用自相似函数的方法可以获得解析解的一般表达式1 应用该法可以迅速地将所讨论的问题转

化为 Riemann-Hilbert问题,并求得了非对称扩展裂纹表面分别受到常数运动载荷、阶跃运动载荷作

用下的应力、位移和动态应力强度因子解析解1 利用这些解并采用叠加原理, 就可以求得任意复

杂问题的解1 
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中图分类号:  O346. 1    文献标识码:  A

引   言

近几十年来,对Ó型裂纹的静力学问题已有许多人进行了研究[ 1-4] 1 由于数学上的困难,

人们对动力学问题的研究还远远不够深入[ 5- 10] 1 一些研究者对边缘裂纹和非均匀扩展裂纹进

行了研究,但是大多仅获得了数值解[ 11- 16] ,获得解析解的确很少[ 17-19] ,因此有必要对非对称Ó

型裂纹动态扩展的问题进行研究1 本文对非对称 Ó型裂纹在常数运动载荷、阶跃运动载荷作

用下的动力学问题进行求解, 利用复变函数论的方法给出解的一般表示1 应用该法可以很容

易地将所研究的问题转化为Riemann-Hilbert问题,而后一问题容易用通常的Muskhelishvili
[ 20-21]

方法进行求解1 

1  正交各向异性体弹性动力学反平面问题的相关方程

对于正交异性体,我们选择直角坐标轴和物体的弹性对称轴相一致,所考虑的问题被限制

在反平面上,则正交异性体的反平面运动方程为

  C5552
w /5x 2

+ C4452
w/ 5y 2

= Q52
w /5 t

2
, ( 1)
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式中, C44、C55 为弹性常数, Q为材料密度, w 为沿 z 方向的位移[ 7, 17- 19, 22] 1 采用 Atkinson 变

换
[ 22- 23]

方法,令

  N= x - Gt + Ty , ( 2)

这里 G为复变量, T 为G的函数1 
现构造运动方程的解如下:

  w = ReQ
]

- ]
<( N)dG, ( 3)

式中的积分是在 G的实轴上进行的1 将式( 3)代入式( 1)后可知,只要满足关系式

  C55 + C44T
2
- QG2

= 0, ( 4)

则运动方程( 1)将成为恒等式,因此 <( N) 是由边界条件所确定的任意函数1 
而式( 4)有 2个根, 我们仅取虚部为正的根, 而后可得

  T ( G) = i ( C55 - QG
2
) / C441 ( 5)

因此,在 y = 0上可得到如下一般性结论[ 7, 17-19, 22] :

当 Lw 是齐次函数时, 我们令

  w
0
= Lw , S0

xz = LSxz , S0
yz = LSyz 1 ( 6)

当 LSxz、LSyz 是齐次函数时,我们令

  w
0
=

5
5 t

Lw , S0
xz =

5
5 t

LSxz , S0
yz =

5
5tLSyz , ( 7)

式中, L = 5 m+ n
/ (5xm5t n) , 其反演为 L

-
= 5- m- n

/ (5x - m5 t
- n

) , 这里的+ m + n、- m - n和

0分别表示( m+ n) 阶导数、( m+ n) 阶积分和函数本身 1 称此 m、n 为自相似指数,它们均表

示整数[ 1, 3, 22] 1 则总有[ 7, 17-19, 22]

  S0
yz =

1
t

ReF ( S) , S0
xz =

C55

C44 t
Re F( S)

T( S)
,
5w 0

5S =
1
C44

Re F ( S)
T ( S)

, ( 8)

式中, S= x / t1 这样就可以将所讨论的问题转化为零次齐次函数,即自相似函数1 

若令 f ( S) = F ( S) / T( S) , 则式( 8)变为[ 17- 19, 22]

  S0
yz =

1
t

Re[ f ( S) T( S) ] , S0
xz =

C55

C44t
Ref ( S) ,

5w 0

5S =
1
C44

Ref ( S)1 ( 9)

2  非对称Ó型裂纹动态扩展的说明

设在 t = 0时刻,在无限远处受到大小为 P 的载荷作用, 开始出现一无限小的微观裂纹,

图 1  反平面问题的非对称裂纹

动态模型示意图

并以常速V1、V 2(小于声速)分别沿 x 轴正、负方向不

对称扩展,且 V 1 > V2 > 0, 关于反平面问题的非对

称 Ó型裂纹动态模型见图 11 对于 x 轴此模型有几

何的和力学的对称性 1 关于 y 轴则没有,因为裂纹

是非对称扩展的 1 在 y = 0, - V2t < x < V1 t是基

体中裂纹的位置;且在这个区间上作用闭合力 P ,其

大小为未知, 待定 1 该力代表裂纹尖端后部区所受
切应力 S1 因为当裂纹高速扩展时, 它的尺寸必然

与变量 x、t有关, 则裂纹面所受的载荷也一定与变

量 x、t有关1 
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3  裂纹不对称扩展问题解的基本形式

假设在 t = 0时刻,正交各向异性体上开始出现一微观穿透裂纹,我们选择直角坐标轴和

物体的弹性坐标轴一致, 所考虑的问题都被限制在 x-y 平面上,裂纹以常速 V1、V2 分别沿 x 轴

正、负方向不对称扩展,且 V 1 > V2 > 0, 则所考虑问题将转化为以下边界条件问题:

  
Syz ( x , 0, t ) = f 1( x , t ) ,   - V2t < x < V 1t ,

w ( x , 0, t ) = 0,   x < - V2 t 或 x > V 1t 1 
( 10)

引入 S= x / t , 利用式(9) 和广义函数论[ 24- 25] 中的 tD( x ) = D( x / t ) , 可以把以上边界条件

变化为以下边值问题:

  
Re[ f ( S) T ( S) ] = f 2[ S, D( S) ] ,   - V2 < S < V 1,

Ref ( S) = 0,   S < - V2或 S > V11 
( 11)

则利用式( 9)和以上条件,可确定单一未知函数 f ( S) 的形式:

  f ( S) = f 3[ S, N( S) ] 1 ( 12)

进而可以把所研究问题归结为 Keldysh-Sedov 问题:

  
ReN( S) = 0,   S < - V2 或 S > V1,

ImN( S) = 0,   - V2 < S< V 11 
( 13)

综合考虑不对称性、无穷远条件以及裂纹尖端的奇异性[ 26- 28] ,可得以上问题解的形式:

  N( S) = Q[ ( V1 - S) , ( V2 + S) ] 1 ( 14)

而后利用式( 9)、( 5)后,就可以很容易地推导出裂纹不对称扩展问题的应力、位移和应力

强度因子的表达式1 

4  具体问题的解

为了更好的解决正交各向异性体的断裂动力学问题, 对受集中载荷作用下的 Ó型运动裂

纹进行求解,并根据广义函数原理, 利用自相似函数方法将不同边界条件问题转化为Keldysh-

Sedov混合边值问题,从而获得了相应问题的解1 
1) 设在 t = 0时刻,坐标原点处开始出现一微观裂纹,并以常速 V1、V2分别沿 x 轴正、负方

向不对称扩展, 且 V1 > V2 > 0, 同时裂纹表面受到常数集中力 P 的作用,并假定此力以速度 A

< V1沿 x 轴运动 1 在 y = 0的半平面上,问题的边界条件可以表示为

  
Syz ( x , 0, t ) = - PD( x - At ) ,   - V 2t < x < V1 t ,

w ( x , 0, t ) = 0,   x < - V2 t 或 x > V 1t1 
( 15)

显然,此问题为位移齐次,这里的 L = 1,利用 S= x / t及广义函数论[ 24- 25] ,根据式( 9)、( 6)

可将边界条件( 15)的第 1式写为

  Re[ T ( S)f ( S) ] = - Pt D( x - A) = - PD( S- A) ,   - V2 < S < V1, ( 16)

则由上式可推知 f ( S) 的解必为如下形式:

  f ( S) = N( S) / ( S- A)1 ( 17)

式中, N( S) 在区间- V 2 < S< V1中无奇点,又由于T ( S) 在亚音速内为纯虚量,因此 N( S) 在

区间- V2 < S < V 1上一定为纯实量1 这样,问题( 16)导致

  
ReN( S) = 0,   S < - V2 或 S > V1,

ImN( S) = 0,   - V2 < S< V 11 
( 18)
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考虑到不对称性、无穷远条件以及裂纹尖端的奇异性[ 26-28] , 可得Keldysh-Sedov问题( 17)的

唯一解为

  N( S) =
A

( V1 - S) ( V2 + S)
, ( 19)

这里 A 为待定实常数1 
将式( 19)代入式( 17)得

  f ( S) =
A

( S- A) ( V1 - S) ( V2 + S)
, ( 20)

而后把式( 20)代入式( 16)、( 5)中, 当 S y A时即可确定实常数A 为

  A =
P [ ( V1 - A) ( V 2 + A) ] 1/ 2

P ( C55 - QA
2
) / C44

1 ( 21)

然后把式( 20)、( 5)代入式( 6)、( 9)后,即可得 y = 0上的应力 Syz、位移 w、动态应力强度因子

K 3( t ) 分别为

  Syz = S
0
yz =

1
t

Re[ f ( S) T ( S) ] =
1
t

Re
A#T( S)

( S- A) ( S- V1) ( S+ V 2)
=

    
A ( C55 - QS2

) / C44

( S- A) ( x - V1 t ) ( x + V2 t )
,   x < - V2 t 或 x > V 1t , ( 22)

  w = w
0
=

1
C44

ReQ
x / t

]
f ( S)dS =

1
C44

ReQ
x / t

]

A

( S- A) ( V1 - S) ( V2 + S)
dS =

    -
A

C44 a1

Re ln
a1 - ( V 1 - S) ( V2 + S)

S- A +
b1

2 a1

x / t

]
=

    -
A

C44 a1

ln
t a1 - ( V1 t - x ) ( V2 t + x )

x - At +
b1

2 a1

,

- V2t < x < V1 t , ( 23)

式中, a1 = V1V2 + ( V1 - V2) A- A2
, b1 = V1- V2- 2A1 它是利用文献[ 29]中的公式得出的1 

  K
(1)
3 ( t ) = lim

x y V
1
t

2P( x - V1 t )
1
t

A ( C55 - QS2
) / C 44

( S- A) ( S- V 1) ( S+ V 2)
=

    A
2P ( C55 - QV2

1) / C44

( V1 - A) ( V1 + V2) t
, ( 24)

  K
(2)
3 ( t ) = lim

x y V
2
t

- 2P( x + V 2t )
1
t

A (C 55 - QS2
) / C44

( S- A) ( S- V1) ( S+ V2)
=

    A
2P ( C55 - QV2

2) / C44

( V2 + A) ( V1 + V2) t
, ( 25)

式中的上角标( 1)、( 2)分别表示 x y V1 t、x y V2 t 时的值1 
2) 假设施加在裂纹面上 x = At点上为一阶跃载荷,而 A是载荷的运动速度,且 A< V1; 其

它条件与上列完全相同, 则问题的边界条件:

  
Syz = - PH( x - At ) ,   - V2 t < x < V1t ,

w ( x , 0, t ) = 0,   x < - V 2t 或 x > V1 t1 
( 26)

这里的H( x ) 是 Heavyside函数,且有Hc( x ) = D( x ) 1 
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显然,本问题应力为齐次,这里的 L = 1, 根据式( 7)、( 9)及广义函数论[ 24- 25]可将边界条件

( 26)的第 1式写为

  Re[ T ( S)f ( S) ] = - PtHc( x - At ) = PAD( S- A) ,   - V2 < S < V 11 ( 27)

则由上式可推知 f ( S) 的解必为如下形式:

  f ( S) = N( S) / ( S- A) , ( 28)

式中, N( S) 在区间- V 2 < S< V1中无奇点,又由于T ( S) 在亚音速内为纯虚量,因此 N( S) 在

区间- V2 < S < V 1上一定为纯实量1 这样,问题( 27)导致

  
ReN( S) = 0,   S < - V2或 S > V1,

ImN( S) = 0,   - V2 < S< V 11 
( 29)

考虑到不对称性、无穷远条件以及裂纹尖端的奇异性[ 26-28] , 可得Keldysh-Sedov问题( 29)的

唯一解的形式:

  N( S) =
A

[ ( V 1 - S) ( V 2 + S) ]
3/ 2, ( 30)

这里, A 为待定实常数1 
将式( 30)代入式( 28)得

  f ( S) =
A

( S- A) [ ( V1 - S) ( V2 + S) ]
3/ 21 ( 31)

而后将式( 31)代入式( 28)、( 5) ,当 S y A时,即可确定实常数 A 为

  A =
PA[ ( V1 - A) ( V2 + A) ] 3/ 2

P ( C55 - QA
2
) / C44

1 ( 32)

在各向同性体中,弹性波的扰动范围可以用半径为 c1t、c2 t的圆形区域来表示,这里 c1、c2

分别是弹性体的纵、横波的波速( c1 > c2)1 而在各向异性体中,扰动的范围不在是圆形区域,

不会超过弹性体的门槛值 Cd = C55/ Q, 这里 C55 为材料的弹性常数 1 当 | x | > Cd t 时,

Im[ T ( S) ] = 0,因而应力、位移皆为0,与初始条件相一致;这说明 y = 0时,弹性波的扰动不会

超过 Cd t1 
然后将式( 31)代入式( 7)、( 9)后, 即可得 y = 0上的应力 Syz、动态应力强度因子 K 3( t ) 分

别为

  Syz = Q
t

]

1
t

Re
A ( C55 - QS

2
) / C44

( S- A) [ ( V1 - S) ( V2 + S) ] 3/ 2dt =

    - ReQ
x / t

C
d

A ( C55 - QS2
) / C44

S( S- A) [ ( S- V1) ( S+ V2) ]
3/ 2dS,   x < - V 2t 或 x > V1 t , ( 33)

  K
(1)
3 ( t ) = lim

x y V
1
t

2P( x - V1 t )ReQ
x / t

C
d

- A ( C55 - QS2
) / C44

S( S- A) [ ( S- V1) ( S+ V2) ]
3/ 2dS =

    2 2Pt
A ( C55 - QV

2
1) / C44

V1( V 1 - A) ( V 1 + V2)
3/ 2, ( 34)

  K
(2)
3 ( t ) = lim

x y- V
2
t

- 2P( x + V2 t )ReQ
x / t

C
d

- A ( C55 - QS2
) / C44

S( S- A) [ ( S- V1) ( S+ V 2) ]
3/ 2dS=

    2 2Pt
A ( C55 - QV 2

2) / C44

V2( V 2 + A) ( V 1 + V2)
3/ 21 ( 35)
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式( 34)、( 35)的极限属于0# ] 型,必须转化为
]
] 型后,方可应用罗比塔( L. Hospital)法则进行求

导计算[ 30] ,从而得出上式的极限值1 

为了表达方便, 我们令

  X = ( V1 - S) ( V2 + S) = V 1V2 + ( V1 - V2) S- S2
, ( 36)

上式中的相关常数又可简单地表示[ 29]如下为

  a = V1 V2, b = V1 - V2, c = - 1, K = 4ac - b
2
= - ( V1 + V2)

21 

通过将式( 31)代人式( 9)后对 S进行积分,就可求出 w
0
:

  w
0
= Qf ( S)dS=

1
C44Q A

( S- A) X
3/ 2dS =

A
C44Q dS

( S- A) X
3/ 21 ( 37)

因为式( 37)中的分母含有 ( S- A) X 3/ 2项, 所以无法利用积分公式进行计算,因此必须转

化为能进行积分的形式[ 29] 1 

利用变量替换: S1 = S- A, 将它代入到式( 36)得

  X = ( V1 - S) ( V2 + S) =

    V 1V 2 + ( V1 - V2) A- A2
+ ( V1 - V2 - 2A) S1 - S2

1, ( 38)

而式( 38)中的相关常数又可表示
[ 29]
如下:

  a1 = V 1V2 + ( V1 - V2) A- A
2
, b 1 = V1 - V2 - 2A,

  c = - 1, K 1 = 4a1 c - b
2
1 = - ( V 1 + V 2)

2
= K 1 

将式( 38)代人式( 37)后对 S进行积分,就可求出 w
0
:

w
0
=

A
C44Q dS

( S- A) X
3/ 2 =

A
C44Q

dS1

S1X
3/ 2 =

A
a1C44

1

X
+ Q dS1

S1 X
-

b1

2Q
dS1

X
3/ 2 =

  A
a1 C44

1

X
-

1

a1

ln
X + a1

S1
+

b1

2 a1

-
b 1

2

- 4S1 + 2b1

K X
=

  A
a1 C44

K - b
2
1

K X
-

1

a1

ln
X + a1

S1
+

b 1

2 a1

+
2b1S1

K X
=

  A
a1 C44

K - b
2
1 - 2b1A

K X
-

1

a1

ln
X + a1

S- A
+

b1

2 a1

+
2b1S

K X
+ C1 ( 39)

因为裂纹扩展的方向是沿着 x 轴的,所以在对 w
0
进行定积分运算时,取常数 C = 01 然

后将式( 39)代入式( 7) ,得出位移 w :

w = Q
t

0
Rew 0dt = ReQ

x / t

]
-

x
S2 w

0dS=

  - Ax
C44a1

ReQ
x / t

]

1

S2

K - b
2
1 - 2b1A

K X
-

1

a1

ln
X + a1

S- B
+

b1

2 a1

+
2b 1S

K X
dS1 ( 40)

上式中的第 2项(不含系数项)可表示为

Q-
1

S2
a1

ln
X + a1

S- A
+

b 1

2 a1

dS =
1

a1
Qln

X + a1

S- A
+

b1

2 a1

d
1
S

=

  1

S a1

ln
X + a1

S- A +
b1

2 a1

-
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  1

a1
Q1
S

1

( X + a1) / ( S- A) + b1/ (2 a1)
@

  [ ( b- 2S) / (2 X ) ] ( S- A) - ( X + a1)

( S- A) 2 dS=

  1

S a1

ln
X + a1

S- A +
b1

2 a1

-

  1

a1
Q1
S

2 a1 ( S- A)

2 a1X + 2a1 + b 1( S- A)

( b - 2S) ( S- A) - 2X - 2 a1X

2 X#( S- A)2 dS =

  1

S a1

ln
X + a1

S- A
+

b1

2 a1

+ Q1
S

dS
( S- A) X

=

  1

S a1

ln
X + a1

S- A
+

b1

2 a1

-
1
AQ1

S
-

1
S- A

dS
X

=

  1

S a1

ln
X + a1

S- A
+

b1

2 a1

+

  1

A a1

ln
X + a
S

+
b

2 a
-

1

A a1

ln
a1 - X

S- A
+

b1

2 a1

1 ( 41)

利用积分公式
[ 29]
可得

  Q dS
S2

X
= -

X
AS +

b

2a
3/ 2 ln

X + a
S +

b

2 a
, ( 42)

  QdS
S X

= -
1

a
ln

X + a
S

+
b

2 a
1 ( 43)

然后将式( 41)、( 42)、( 43)代入式( 40) ,得出位移 w :

  w =
- Ax
C44 a1

Re
K - b

2
1 - 2b1A
K

-
X
AS

+
b

2a
3/ 2 ln

X + a
S

+
b

2 a
-

    
2b1

K
1

a
ln X + a

S
+

b

2 a
+

1

S a1

ln
X + a1

S- A
+

b1

2 a1

+

    1

A a1

ln
X + a
S

+
b

2 a
-

1

A a1

ln
a1 - X

S- A
+

b1

2 a1

x / t

]
=

    - Ax
C44a1

Re -
K - b

2
1 - 2b 1A
K

X
AS

+
1

S a1

ln
X + a1

S- A
+

b1

2 a1

+

    1

a
-

2b1

K
+

(K - b
2
1 - 2b1A) b
2aK

+
1
A

ln
X + a
S

+
b

2 a
-

    1

A a1

ln
a1 - X

S- A
+

b1

2 a1

x / t

]

=

    A
C44a1

Re
K - b

2
1 - 2b1A
K

t X
a

-
t

a1

ln
X + a1

S- A
+

b1

2 a1

+

    ln
a1 - X

S- A +
b1

2 a1

x

A a1

-

1167非对称Ó型裂纹表面受运动载荷的动态扩展问题



    x
(K - b

2
1 - 2b1A) bA- 4ab1A+ 2aK

2a
3/ 2

KA
ln

X + a
S

+
b

2 a

x / t

]
1 ( 44)

然后利用式( 36)、( 38)将 a、b、K、a1、b1换做相应的常数后,我们令

  E1 = K - b
2
1 - 2b 1A= K - b1( b1 + 2A) = K - bb1, ( 45)

  F1 = (K - b
2
1 - 2b1A) bA- 4aAb1 + 2aK = (K - b1b ) bA- 4aAb1 + 2aK =

    KbA- b1A( b
2
+ 4a ) + 2aK = K ( bA+ b1A+ 2a ) =

    K (2bA- 2A2
+ 2a) = 2a1K 1 ( 46)

将式( 45)、( 46)代人式( 44)可得出位移 w :

  w =
A

C44 a1

E1

aK
( V1t - x ) ( V 2t + x ) -

    t

a1

ln
( V1 t - x ) ( V2 t + x ) + t a1

x - At
+

b1

2 a1

-

    
xF1

2a
3/ 2

KA
ln

( V1 t - x ) ( V2 t + x ) + t a

x
+

b

2 a
+

    x

A a1

ln
t a1 - ( V1 t - x ) ( V2 t + x )

x - At +
b1

2 a1

,

  - V2 t < x < V1 t1 ( 47)

5  动态应力强度因子的变化规律

针对具体问题的实际情况需将解析解转化为数值解, 才能更有效地说明动态应力强度因

子的变化规律1 下面我们以式( 24)、( 25)、( 34)、( 35)中的弹性常数
[ 31]
为例来表示动态应力强

度因子与时间的关系,见图 2和图 31 所取参数如下:

  C44 = 8 GPa, C55 = 16 GPa, Q= 2. 7 @ 9. 8 @ 103 N/ m3
,

  V1 = 300 m/ s, V2 = 250 m/ s, P = 200 N, A= 180 m/ s,

表 1 动态应力强度因子 K (1)
3 ( t)、K ( 2)

3 ( t) 和时间 t 的相关数值

动态应力强度因子
t / ms

2 4 6 8 10

K ( 1)
3 ( t ) / (N/m3/ 2) 9 196. 1 6 502. 6 5 309. 4 4 598. 0 4 112. 6

K ( 2)
3 ( t ) / (N/m3/ 2) 8 144. 5 5 759. 1 4 702. 2 4 072. 3 3 642. 3

动态应力强度因子
t / ms

12 14 16 18 20

K ( 1)
3 ( t ) / (N/m3/ 2) 3 754. 3 3 475. 8 3 251. 3 3 065. 4 2 908. 1

K ( 2)
3 ( t ) / (N/m3/ 2) 3 325. 0 3 078. 3 2 879. 5 2 714. 8 2 575. 5

  通过式( 24)、( 25)数值计算可知, 随着时间的延长动态应力强度因子衰减的趋势逐渐减

慢,以至最后趋近于一常数,具有明显的奇异性,见图 2; 相关的数值关系见表 11 这一变化趋

势与文献[ 32-33]的结果相类似,从而说明这一结果的正确性1 对于式( 34)、( 35)数值计算可

知,随着时间的延长动态应力强度因子从 0开始逐渐增加,但是增加的趋近逐渐缓慢, 甚至可

能达到或者超过材料的临界应力强度因子,从而导致结构的破坏, 见图 31 其变化趋势与文献
[ 34-37]相类似, 因而是正确的;相关的数值关系见表 21 
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图 2  动态应力强度因子 K (1)
3 ( t)、K ( 2)

3 ( t) 图 3 动态应力强度因子 K ( 1)
3 ( t )、K ( 2)

3 ( t )

和时间 t的关系 和时间 t的关系

表 2 动态应力强度因子 K (1)
3 ( t)、K ( 2)

3 ( t) 和时间 t 的相关数值

动态应力强度因子
t / ms

2 4 6 8 10

K ( 1)
3 ( t ) / (N/m3/ 2) 319. 5 451. 9 553. 5 639. 1 714. 5

K ( 2)
3 ( t ) / (N/m3/ 2) 99. 190 3 140. 276 2 171. 802 6 198. 380 6 221. 796 2

动态应力强度因子
t / ms

12 14 16 18 20

K ( 1)
3 ( t ) / (N/m3/ 2) 782. 7 845. 4 903. 8 958. 6 1 010. 5

K ( 2)
3 ( t ) / (N/m3/ 2) 242. 965 6 262. 432 8 280. 552 5 297. 570 8 313. 667 2

6  结   论

利用关系式 f ( x , y , t ) = t
n
f ( x / t , y / t ) 且 n为整数,就可以将所讨论的问题转化为零次齐

次函数,即自相似函数 1 凡是满足这个函数关系,均可通过式(6)、(7)、(9) 以 S为变量的齐次

函数类型进行求解1 这一方法不仅在弹性动力学中应用[ 3, 6- 8, 17-19, 22-23]
,而且在弹性静力学中

也可应用[ 20-21, 38-39] ,甚至其它领域[ 39- 40] 1 
采用自相似函数的途径能够获得非对称 Ó型裂纹表面分别受到常数运动载荷、阶跃运动

载荷作用下动态扩展问题的解析解,这可认为是弹性理论的相似种类的动态问题1 解的方法
是以专用的解析函数理论方法为基础, 是简单的和简明的1 通过对一些关于混合边界值问题
解的观测,这已经相当地减少了需要解决这一裂纹扩展问题的计算工作量1 
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Dynamic Propagation Problems Concerning the

Surfaces of Asymmetrical Mode Ó Crack
Subjected to Moving Loads

LB Nian-chun1, 3,  CHENG Yun-hong2,  LI Xin-gang3,  CHENG Jin3

( 1. School of Mater ial Scien ce an d En gineer ing , Shenyang L igon g Univer sity ,

Shenyan g 110168, P . R . China ;

2. Depar tment of Civ il En gineer ing , Nor theastern Univ er sity ,

Shenyan g 110006, P . R . China ;

3. Depar tm ent of Astr onautics an d Mechan ics , Harbin In stitut e of Technology ,

Harbin 150001, P . R . Chin a )

Abstract: By the measures of the theory of complex functions, dynamic propagation problems con-

cerning the surfaces of asymmetrical mode Ó crack subjected to moving loads were investigated. Gen-

eral representations of analytical solutions were obtained by the approaches of sel-f similar functions.

The problems dealt with can be facilely transformed into Riemann-Hilbert problems by this technique,

and analytical solutions of the stress, the displacement and dynamic stress intensity factor under the

action of constant moving loads and uni-t step moving loads situated at the surfaces of asymmetrical

extension crack, respectively, are acquired. By application of those solutions gained and superposition

principle, the solutions of discretionarily intricate problems can be attained.

Key words: complex functions; asymmetrical mode Ó crack; dynamic propagation; sel-f similar func-

tion; analytical solutions
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