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摘要:  对一有限厚度, 处于一维受荷状态, 表面为透水透气面, 底面为不透水不透气面的非饱和

土层 ,依据 Fredlund 的非饱和土一维固结理论, 由液相及气相的控制方程、Darcy 定律及 Fick 定律,

经Laplace 变换及 Cayley-Hamilton 数学方法构造了顶面状态向量与任意深度处状态向量间的传递

关系;通过引入初始及边界条件, 得到了 Laplace变换域内的超孔隙水压力、超孔隙气压力以及土层

沉降的解;实现 Laplace逆变换, 得到了时间域内的解析解; 用一典型算例,与差分法结果进行对比,

验证了其正确性1 
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引   言

几十年来, 岩土力学学术界已经对非饱和土固结理论开展了大量的研究工作,积累了大量

资料, 也取得了很大进展, 国外从 20世纪 60 年代开始研究非饱和土固结问题, 典型的有

Blight
[ 1]
、Scott

[ 2]
、Barden

[ 3]
、Fredlund

[ 4- 5]
提出的固结方程, 其中最为流行的是 Fredlund 固结理

论[ 4] ; 20 世纪 90 年代非饱和土固结问题是国内非饱和土力学研究的热点, 杨代泉[ 6]、陈正

汉[ 7- 8]、沈珠江[ 9]、殷宗泽[ 10]曾先后研究过非饱和土的固结理论,并提出了各自的见解1 

非饱和土有 3种不同的形态:固态、液态、以及气态,对于液态有 3种不同类型: 对于较高

饱和度的土,液相是连续的而气相是不连续的;对于稍低级别饱和度的土, 液相和气相都可以

认为是连续的; 对于更低级别饱和度的土,气相是连续的而液相不连续1 分析非饱和土固结时

需要对 3种类别分别分析1 Fredlund和Hanson[ 4]及 Lloret 和Alonso[ 11]提出了对于一维情况固

结的通用方程,其中空气和液体的流动都认为是连续的, 并采用数学技巧来求解1 Ausilio 和

Conte[ 12]提出对于一维固结的解可以通过液体与气体的沉降率和平均固结率来表述, Conte[ 13]

进一步考虑非饱和土耦合固结进行分析,但以上一维固结非饱和土的解均为数值解1 陈正

汉[ 7- 8]以混合物理论为基础,把有效应力原理和 Curio 对称原理作为非饱和土的两个重要本构

原理,建立了非饱和土固结的数学模型,并求解了其解析解1 
本文依据 Fredlund等的非饱和土一维固结理论、Fredlund液相及气相的控制方程、Darcy定
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律及Fick定律,采用Laplace 变换、Cayley-Hamilton 原理、Laplace逆变换等数学方法,得到了时

间域内的超孔隙水压力、超孔隙气压力及土层沉降的解析解,目前国内外还没有这方面的研究

报道1 给出了一典型算例,分析了不同气、水渗透系数比情况下土体超孔隙水压力、超孔隙气

压力及土层沉降随时间的变化规律,该研究结果将对校核有关非饱和土固结问题的数值分析

结果以及深入研究非饱和土一维固结机理有参考价值1 
基本假定:

1) 固体颗粒和液体状态是不可压缩的;

2) 气体服从 Boyle定律;

3) 气体和液体的流动遵从 Darcy 定律;

4) 忽略温度的变化、空气的溶解、空气以及水蒸气的扩散等;

5) 荷载和变形只发生在一维竖直方向1 

1  基本控制方程

如图1所示的非饱和土层,土层厚度为H , 地表作用有均匀荷载 q ,坐标原点设在地表,深

度方向 z 坐标以向下为正,取底面积为 1、高度为 dz 的单元体V0 = 1 @ 1 @ dz 为研究对象1 

图 1  顶面为自由面、底面为不渗透面的

非饱和土层固结的计算模型

1. 1  液相的控制方程
由于 Darcy流动引起的单元体内液相的体积

变化为液体流入单元体以及流出单元体的体积

差,即

  
5( Vw/ V0)

5t =
kw
Cw

52uw
5z 2

, ( 1)

式中, Vw 为液体的体积(m3
) ; kw 为非饱和土中的

液体渗透率(m/ s) ,假定为常数; uw为超孔隙水压

力(kPa) ; Cw为液相的重度( kN/ m
3) 1 

在文献[ 4-5]中,液相的体积变化可以由这两个应力状态量按如下的本构方程得到:

  
5( Vw/ V0)

5t = m
w
1k
5( R- ua)

5 t + m
w
2
5( ua - uw)

5 t , ( 2)

式中, m
w
1k是液体体积变化系数, 它随着净法向压力 R- ua的变化而变化(kPa) ,其下标/ k0代

表侧限的 K 0条件; m
w
2 是随着吸力 ua - uw 改变的液体体积系数( kPa) 1 

由方程( 1)和方程( 2) ,可导出如下液相连续性方程:

  
5 uw
5 t = - Cw

5 ua
5t - C

w
v
52uw
5z 2

, ( 3)

式中   Cw =
1 - m

w
2 / m

w
1k

m
w
2 / m

w
1k

, C
w
v =

kw

Cwm
w
2
1 

1. 2  气相的控制方程

由于 Darcy流动引起的单元体内气相的质量变化为气体流入单元体以及流出单元体的质

量差,即

  
5( Qa Va / V0)

5 t =
k a
g

52ua
5z 2

, ( 4)

式中, Qa为气体的密度(kg/m3
) ; Va为气体的体积(m3

) ; k a为非饱和土中的气体渗透率(m/ s) ,
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假定为常数; g 为重力加速度(m/ s2) 1 
对式( 4)的左边求全微分,再利用理想气体原理、气体 Boyle定律可得出

  
5( Va / V0)

5 t =
k aRT

g�u
0
aM

52ua
5z2

-
u atm n0(1 - Sr0)

(�u
0
a)
2

5 ua
5t , ( 5)

式中, R 为通用气体常数( 8. 314 J/ ( mol#K) ) ; T 为绝对温度(K) ; M 为气体的平均摩尔质量

(kg/mol) ; n0、S r0分别为受荷前的初始孔隙率和饱和度; �ua为是绝对气体压力( �u a = ua + uatm ,

uatm是大气压) ,当孔隙气压远小于大气压,或者像在快速的固化散热中,绝对气压�ua可被近似

看作常数(例如,在这里用 �u0a来取代 �ua) (kPa) ; u
0
a、�u

0
a分别为固结前受荷后的初始超孔隙气体

压力和初始的绝对气体压力( �u0a = u
0
a + uatm) 1 

文献[ 4-5]中液相的体积变化可以由这两个应力状态量按如下的本构方程得到:

  
5( Va / V0)

5 t = m
a
1k
5( R- ua)

5 t + m
a
2
5( ua - uw)

5 t , ( 6)

式中, ma
1k 为K 0侧向约束条件下由 R- u a净正压力的变化引起的气体体积变化系数(kPa- 1) ;

m
a
2 为由吸力 ua - uw 变化引起的气体体积变化系数( kPa- 1) 1 

根据气相的质量守恒,由式( 5)和( 6)得到如下的气相的质量守恒方程:

  m
a
2- m

a
1k +

uatmn0(1- S r0)

(�u
0
a)

2
5 ua
5t = m

a
2
5 uw
5t +

k aRT

g�u0aM

52ua
5z 2

, ( 7)

若定义

  Ca = m
a
2 m

a
1k - m

a
2-

uatmn0( 1- S r0)

(�u
0
a)

2 ,

  C
a
v = k aRT guaM m

a
1k - m

a
2-

uatmn0(1- S r0)

( �u0a)
2 ,

可以得到

  
5 ua
5t = - Ca

5 uw
5 t - C

a
v
52ua
5z 2

1 ( 8)

1. 3  边界和初始条件

图1中,土层厚度为H , 水平向无限大,位于一刚性不透水不透气的岩层上,其表面瞬时施

加均布荷载 q , 土体侧向不发生变形,水和气体只能从上表面排出,则边界、初始条件为

  
ua(0, t ) = uw(0, t ) = 0,

5ua(H , t )

5z =
5 uw(H , t )

5z = 0,

ua( z , 0) = u
0
a , uw( z , 0) = u

0
w,

( 9)

其中, u0a 和 u
0
w 为 t = 0时刻由荷载引起的初始超孔隙气和水的压力1 

2  解析解的推导

2. 1  超孔隙气压 �u a、超孔隙水压 �uw

对式( 3)、( 8)左右两边均用Laplace转换,整理后

  s�uw = - sCw�ua +
C
w
v Cw
kw

5�vw
5z + u

0
w + Cwu

0
a , ( 10)

  s�u a = - sCa�uw +
C
a
vg

k a

5�J a

5z + u
0
a + Ca u

0
w1 ( 11)

式( 10)和( 11)重新组合形成
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5�vw
5z = s

kw

C
w
v Cw

Cw�ua + s
kw

C
w
v Cw
�uw -

k w

C
w
v Cw

( u
0
w + Cwu

0
a) , ( 12)

  
5�J a

5z = s
k a

C
a
vg
�u a + s

k a

C
a
vg
C a�uw -

k a

C
a
vg
( u

0
a + C au

0
w)1 ( 13)

另由 Darcy渗透定律可以推得

  
5 ua
5z = -

g
k a
J a,

5 uw
5z = -

Cw
kw
vw1 ( 14)

对上面两式,同样采用Laplace 转换,得

  
5�u a

5z = 5 Q
]

0
e
- st
uadt 5z = Q

]

0
e- st 5ua

5z dt = Q
]

0
e- st

-
g
k a
J a dt = -

g
k a
�J a, ( 15)

  
5�uw
5z = 5 Q

]

0
e
- st
uwdt 5z = Q

]

0
e- st 5uw

5z dt = Q
]

0
e- st

-
Cw
kw
vw dt = -

Cw
k w
�v w1 ( 16)

由式( 12)、( 13)、( 15)、( 16)得到下列矩阵形式的微分方程:

  5�X
5 z = A�X + B, ( 17)

其中, �X( z , s) = [�ua( z , s ) , �uw( z , s ) , �J a( z , s) ,�vw( z , s) ]
T
,

  A =

0 0 -
g
ka

0

0 0 0 -
Cw
kw

s
ka

C
a
vg

s
k aCa

C
a
vg

0 0

s
kwCw

C
w
v Cw

s
k w

C
w
v Cw

0 0

, B =

0

0

-
ka

C
a
vg
( u

0
a + Ca u

0
w)

-
kw

C
w
v Cw

( u
0
w + Cw u

0
a)

1 

矩阵常微分方程( 17)的拉氏变换的一般解为

  �X ( z , s ) = T( z , s) �X (0, s) + S( z , s) , ( 18)

其中   T( z , s) = exp[ z A( s ) ] , S ( z , s ) = Q
z

0
T( z - F) BdF1 

根据 Cayley-Hamilton理论[ 14] , 矩阵 T( z , s) 可以写成

  T = exp[ z A( s ) ] = a0 I + a1A + a2A
2
+ a3A

3
, ( 19)

其中, I 是四阶单位矩阵 1 矩阵方程 A( s ) 的特征方程是

  K4 + K2
s

C
w
v
+

s

C
a
v
+ s

2 1 - C aCw

C
a
vC

w
v

= 01 ( 20)

解出的特征值 K= ? N, K= ? G代替式(19) 中的矩阵 A , 所得到的方程同样成立,即有如

下形式:

  exp[ Nz ] = a0+ a1N+ a2N
2
+ a3N

3
, ( 21)

  exp[- Nz ] = a0- a1N+ a2N
2
- a3N

3
, ( 22)

  exp[ Gz ] = a0 + a1G+ a2G
2
+ a3G

3
, ( 23)

  exp[- Gz ] = a0- a1G+ a2G
2
- a3G

3
, ( 24)

a0 ~ a3 可以从式(21) ~ (24) 计算求得, 再将其与矩阵 A 同时代入式(19) , 便可获得矩阵

T( z , s ) ,
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  T =

T 11 T 12 T 13 T 14

T 21 T 22 T 23 T 24

T 31 T 32 T 33 T 34

T 41 T 42 T 43 T 44

1 ( 25)

矩阵 S ( z , s ) = Q
z

0
T( z - F) BdF,将 T ij 代入该公式, 得

  S =

S1

S2

S3

S4

= - Q
z

0

T 13
k a

C
a
vg
( u

0
a + Cau

0
w) + T 14

kw

C
w
v Cw

( Cw u
0
a + u

0
w)

T 23
k a

C
a
vg
( u

0
a + Cau

0
w) + T 24

kw

C
w
v Cw

( Cw u
0
a + u

0
w)

T 33
k a

C
a
vg
( u

0
a + Cau

0
w) + T 34

kw

C
w
v Cw

( Cw u
0
a + u

0
w)

T 43
k a

C
a
vg
( u

0
a + Cau

0
w) + T 44

kw

C
w
v Cw

( Cw u
0
a + u

0
w)

dF1 ( 26)

由于篇幅, T 11 ~ T 44 及 S 1 ~ S4此处不详细表达1 
由公式( 18) ,当 z = H 时, �X( z , s) 可表达成

  

�u a(H , s )

�uw(H , s)

�J a(H , s)

�vw(H , s)

=

T 11 T 12 T 13 T 14

T 21 T 22 T 23 T 24

T 31 T 32 T 33 T 34

T 41 T 42 T 43 T 44 z= H

�u a(0, s )

�uw(0, s)

�J a(0, s)

�vw(0, s )

+

S1

S2

S3

S4 z= H

1 ( 27)

引入边界条件, 得到如下矩阵:

  

�u a(H , s )

�uw(H , s)

0

0

=

T 11 T 12 T 13 T 14

T 21 T 22 T 23 T 24

T 31 T 32 T 33 T 34

T 41 T 42 T 43 T 44 z= H

0

0

�J a(0, s )

�vw(0, s)

+

S1

S2

S3

S4 z= H

1 ( 28)

从式( 28)解得 �J a(0, s ) , �v w(0, s) , 代入式( 18) ,可解得

�ua( z , s) = T 13�J a(0, s ) + T 14�vw(0, s ) + S1 =

  1

( N2 - G2)
1

C
a
v
- G2+

s

C
a
v
( u

0
a + Cau

0
w) +

sCa

C
w
v
( Cwu

0
a + u

0
w)

chN(H - z )

N2ch( NH )
+

  ( u
0
a + Ca u

0
w) N2+

s

C
a
v
+

sCa

C
w
v
( Cw u

0
a + u

0
w)

chG(H - z )

G2ch( GH )
+

u
0
a

s
, ( 29)

�uw( z , s) = T 23�J a(0, s ) + T 24�vw(0, s ) + S2 =

  1

( N
2
- G

2
)

1

C
w
v
-

sCw

C
a
v
( u

0
a + Ca u

0
w) + G

2
+

s

C
w
v

( Cw u
0
a + u

0
w)

chN(H - z )

N
2
ch( NH )

+

  
sCw

C
a
v
( u

0
a+ Cau

0
w) + ( Cw u

0
a + u

0
w) N2+ s

C
w
v

chG(H - z )

G2ch( GH )
+

u
0
w

s
1 ( 30)

2. 2  土层压缩量计算

土层压缩量的计算按以下推导得到:

  
5Ev
5 t = m

s
1k
5( R- u a)

5t + m
s
2
5( ua - uw)

5 t , ( 31)
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式中   m
s
1k = m

w
1k + m

a
1k , m

s
2 = m

w
2 + m

a
21 

对上式经过 Laplace变换得到

  s �Ev = - m
s
1k ( s�ua - u

0
a) + m

s
2( s�u a - u

0
a + s�uw + u

0
w) 1 ( 32)

土层的压缩量可以表示为

  w ( t) = Q
H

0
Ev( z , t )dz1 ( 33)

因此可以得出 Laplace变换下的土层压缩

�w ( s) = -
1

( N
2
- G

2
)

shNH
N
3
ch( NH )

1

C
a
v
(- m

s
1k + m

s
2) G

2
+

s

C
a
v
- m

s
2
sCw

C
w
v

( u
0
a + Cau

0
w) -

  1

( N2 - G2)
shNH

N3ch( NH )

1

C
w
v

(- m
s
1k + m

s
2)

sCa

C
a
v
- m

s
2 G2+

s

C
w
v

( Cw u
0
a + u

0
w) +

  1

( N2 - G2)
shGH

G3ch( GH )

1

C
a
v

(- m
s
1k + m

s
2) N2+

s

C
a
v
- m

s
2
sCw

C
w
v

( u
0
a + C au

0
w) +

  1

( N2 - G2)
shGH

G3ch( GH )

1

C
w
v

(- m
s
1k + m

s
2)

sCa

C
a
v
- m

s
2 N2+ s

C
w
v

( Cw u
0
a + u

0
w)1 ( 34)

通过对式( 29)、( 30)、( 34)进行 Laplace 逆转换, 可以得到时间域内土层内任意深度、任意时间

的超孔隙气压力、超孔隙水压力及任意时刻地表沉降量,详见附录A1 

3  固结方程差分解法的基本思路

本文采用 Fredlund和Hasan[ 4]提出的差分方法编制程序,针对本文研究的边界及初始条件

进行求解, 得到非饱和土一维固结的数值解, 并用得出的数值解与解析解对比,以验证解析解

的正确性1 其基本思想是将气相和液相的连续性方程线性化,如图 2、图 31 

图 2  液相差分网格 图 3  气相差分网格

液体的连续性方程可以写成如下有限差分形式:

  
uw( i , j + 1) - uw( i , j )

$t = - Cw
ua( i , j + 1) - ua( i , j )

$t -

    C
w
v
uw( i + 1, j ) - 2uw( i , j ) + uw( i - 1, j )

$z 2
1 ( 35)

气体的连续性方程可以写成如下有限差分形式:

  
ua( i , j + 1) - u a( i , j )

$t
= - C a

uw( i , j + 1) - uw( i , j )

$t
-

    C
a
v
ua( i + 1, j ) - 2ua( i , j ) + ua( i - 1, j )

$z 2
1 ( 36)
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将式( 35)、( 36)重新整理后可得

  uw( i , j + 1) = uw( i , j ) +
Bw g

w
1

( 1- C aCw)
-

Cw

1- CaCw
Ba f

a
1 , ( 37)

  ua( i , j + 1) = ua( i , j ) +
Ba f

a
1

(1- C aCw)
-

Ca

1- CaCw
Bw g

w
1, ( 38)

式中, i 为深度方向上的距离增量, j 为时间增量, Bw = C
w
v ($t /$z

2
) , Ba = C

a
v( $t /$z

2
) , g

w
1 =

uw( i + 1, j ) - 2uw( i , j ) + uw( i - 1, j ) , f a
1 = ua( i + 1, j ) - 2ua( i , j ) + ua( i - 1, j )1 

初始值:

uw( i , 1) = u
0
w, ua( i , 1) = u

0
a, i = 1, 2, 3, ,, zn + 1;

边界条件:

1) 排水排气面 uw(1, j ) = 0, ua(1, j ) = 0, j = 2, 3, 4, ,, tn + 1;

2) 不排水不排气面 ua( zn + 1, j ) = ua( zn + 2, j ) , uw( zn + 1, j ) = uw( zn + 2, j )1 
代入式( 37)、( 38)后消去虚结点,得

  ua( zn + 1, j + 1) = ua( zn + 1, j ) +

    -
Ca

1- C aCw
Bw[- uw( z n + 1, j ) + uw( zn , j ) ] +

    1
1- CaCw

Ba[- ua( zn + 1, j ) + ua( z n, j ) ] , ( 39)

  uw( zn + 1, j + 1) = uw( zn + 1, j ) +

    -
Cw

1- C aCw
Ba [- ua( z n + 1, j ) + ua( zn , j ) ] +

    1
1- CaCw

Bw[- uw( zn + 1, j ) + uw( zn , j ) ] , ( 40)

其中, zn 为沿深度的网格划分总块数, z n+ 1为不渗透底面, zn + 2为虚结点1 
可利用式( 39)、( 40) , 从前一时刻的已知值求出后一时刻的超孔隙气压力和超孔隙水压

力,从上而下,完成所有深度的超孔隙压力的计算,再向后推进到下一个时刻,如此反复, 直至

平衡1 另外,在求解上述差分方程时,为了满足稳定条件还需保证 Bw 和 Ba小于0. 5,即在网格

划分时要控制好时间间隔和深度间隔的选取,否则计算结果不可取1 

4  算例及验证

为了验证所推导的非饱和土一维固结解析解的正确性,本文采用一典型算例对非饱和土

进行了分析,并将解析解结果与文献[ 4]提出的有限差分方法结果进行了对比1 计算问题如
下:设一水平向无限的土层,层底刚性不透水不透气,层表面透水透气1 主要土层参数为 n0 =

50% , S r0 = 80% , m
s
1k = - 2. 5 @ 10

- 4
kPa

- 1
, m

s
2/ m

s
1k = 0. 4, m

w
1k / m

s
1k = 0. 2和 m

w
2 / m

w
1k = 41 

表面瞬时施加一均匀无限荷载 q = 100 kPa,初始超孔隙气压力为 u
0
a = 20. 0 kPa,超孔隙水压

力为 u
0
w = 40 kPa (荷载作用下的土中初始超孔隙气压力、超孔隙水压力按文献[ 5] 224-226页

的方法计算所得) 1 计算参数的设定参考了文献[ 13] 1 图 4~ 图 6中( a)为本文解析解的计算

结果, ( b) 为有限差分法结果1 图中时间因素 T = kwt / ( Cwm
s
1kH

2
) 1 

比较图4~ 图 6中( a)和( b)可知,本文解析解结果几乎与有限差分法结果一致1 证明本文

的方法是正确的1 另外, Fredlund 和Hasan
[ 4]
已指出,将非饱和土的有限差分法结果退化为饱
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和土时几乎与Terzaghi的结果一致1 因此, 退化为饱和土时本文解析解结果与Terzaghi的结果

是一致的1 

( a) 解析解答 ( b) 数值解

图 4 不同条件 k a/ kw 下土中超孔隙气压力 ua/ q 随时间因素T 的变化规律

( a) 解析解答 ( b) 数值解答

图 5 不同条件 k a/ kw下土中超孔隙水压力 uw/ q 随时间因素T 的变化规律

( a) 解析解答 ( b) 数值解

图 6  不同 k a/ kw 下土层沉降 w * / w ( m s
1kqH ) 随时间因素 T 的变化规律

从图 4可以看出 ka / kw 比值的大小对超孔隙气压力的消散速度影响非常明显, k a/ kw 越

大,超孔隙气压力的消散速度就越快; ka / kw 越小, 在初期孔隙气压力的消散就越缓慢; 从图 5

可以看出, k a / k w越小,在初期孔隙水压力的消散越缓慢,这与图 4的规律( k a / k w越小,初期孔

隙气压力的消散就越缓慢) 是类似的;而在后期,无论 ka / kw取值如何,孔隙水压力的消散曲线

都趋于一致, 这主要是由于孔隙气压力在后期已基本全部消散所造成的; 图 6可以看出不同

k a/ kw比值情况下土层沉降随时间的变化规律,其中沉降用无量纲形式w
*
/ w (m

s
1kqH ) 表示 1 

从图中可以看出,当 ka < kw(即 k a/ kw = 0. 1) 时, 初期沉降较缓慢, 沉降随时间变化曲线呈反
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S型,类似于饱和土固结沉降曲线1 而当 ka > kw (一般情况下都是这一关系)时, 沉降随时间

变化曲线呈双 S型1 

5  结   论

1) 本文得到了一有限厚度,处于一维受荷状态,表面为透水透气面, 底面为不透水不透气

面的非饱和土层时间域内的超孔隙水压力、超孔隙气压力及土层沉降的解析解;

2) 本文采用 Fredlund提出的差分法编制程序, 得到非饱和土一维固结的数值解, 并用得

出的数值解与解析解对比,两者的结果几乎一致, 验证了本文的解析解;

3) 对不同 k a/ kw 下土固结时土中超孔隙气压力、超孔隙水压力及土层沉降随时间因素的

变化进行了简单的分析1 

附录 A

时间域内的解采用了实数形式的Taylor级数展开, 文中运用了 erf与 erfc函数,这两者都有着各自的值域, - 1

[ erf( x ) [ 1, 0 [ erfc( x ) [ 21 

1) 超孔隙气压力

  ua = C1 6
]

i= 0

1-
2

P 6
]

k= 0

(2ib1 + b1- a1)
2 k+ 1

(2k + 1) k! (2 t ) 2k+ 1
(- 1) k (- 1) i+

    C1 6
]

i= 0

1 -
2

P 6
]

k= 0

(2ib1+ b1 + a1 )
2k+ 1

(2k + 1) k !( 2 t ) 2k+ 1
(- 1) k (- 1)

i
+

    C2 6
]

i= 0

1 -
2

P 6
]

k= 0

(2ib2+ b2 - a2 )
2k+ 1

(2k + 1) k !( 2 t ) 2k+ 1
(- 1) k (- 1)

i
+

    C2 6
]

i= 0

1 -
2

P 6
]

k= 0

(2ib2+ b2 + a2 )
2k+ 1

(2k + 1) k !( 2 t ) 2k+ 1
(- 1) k (- 1)

i
+ u

0
a1 ( A1)

2) 超孔隙水压力

  uw = C3 6
]

i= 0

1-
2

P
6
]

k= 0

(2ib1+ b 1- a1)
2k+ 1

(2k + 1) k ! (2 t ) 2k+ 1
(- 1) k (- 1) i+

    C3 6
]

i= 0

1 -
2

P
6

]

k= 0

(2ib1+ b1 + a1 )
2k+ 1

(2k + 1) k !( 2 t ) 2k+ 1
(- 1)

k
(- 1) i +

    C4 6
]

i= 0

1 -
2

P
6

]

k= 0

(2ib2+ b2 - a2 )
2k+ 1

(2k + 1) k !( 2 t ) 2k+ 1
(- 1)

k
(- 1) i +

    C4 6
]

i= 0

1 -
2

P
6

]

k= 0

(2ib2+ b2 + a2 )
2k+ 1

(2k + 1) k !( 2 t ) 2k+ 1
(- 1)

k
(- 1) i + u0w1 ( A2)

3) 土层压缩量

  w ( t) = C5 6
]

i= 0

(- 1) i 2
t
P
e- ( 2b

1
i )
2
/ 4t - 2b1 i 1 -

2

P 6
]

k= 0

( b1 i)
2k+ 1

(2k + 1) k !( t) 2k+ 1
(- 1) k -

    C5 6
]

i= 0

(- 1) i 2
t
P
e- ( 2b

1
i+ 2 b

1
)
2
/ 4t - 2b1( i + 1) 1 -

2

P
6

]

k= 0

( b1 i + b1)
2k+ 1

(2k + 1) k !( t) 2k+ 1
(- 1) k +

    C6 6
]

i= 0

(- 1) i 2
t
P
e- ( 2b

2
i)
2
/ 4t - 2 b2 i 1 -

2

P 6
]

k= 0

( b2 i)
2 k+ 1

( 2k + 1) k !( t ) 2k+ 1
(- 1) k -

    C6 6
]

i= 0

(- 1) i 2
t
P
e- ( 2b

2
i+ 2 b

2
)
2
/ 4t - 2b2( i + 1) 1 -

2

P
6

]

k= 0

( b2 i + b2)
2k+ 1

(2k + 1) k !( t) 2k+ 1
(- 1) k ,

( A3)

其中
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  a1 = a0(H - z ) , a2 = b 0(H - z ) , b1 = a0H, b2 = b 0H,

  a0 =
( Cwv - Ca

v)
2 + 4CwvC

a
vCaCw - ( Cwv - C a

v)

2Cw
v C

a
v

1/ 2

,

  b0 =
- ( Cw

v - Ca
v)
2+ 4Cw

v C
a
vCaCw - ( Cw

v + Ca
v)

2Cw
vC

a
v

1/2

,

  C1 =
- 1

Ca
v( a

2
0 - b20) a

2
0

b20 +
1

Ca
v
( u0a+ Cau

0
w) +

Ca

Cwv
( Cw u

0
a+ u0w) ,

  C2 =
1

Ca
v( a

2
0 - b20) b

2
0

a20 +
1

Ca
v
( u0a+ Cau

0
w) +

Ca

Cwv
( Cw u

0
a+ u0w) ,

  C3 =
- 1

Cw
v ( a

2
0- b 20) a

2
0

b20 +
1

Cwv
( u0w+ Ca u

0
a) +

Cw

Ca
v
( Cau

0
w+ u0a) ,

  C4 =
1

Cw
v ( a

2
0- b 20) b

2
0

a20 +
1

Cwv
( u0w+ Cw u

0
a) +

Cw

Ca
v
( Cau

0
w+ u0a) ,

  C5 = -
1

( a20 - b20)

1

Ca
v

(- m1k + m2) b20 +
1

Ca
v
- m2

Cw

Cw
v

( u0a+ Cau
0
w) +

    1

Cwv
(- m1k + m2)

Ca

Ca
v
- m2 b20+

1

Cw
v

( Cw u
0
a+ u0w)

1

a30
,

  C6 =
1

( a20- b20)

1

Ca
v
(- m1k + m2 ) a20+

1

Ca
v
- m2

Cw

Cwv
( u0a+ C au

0
w) +

    1

C
w
v

(- m1k + m2)
Ca

Ca
v
- m2 a20 +

1

Cwv
( Cw u

0
a+ u0w)

1

b 30
1 
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Analytical Solution to One-Dimensional Consolidation

in Unsaturated Soils

QIN A-i fang1,  CHEN Guang-jin2,  TAN Yong-wei1,  SUN De- an1

( 1. Depar tment of Civ il En gin eer ing , Shan gha i Univer sity , Shanghai 200072, P . R . China ;

2. Techn ical Univ er sity of Ca ta lunya , Bar celon a 08034, Spain )

Abstract: An analytical solution of Fredlund. s one-dimensional consolidation equation in unsaturated

soil with a finite thickness under vertical loading and confinements in the lateral directions was pre-

sented. The boundary contains the top surface permeable to water and air and the bottom imperme-

able to water and air. The transfer relations between the state vectors at top surface and any depth

was gained by using the Laplace transform and Cayley-Hamilton mathematical methods to the govern-

ing equations of water and air, Darcy. s law and Fick. s law. The excess pore-air and pore-water pres-

sures and settlement in the Laplace-transformed domain were obtained by using the Laplace transform

with the initial and boundary conditions; by performing the inverse Laplace transforms the analytical

solutions were obtained in the time domain. Finally, comparisons between the analytical solutions and

the results of the finite difference method indicate that the analytical solution was correct.

Key words: unsaturated soil; one- dimensional consolidation; settlement; analytical solution; excess

pore-air pressure; excess pore-water pressure
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