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( 2+ 1)维非线性 SchrÊdinger型
方程的同宿轨道
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摘要:  研究了几类( 2+ 1)维非线性 SchrÊ dinger 型方程同宿轨道的问题1 利用 Hirota双线性算子

方法, 通过给出的相关变换, 得到了包括( 2+ 1)维的长短波相互作用方程, 广义 Zakharov 方程,

Mel. nikov 方程和 g-SchrÊ dinger方程的同宿轨道解的显式解析表达式, 从而讨论了这些方程的同宿

轨道1 
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引   言

非线性 SchrÊdinger方程一直以来都是孤子理论及其应用研究的重点, 因为它可以描述许
多物理现象1 在一般的初始条件下,非线性 SchrÊdinger方程 iu t+ uxx + 2 | u |

2
u = 0不会产生

混沌, 这个结果的证明是用反散射方法1 后来,Herbst和 Ablowitz
[ 1- 2]
发现, 把非线性 SchrÊdinger

方程离散后,用数值模拟的方法,当离散化的步长足够小的时候, 该方程产生了混沌现象1 这

引起了很大的反响1 随后, 他们又用 Hirota双线性算子方法[ 3] , 构造出非线性 SchrÊdinger 方程
的一类新的孤子解1 这类解有一个特殊的性质,当对时间 t取极限时, 解的极限值仍是方程的
一个解,类似于动力系统中的同宿轨道,故而取名为同宿轨道解 1 除了 SchrÊdinger 方程, 他们

还对复mKdV方程, sine-Gordon方程[ 4-5]进行了研究,找到了类似的同宿轨道解1 从而, 对于可

积的孤子方程来说, 能否产生混沌现象与是否存在同宿轨道解是密切相关的1 所以研究可积
系统的同宿轨道解的存在性就尤为重要1 

另一方面, Li[ 6]等学者研究了加小扰动项的非线性 SchrÊdinger 方程与 Davey-Stewartson方

程的同宿轨道的不变性, 他们成功地把对常微分方程的同宿轨道及混沌的讨论方法延拓到了

偏微分方程中来1 值得注意的是,在这些文章里,用来求同宿轨道解的方法是孤立子理论中

求精确解的另一种方法: B¾cklund-Darboux 变换方法1 最近, Hu 等学者[ 7- 9]
又陆续发现了其它

一些方程如( 1+ 1)维SchrÊdinger-Boussinesq方程,耦合 Higgs方程等的同宿轨道解1 但是, 除了
以上方程以外, 很少能找到具有同宿轨道解的可积方程,从而寻找更多的具有同宿轨道解的可
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积方程成为孤子理论研究中的一个很有意义的工作1 

本文利用Hirota双线性算子方法,得到了包括( 2+ 1)维的长短波相互作用方程, 广义 Za-

kharov 方程,Mel. nikov方程和 g-SchrÊdinger 方程的同宿轨道解及其所表示的同宿轨道1 

1  长短波相互作用方程的同宿轨道

对于( 2+ 1)维的长短波相互作用方程[ 10] ,我们先叙述得到的如下定理1 
定理 1  ( 2+ 1)维长短波相互作用方程

  i( u t + uy) - uxx + uv = 0, ( 1)

  vt - 2( | u | 2) x = 0, ( 2)

有同宿轨道解

  u = e- iat
1 + ( b1e

ipx+ i qy
+ b2e
- ipx- iqy
) e

8t+ C
+ b 3e

28t+ 2C

1 + b4( e
ipx+ i qy
+ e
- ipx- iqy
) e

8t+ C
+ b 5e

28t+ 2C , ( 3)

  v = - a +
8p 2 b24+ 2p

2
b 4( e

ipx+ iqy
+ e- ipx- i qy ) ( e- 8t- C+ b5e

8t+ C
)

[ e
- 8t- C
+ b4( e

ipx+ iqy
+ e
- ipx- iqy
) + b5e

8 t+ C
]
2 1 ( 4)

这里的系数分别是

  

b1 =
i 8 - q - p 2

i 8 - q + p 2
b4, b2 =

i 8 + q - p 2

i 8 + q + p 2
b4,

b3 =
( i 8 - p 2)2 - q2

( i 8 + p 2)2 - q2
82+ p 4

8
2 b

2
4, b5 =

8 2+ p 4

82
b
2
41 

( 5)

另外还需满足约束条件

  - 82+ q2 = p 4, 2q2- 2 8 2+ pq82 = 01 ( 6)

该解析解( 3) ~ ( 4)式表示了一个同宿轨道(不失一般性,取 8 > 0 ) ,

  u y e
- iat
, v y- a   ( t y- ] ) , ( 7)

  u y ( i 8 - p
2
)
2
- q

2

( i 8 + p
2
)
2
- q

2 e
- i at
, v y- a   ( t y+ ] ) 1 ( 8)

定理 1的证明

由Painlev�分析可取相关变量变换

  u = G / F, v = - 2( lnF ) xx + A, ( 9)

这里的 A、F、G 分别为待定的常数、实值函数和复值函数1 则可以把方程( 1) ~ ( 2)变换为如
下Hirota 双线性形式的方程

  ( iDt + iDy - D2x + A) G#F = 0, ( 10)

  ( DxDt - B) F#F+ 2G#G* = 0, ( 11)

其中, B 是积分常数 1 这里Hirota双线性算子 DmxDny D kt 定义为[ 3]

  DmxDny D kta#b S 5
5x -

5
5xc

m 5
5y -

5
5yc

n 5
5t -

5
5tc

k

@

    a( x , y , t ) b( xc, yc, tc) | xc= x , yc= y , tc= t1 ( 12)

类似于( 1+ 1)维非线性 SchrÊdinger 方程 iu t + uxx + 2 | u |
2
u = 0同宿轨道解的取法[ 1-2] ,我们

设

  G = e- iat [ 1 + ( b1eipx+ iqy + b2e- ipx- i qy ) e 8t+ C+ b3e28t+ 2C] , ( 13)

  F = 1+ b4( eipx+ iqy + e- ipx- iqy) e 8t+ C+ b5e2 8t+ 2C, ( 14)
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其中 a、p、q、8、C、b4、b 5是实的待定常数, 而 b1、b2、b3是复的待定常数1 把式( 13) ~ ( 14)代

入双线性方程( 10) ,并且利用 Hirota双线性形算子的各种恒等式,令 e
- 2 8t- 2C

的系数为 0, 可以

得到 A = a 1 由 e- 8t- C的系数可以得到

- i 8b4( e
+
+ e
-
) + i 8( b1e

+
+ b2e

-
) - q ( b1e

+
- b2e
-
) + b4 q ( e

+
- e
-
) +

  p 2( b1e++ b2e- ) + b4p 2( e+ + e- ) = 01 ( 15)

这里为简化起见,记 e+ = eipx+ iqy , e- = e- ipx- i qy , e2+ = e2ipx+ 2iqy 等1 从而,由上式有

e+ : - i 8b4+ i 8b1- b1 q + b4q + b1p
2
+ b4p

2
= 0 ] b1 =

i 8 - q - p 2

i 8 - q + p 2
b 4, ( 16)

e- : - i 8b4+ i 8b2+ b2 q - b4q + b2p
2
+ b4p

2
= 0 ] b2 =

i 8 + q - p 2

i 8 + q + p 2
b 41 ( 17)

从 e0的系数可以得到

i 8b3- i 8b5- ib5 8 + ib3 8 - qb4( b1e
+
- b2e
-
) ( e++ e- ) +

  b 4q ( e+- e- ) ( b 1e++ b2e- ) + p 2 b4( b 1e++ b2e- ) ( e++ e- ) -

  2b4p 2( b 1e+- b2e- ) ( e+- e- ) + b4p 2( e+ + e- ) ( b1e++ b2e- ) = 01 ( 18)

也就是

- i 8b5+ i 8b3+ (2p
2
- q ) b1 b4+ (2p

2
+ q) b2b 4 = 01 ( 19)

再从 e
8 t+ C

的系数,可以得到

ib3 8b4( e
+
+ e- ) - ib5 8 ( b1e

+
+ b 2e
-
) - b5 q( b 1e

+
- b2e

-
) +

  b 4q ( e+- e- ) b3+ b5p 2( b1e++ b2e- ) + b4p 2( e++ e- ) b3 = 01 ( 20)

则有

e+ : ( i 8 + q - p 2) b 1b5 = ( i 8 + q + p
2
) b3 b4, ( 21)

e- : ( i 8 - q - p 2) b 2b5 = ( i 8 - q + p
2
) b3 b41 ( 22)

从而利用式( 16) ~ ( 17) ,式( 19)和( 21) ~ ( 22)可以得到 b3、b5为

b3 =
( i 8 - p 2) 2- q 2

( i 8 + p 2) 2- q 2
b5, ( 23)

b5 =
82+ p 4

8 2
b
2
41 ( 24)

接下来,从Hirota双线性型方程( 11)将可以导出约束条件( 6) 1 首先, 我们能够从 e
- 2 8t- 2C

的系数得到B = 21 而令 e- 8t- C的系数为 0可得到

2ipb4 8 ( e
+
- e- ) - 2b4B ( e

+
+ e- ) + 2( b*1 e

-
+ b

*
2 e
+
) + 2( b 1e

+
+ b2e
-
) = 0, ( 25)

也就是

e+ : i 8pb4- 2b4+ ( b
*
2 + b1) = 0, ( 26)

e+ : - i 8pb4- 2b 4+ ( b
*
1 + b2) = 0. ( 27)

再从 e0 的系数, 有

- Bb
2
4( e
+
+ e
-
)
2
- 2Bb5+ 2( b

*
3 + b3) + 2( b 1e

+
+ b2e
-
) ( b

*
1 e
-
+ b

*
2 e
+
) = 01 ( 28)

分离上式为

e
2+
: - b

2
4+ b1 b

*
2 = 0, ( 29)

e2- : - b24+ b2 b
*
1 = 0, ( 30)

e0: - 2b24- 2b 5+ b
*
3 + b 3+ b 1b

*
1 + b2 b

*
2 = 01 ( 31)
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由 e8t+ C的系数, 可以得到方程,

  - i 8p ( e+- e- ) b 4b5 - 2( e++ e- ) b 4b 5+

    b 3( b*1 e-+ b*2 e+ ) + b *3 ( b1e++ b2e- ) = 01 ( 32)

分离式( 32)为

  e+ : - i 8pb4 b5- 2b4 b5+ b3 b
*
2 + b

*
3 b1 = 0, ( 33)

  e- : i 8pb4 b5- 2b 4b5 + b3 b
*
1 + b

*
3 b2 = 01 ( 34)

最后,等式 b
2
5 = | b3 |

2
可由 e

2 8t+ 2C
的系数为 0导出 1 把得到的 b1、b2、b3、b5代入上面各式并

验证其相容性, 即可以导出约束条件

  - 82+ q2 = p 4, 2q2- 2 8 2+ pq82 = 01 ( 35)

证毕1 

2  广义 Zakharov方程的同宿轨道

在文献[ 11]中, Fokas得到了如下可积的广义Zakharov 方程

  iut + Auxx + Buyy - 2( Av + Bw ) u = 0, ( 36)

  vy = K( | u | 2) x , ( 37)

  wx = K( | u | 2) y 1 ( 38)

Radha和 Lakshmanan
[ 12]
对其进行了奇性流形分析,指出了该方程具有 Painlev�性质并且得到了

多-dromions解和呼吸子解1 这里取相关变量变换

  u = G / F, v = - ( lnF ) xx + A, w = - ( lnF ) yy + B ( 39)

和式( 13) ~ ( 14) , 再利用Hirota 双线性方法得到如下定理1 
定理 2  广义 Zakharov 方程( 36) ~ ( 38)的同宿轨道解为

  u = e- iat
1 + ( b1e

ipx+ i qy
+ b2e
- ipx- iqy
) e

8t+ C
+ b 3e

28t+ 2C

1 + b4( e
ipx+ i qy
+ e- ipx- iqy ) e 8t+ C+ b 5e

28t+ 2C , ( 40)

  v = 1
A
a
2
- BB -

4p 2b24 + p
2
b4( e

ipx+ i qy
+ e- ipx- iqy ) ( e- 8t- C+ b5e

8t+ C
)

[ e- 8t- C+ b4( e
ipx+ i qy
+ e- ipx- iqy) + b5e

8t+ C
]
2 , ( 41)

  w = B -
4q2 b24+ q

2
b4( e

ipx+ iqy
+ e- ipx- iqy) ( e- 8t- C+ b5e

8t+ C
)

[ e- 8t- C+ b4( e
ipx+ iqy
+ e- ipx- iqy) + b5e

8t+ C
]
2 , ( 42)

其中的系数和约束条件分别为

  

b1 = b2 =
i 8 + Ap 2+ Bq2

i 8 - Ap 2- Bq2
b 4,

b3 =
i 8 + Ap 2 + Bq2

i 8 - Ap 2 - Bq2
2
8
2
+ ( Ap

2
+ Bq

2
)
2

8
2 b

2
4,

b5 =
82+ ( Ap 2+ Bq2) 2

8 2
b
2
4,

( 43)

  p 5 qA2+ 2p 3q 3AB+ 4p 4A2K+ 8p 2 q2ABK+ 4q4B2K+ pq( q 4B2+ 8
2
) = 01 ( 44)

该解表示一个同宿轨道(取 8 > 0 )

  u y e- iat , v y 1
A
a
2
- BB , w y B   ( t y- ] ) , ( 45)

  u y i 8 + Ap
2
+ Bq

2

i 8 - Ap 2- Bq 2
2

e- iat , v y 1
A
a
2
- BB , w y B   ( t y+ ] ) 1 ( 46)
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因为证明方法和过程类似,这里和下述定理的证明均略去1 

3  Mel. nikov方程的同宿轨道

Mel. nikov 在文献[ 13]中得到了如下的非线性方程:
  iut - uxx - uv = 0, ( 47)

  ( vy + 6vvx + vxxx) x - 3v tt + k( | u | 2) xx = 01 ( 48)

文献[ 7]中的( 1+ 1)维SchrÊdinger-Boussinesq方程是上述方程的一个群约化子方程1 为了得到
同宿轨道解,我们先取相关变量变换为

  u = G / F, v = 2( lnF ) xx + A ( 49)

和式( 13) ~ ( 14) 1 再利用Hirota方法,可以得到如下定理1 
定理 3  ( 2+ 1)维Mel. nikov 方程有同宿轨道解

  u = e- iat
1 + ( b1e

ipx+ i qy
+ b2e
- ipx- iqy
) e 8t+ C+ b 3e

28t+ 2C

1 + b4( e
ipx+ i qy
+ e- ipx- iqy ) e 8t+ C+ b 5e

28t+ 2C , ( 50)

  v = a -
8p 2 b24+ 2p

2
b4( e

ipx+ iqy
+ e- ipx- iqy) ( e- 8t- C+ b5e

8t+ C
)

[ e- 8t- C+ b4( e
ipx+ i qy
+ e- ipx- iqy ) + b5e

8t+ C
]
2 , ( 51)

其中系数和约束条件为

  

b1 = b2 =
i 8 - p 2

i 8 + p 2
b4,

b3 =
i 8 - p 2

i 8 + p 2
2
8
2
+ p

4

8
2 b

2
4,

b5 =
82+ p 4

82
b
2
4,

( 52)

  ( p 4 - 6ap 2 - pq - 3 82) ( p 4+ 82) = 2kp 41 ( 53)

该解表示一个同宿轨道(取 8 > 0 )

  u y e- iat , v y a   ( t y- ] ) , ( 54)

  u y
i 8 - p 2

i 8 + p 2
2

e- i at , v y a   ( t y+ ] ) 1 ( 55)

4  g-SchrÊdinger方程的同宿轨道

在文献[ 14]中, Strachan研究了如下的 g-SchrÊdinger方程
  iut - uxy - uv = 0, ( 56)

  vx - 2( | u | 2) y = 0, ( 57)

得到了单孤子解1 这里, 我们给出该方程的同宿轨道解和其所表示的同宿轨道1 
定理 4  ( 2+ 1)维 g-SchrÊdinger方程的同宿轨道解为
  u = G / F, v = a + 2( lnF ) xy ( 58)

和式( 13) ~ ( 14) , 其中系数和约束条件分别为

  

b1 = b2 =
i 8 - pq
i 8 + pq
b 4,

b3 =
i 8 - pq
i 8 + pq

2 82+ p 2 q2

8 2
b
2
4,

b5 =
8
2
+ p

2
q
2

8
2 b

2
4,

( 59)
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  82+ ( p 2- 4) q2 = 01 ( 60)

该解表示一个同宿轨道(取 8 > 0 )

  u y e- iat , v y a   ( t y- ] ) , ( 61)

  u y i 8 - pq
i 8 + pq

2

e- i at , v y a   ( t y + ] )1 ( 62)

5  总结与讨论

同宿轨道(异宿轨道)之所以重要,一方面, 它与湍流相干结构的一种 ) ) ) 孤立波相联系,

又和非孤立波相干结构 ) ) ) 涡旋有关,另一方面, 轨道横截相交是出现混沌的必要条件1 因

此,对其研究有助于分析动力系统解的结构性质[ 15] 1 本文中,利用 Hirota双线性算子方法构

造了几类( 2+ 1)维非线性 SchrÊdinger 型方程的同宿轨道解(即定理 1~ 定理 4) 1 进一步可以
考虑同宿轨道解的结构, 即与时空混沌的关系1 文献[ 15]详细讨论了 Davey-Stewartson 方程的

同宿轨道解的结构和产生混沌的关系, 当中的方法可以类推到本文中的方程1 限于篇幅,这里
略去1 

最后,关于这方面的后继研究包括:构造其它( 2+ 1)维非线性方程的同宿轨道解1 利用变
换群约化方法研究将方程约化为低维偏微分方程,甚至是常微分方程后,同宿轨道解是否能够

保持?

致谢  作者感谢审稿人的意见和帮助!
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Homoclinic Orbits for Some (2+ 1)-Dimensional Nonlinear

SchrÊdinger-Like Equations

SHEN Shou-feng,  ZHANG Jun

( Depar tm ent of Applied Ma them atics , Zhejian g Un iver sity of Technology ,

Han gzhou 310023, P . R . China )

Abstract: Chaos is closely associated with homoclinic orbits in deterministic nonlinear dynamics.

Analytic expressions of homoclinic orbits for some (2+ 1)- dimensional nonlinear SchrÊ dinger-like e-

quations, which include the long wave-short wave resonance interaction equation, generalization of the

Zakharov equation, Mel. nikov equation and g-SchrÊ dinger equation, are constructed based on Hirota. s

bilinear method.

Key words: SchrÊ dinger-like equation; homoclinic orbit; bilinear method
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