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对流-扩散问题的 6节点三角形单元流线
迎风有限元法和自适应网格重分技术
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摘要:  提出了使用 6 节点三角形单元的流线迎风有限元法1 该方法沿局部流线,直接用于输运

控制方程的对流项1 采用多个对流-扩散实例来评价该方法的有效性,结果显示该方法是单调的,

并且不产生任何振荡1 另外,自适应网格技术和该方法相结合后, 进一步提高了解的精度,又减少

了计算时间和对计算机内存的需求1 
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引   言

对流占优问题的精确数值求解是计算流体动力学的一个难点1 中心差分法和传统的
Galerkin法解,常常产生非物理振荡1 解决这一问题的一个成功技术就是大家知道的迎风算

法,最初它是为有限差分法而提出的算法[ 1] 1 在有限元法中, 流线迎风 Petrov-Galerkin 法

( SUPG)是一种大家知道的通行技术[ 2] 1 该方法修改权函数, 利用局部速度, 规定一个这些权

函数的上游方向1 这样的一些修正措施,消除了某些对流问题的振荡现象1 另一个成功方法

就是流线迎风有限元法, 该方法最先是由 Rice和 Schnipke
[ 3]
提出1 该方法不修正权函数, 而是

沿局部流线直接利用 4节点的双线性单元计算对流项1 Hill和 Baskharone[ 4]将该方法进一步

发展为 8节点的二次单元1 Wansophark和 Dechaumphai[ 5]在对热粘滞不可压缩流动分析中,使

用了 3节点的三角形单元, 发展了流线迎风有限元法1 文献[ 3-5]中的计算表明, 流线迎风有

限元法是单调的,并引入了人工数值耗散1 在流场的大梯度区域中, 数值耗散起到磨光数值解

的作用,因此会降低解的精度1 
精度是数值求解必须考虑的一个重要因素,特别是在大尺度问题中1 在计算域中使用小

单元可以提高解的精度, 但其代价是增加了计算时间及数据储存量[ 6] 1 为了缓解这个矛盾,算

法中的自适应网格技术[ 7]应运而生1 在解梯度变化大的区域,该技术将生成小单元,而在其他

区域生成大单元1 
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本文选择 6节点三角形单元以得到算法的高精度解, 给出了沿局部流线采用 6节点三角

形单元计算对流项的方法1 这里采用三角形单元是为了有效地与自适应网分技术相结合1 最
后给出几个已有精确解和数值解的实例,来检验有限元公式,并给出有效性的评价1 

1  理论公式及求解过程

本节中,选择传输方程作为对流-扩散问题的典型方程1 在直角坐标系中,典型的二维传

输方程为

  Qu 5 <
5x

+ Qv 5 <
5y

=
5
5x

#<
5 <
5x

+
5
5y

#<
5 <
5y

, ( 1)

其中, Q为密度, u 和v 分别是 x 方向和y 方向的速度分量, #< 是扩散率系数, <是流场中的传

输量1 
1. 1  有限元算法

为了得到有限元方程,本文使用 6节点三角形单元如图 1所示1 用标准权函数 N, 对控

制方程( 1)应用加权剩余Galerkin法,对扩散项应用 Green定理[ 8]后,得到单元方程

  Q8
N Qu

5 <
5x

+ Qv
5 <
5y

d 8 = - #<Q8

5N
5 x

5N
5 x

+
5N
5y

5N
5y

d 8 <+

    #<Q#
N

5 <
5x

nx +
5 <
5 y

ny d #, ( 2)

其中, 8 是单元区域, #是单元边界1 方程( 2)左边的对流项需采用 1. 2小节中给出的方法做

特殊处理1 

图 1  典型的 6节点三角形单元 图 2  流线坐标

1. 2  流线迎风公式

对流项的流线迎风公式可看作是没有物理扩散的纯对流问题, 这时的加权剩余 Galerkin

法为

  Q8
N Qu 5 <

5x
+ Qv 5 <5y

d 8 = 01 ( 3)

流线坐标如图 2所示,方程( 3)可以改写为

  Q8
N QUs

5 <
5s

d 8 = 0, ( 4)

其中, Us 为沿着流线方向的速度,在一个单元上可假定为
[ 3]

  QUs
5 <
5s

= const, ( 5)

则单元对流项可以近似为
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  QUs
5 <
5 s Q8

Nd 8 = 01 ( 6)

在给定的顺风点处, 方程( 6)的计算需要先确定迎风点的位置1 在图 3中, 该单元节点 1

被称为/顺风节点0是因为,该节点处速度矢量的反方向指向该单元的内部1 确定单元节点为
顺风节点的方法,可以简单地用如下数学表达:

  tanA [ tanH [ tanB1 ( 7)

必须注意到,方程( 7)的条件在每个顺风节点上都必须能够满足1 
图4显示了中间节点为顺风节点必须满足的条件,该条件为

  V#n
^

\ 0, ( 8)

其中, V是中间节点上的速度矢量, n
^
为该单元所在边的法向矢量1 

图 3 角节点为顺风节点 图 4  中间节点为顺风节点

图 5  质量流的定义 图 6 角节点可能的迎风节点

一旦一个顺风节点被确定,该单元每边的质量流率按图 5计算1 从这些质量流就可以确
定迎风点的位置1 图 6给出了当节点 1是顺风节点时有可能出现的(迎风点)情况, 图中迎风

点 ( xU , y U) 的位置可以由因子F L和 FR来确定, FL和 FR可以由该单元每边质量流比来计算,

表达如下:

  FL = max min
f 3a + f 3b

f 1a
, 1 , 0 , ( 9)

  FR = max min
f 2a + f 2b

f 1b
, 1 , 0 1 ( 10)

然后计算迎风节点

  x U = ( 1- FL) x 2 + ( 1- FR) x 3 + ( F L#FR) x 4, ( 11)

  y U = ( 1- FL) y 2 + ( 1- FR) y 3 + ( F L#FR) y4, ( 12)
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同样地,迎风点的传输量 <U 可以如下确定:

  <U = ( 1 - FL) <2 + ( 1- FR) <3 + ( FL#F R) <41 ( 13)

那么,当节点 1为顺风节点时,方程( 6)中的对流项可以如下计算:

  QUs
<1 - <U
$s

A s = 0, ( 14)

其中   Us = u
2
1 + v

2
1, $s = ( x 1 - xU )

2
+ ( y 1 - yU )

2
, As = Q8

Nd 81 

为了确定中间节点的迎风点位置, 可以采用如上所述的类似方法1 图 7( a) ~ 图 7( d)表示

当节点6作为顺风节点时, 可能出现迎风点位置的情况1 图中给出了两种主要情形,即情形A

及情形 B1 对于情形A(图 7( a)、图 7( b) ) ,当 f 3b < (f 1a + f 1b) 时,可以计算因子 F L 和 FR

  FL = max min
f 3b

f 1a
, 1 , 0 , ( 15)

  FR = max min
f 3b - (f 1a + f 1b)

f 1b
, 1 , 0 1 ( 16)

情形 B(图 7( c)、图 7( d) )满足 f 3a < ( f 2a + f 2b) 时,因子 FL 和 FR 如下:

  FL = max min
f 3a

f 2b
, 1 , 0 , ( 17)

  FR = max min
f 3a - (f 2a + f 2b)

f 2a
, 1 , 0 1 ( 18)

情形 A 情形 B

图 7 中间节点可能出现的迎风点

QUs

A s

$ s
#

1 ( FL- 1) ( FR- 1) - FL#FR 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
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<2

<3

<4

<5

<6

图 8 节点 1是顺风节点时的对流矩阵
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$ s
#
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0 0 0 0 0 0
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( a) 情形 A
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QUs

A s

$ s
#

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

(F L- 1) 0 ( FR- 1) 0 - F L#FR 1

<1
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( b) 情形 B

图 9 节点 6是顺风节点时的对流矩阵

当中间节点的迎风点位置确定后, 可以得到方程( 11) ~ ( 13)类似的表达式1 
最后一步是适当地构建对流项的单元矩阵1 图 8表示当角节点 1为唯一的顺风节点时的

对流矩阵1 对于中间节点,例如图 7中的节点 6, 情形 A及情形 B的对流矩阵分别如图 9( a)、

图9( b)所示1 
1. 3  自适应网格技术

自适应网格技术有两种主要类型
[ 9]

: 1) 细化/粗化; 2) 网格重分1 第 1)种类型, 即细化/

粗化技术,还可以进一步分成 3种子类型: ( a) h-方法, ( b) p-方法, 以及( c) r-方法1 在h-方法

中,初始网格单元被细化为更小的单元或者粗化为更大的单元1 p-方法保持初始网格单元的

几何形状,但是增加或减小单元插值函数多项式的阶次1 r-方法维持单元的数量及其原有的

连通性,但是重新布置节点的位置1 
第2)种类型中, 在初始网格得到的解的基础上,重新构建一个新的网格,在解梯度变化大

的区域, 新网格将由小的单元组成, 而在解梯度变化小的其他区域, 新网格将由大的单元组

成1 本文将该技术与流线迎风有限元法相结合,求解对流-扩散问题1 为了在流场中的不同位
置,确定适当的单元尺寸,固体力学的概念是:使用主应力来确定一给定点的应力状态1 既然
传输行为复杂的区域需要采用小单元, 因此传输量 <的分布就成为确定单元尺寸是否适当的

一个指标1 
因为小单元必须分布在解梯度变化大的区域, 因此首先计算(主)传输量关于整体坐标 x

和y 的二阶导数:

  

52<
5x

2
52<
5x5y

52<
5x5y

52<
5y

2

1 ( 19)

主传输量在主方向 X 和Y 上的混合导数不出现, 因此得到

  

52<
5X

2 0

0
52<
5 Y

2

1 ( 20)

设以变量 K1 和 K2 代之,

  K1 =
52<
5X

2 , K2 =
52<
5 Y

2 , ( 21)

这些量用来计算适当单元尺寸值 h1和 h2, 并由下列条件给出:

  h
2
1K1 = h

2
2K2 = const = h

2
minKmax , ( 22)

其中 hmin是给定的最小单元尺寸, Kmax是整个模型的最大主传输量1 
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2  结   果

本节介绍 3个实例1 第 1个实例是热传入问题, 用来评估流线迎风公式分析对流-扩散问

题的有效性1 第 2个和第 3个实例分别为反对称流场水平对流问题和 Smith & Hutton测试,用

来说明自适应网分技术与流线迎风公式相结合时,图解纯对流问题的效率1 
2. 1  热传入问题

第1个实例是热传入问题[ 10] ,冷流体流经一个横截面宽高比 ( L m a) 很大的热输送管,

如图 10所示1 在远离输送管侧壁的区域,温度近似呈二维分布,因此可以采用图 11所示的计

算区域及边界条件1 对于二维对流-扩散问题,控制方程为

  Qu
5T
5 x

+ Qv
5T
5y

= #x
52

T

5x
2 + #y

52
T

5y
2, ( 23)

其中, #x = 10/ ( Pr Re
2
) , #y = 1. 6/ Pr , Re 和Pr 分别是 Reynolds数和 Prandt l数1 

图 10 热传入问题 图 11  热传入问题的计算域及边界条件

图 12 沿计算域中心线温度分布的比较 图 13  反对称流场的水平对流问题

为了将沿输送管中心线的温度分布与半解析解[ 11]进行比较,在整个区域上给定一个充分

发展的速度分布, u = 1. 5( 1- y
2
) , v = 0, Pr 和Re 分别取0. 7和 1001 图 12显示了用流线迎

风法得到沿输送管中心线的温度分布以及与文献[ 11]所得结果的比较1 由图可知, 本方法与

半解析法所得到的结果吻合得很好1 
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图 14  反对称流场水平对流问题结果的比较

图 15  多种方法给出的沿流出边界的数值结果图

图 16  初始网格及其相应结果

2. 2  倾斜流场对流问题
评价流线迎风公式的第 2个实例是倾斜流场对流问题1 该问题是纯对流传输问题, 在文

献中,通常用来评价处理对流项的新算法的精确性和稳定性1 计算区域为一个方形区域,如图

13所示,整个区域速度场是均匀的, 与 x 轴成 60b角1 
图13给出了边界条件, 计算域流入侧, <值呈阶梯形不连续分布,在计算域左侧, < = 1;

在底边,当 0 [ x [ 0. 2时, < = 1,当 0. 2 < x [ 1时, <= 01 图 14、15给出了流线迎风法所
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图 17 自适应网格及其相应结果

图 18  初始网格和自适应网格数值结果的比较

得的结果, 以及传统的逼近法, 如标准的 Galerkin

法和流线迎风 Petrov-Galerkin( SUPG)法所得的结

果1 从图中可以看出, 流线迎风法不存在任何非

物理振荡1 
为了提高解的精度, 自适应网格技术应用于

流线迎风有限元法1 图 16 展示了计算区域内初

始网格及其 <分布,结果显示,沿着不连续区域存

在相当大的数值扩散, 原因是单元尺寸大了1 图
17给出了自适应网格及其相应的结果1 图 17表

明, 在不连续区域内生成成群的小单元,而在其他

区域设置大单元1 图 18 显示了初始网格和自适

应网格,沿着流出边界 <分布的比较, 从图中可以发现, 流线迎风法的自适应网格可以捕捉间

断情况,给出高精度解1 

图 19 Smith和 Hutton测试 图 20 纯对流问题的 < 分布

2. 3  Smith和 Hutton测试

第3个测试实例也是用来显示自适应网格技术与流线迎风有限元法相结合的效用1 该问

题是由Smith和Hutton给出的[ 12] ,计算区域见图19, 其速度场为

  u = 2y ( 1 - x
2
) , ( 24)

  v = - 2x ( 1- y
2
)1 ( 25)
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( a) SUPG法的 < 分布 ( b) 本文方法的 < 分布

图 21  Smith和 Hutton测试结果的比较

 图 22 出口断面数值结果的比较( 3节点三角形单元、4节点四边形单元和 6 节点三角形单元)

( a) 初始网格及结果 ( b) 自适应网格及结果

图 23 初始网格和最终的自适应网格以及它们相应的结果
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  图 24 沿着流出边界的初始网格和

自适应网格数值结果的比较

图 19给出了其流线图,入口端 <分布如下:

  < = 1+ tanh[ ( 2x + 1) 10] 1 ( 26)

对于纯对流问题, 入口端的剖面应如图 20所示的

那样,传播到出口平面, 没有任何扩散1 为了说明
本文方法的性能,图 21( a)、图 21( b)给出了整个

计算域内,流线迎风有限元法和 SUPG法所得的 <

的分布图1 从图中可以看出, 流线迎风法不存在

任何非物理振荡1 图 22 给出了本文方法得到的

出口平面处 <的分布和 3节点三角形单元以及 4

节点四边形单元所得到的数值结果的对比1 结果
表明,本文( 6 节点单元)方法所得的结果比 3节

点三角形单元、4 节点四边形单元所得结果具有

更高的解精度1 
为了论证自适应网格技术与本文方法相结合时的性能,图 23给出了自适应网格技术的初

始网格,以及采用该网格所得到结果的等值线分布,图 23 右侧显示了自适应网格及其对应的

结果1 图 24给出了初始网格与自适应网格在出口处解的剖面以及和精确解的比较1 可以看
出,自适应网格比初始网格所得结果精度更高,因为在解梯度高的区域自动生成了小单元1 

3  结   论

针对对流-扩散问题,本文提出了 6节点三角形单元自适应流线迎风有限元法1 流线迎风
公式是针对传输方程的对流项提出的1 得到了对应的有限元方程, 并应用已有精确解和数值

解的实例来评价其有效性1 结果表明, 本文所提出的方法不存在任何非物理空间的振荡,它和

自适应网格技术结合后, 提高了解的精度1 自适应网格技术在初始网格获得的解的基础上,产

生了一个完全新的网格1 新网格在解梯度变化大的区域, 单元密集,提高了解的精度1 同时,

在其他区域生产了较大的单元,减少了计算时间和计算机内存1 流线迎风有限元法与自适应
网格技术相结合,证明对解精度改善是有效的1 
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Streamline Upwind Finite Element Method Using 6-Node

Triangular Element With Adaptive Remeshing Technique

for Convective-Diffusion Problems
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( Mechanical En gin eer ing Depa rtm ent , Chulalongkorn Univer sity ,

Patumw an , Ban gkok 10330, Thailand )

Abstract: A streamline upwind finite element method using the 6-node triangular element is present-

ed. The method was applied to the convection term of the governing transport equation directly along

local streamlines. Several convective- diffusion examples were used to evaluate the efficiency of the

method. Results show that the method is monotonic and does not produce any oscillation. In add-i

tion, an adaptive meshing technique is combined with the method to further increase the solution ac-

curacy, and at the same time, to minimize the computational time and computer memory require-

ment.
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