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摘要:  研究扩展内禀旋转张量在非惯性系湍流模拟中的作用,特别是对代数 Reynolds 应力湍流模

式(如非线性 K-E模式) 的重要性1 为此, 采用几个近年来发展的非线性 K-E湍流模式模拟旋转坐

标系下均匀剪切湍流,并且和大涡模拟的结果进行比较 1 计算结果和分析表明,需要发展更先进

的非线性 K-E模式从而更好地描述非惯性系下的复杂湍流1 
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引   言

模拟惯性系下的复杂湍流,无论是求解 Reynolds平均湍流方程,采用大涡模拟或直接数值

模拟, 都是非常困难的课题1 那么, 由于坐标系旋转产生旋转效应, 使得对非惯性系下湍流的

模拟就变得更加困难1 关于湍流模拟中的旋转效应可以参考 Lumley[ 1-2]、Launder等[ 3]、Speziale

等[ 4]、Kristoffersen和 Andersson [ 5]、Gatski和 Speziale[ 6]、Jongen 等[ 7]、Nagano 和Hattori[ 8- 9]、Yoshiza-

wa等
[ 10] 1 
求解 Reynolds平均方程( RANS)的湍流模式可以分成两类: 二阶矩封闭模式(以周培源上

个世纪40年代的开创性文章[ 11]为基础)以及代数Reynolds应力模式,例如, 线性和非线性 K-E

模式1 后者因为计算简单,在上个世纪 70年代以来在工程湍流的模拟中得到广泛应用1 本文

作者发展了一个引入平均旋转张量的三阶非线性 K-E湍流模式[ 12] , 其系数是根据Tavoularis和

Corrsin
[ 13]
的实验确定的1 在本文中,我们将讨论非惯性系下湍流的模拟1 通过坐标变换, 引入

扩展内禀旋转张量1 进一步地,我们将指出, 在非惯性系湍流模拟中,正是扩展内禀旋转张量

正确地反映了科氏力引起的旋转效应1 当我们应用在惯性坐标系下发展的、含有旋转张量的

Reynolds应力模式模拟非惯性系湍流时, 平均旋转张量应该用扩展内禀旋转张量替代1 本文
表明和 Reynolds应力输运方程相容的恰恰是扩展内禀旋转张量, 而不是近年来在湍流模拟中

得到广泛应用的内禀旋转张量1 为了说明扩展内禀旋转张量的作用,我们应用近年来发展的
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非线性K-E湍流模式 ) ) ) Craft等的模式[ 14]、Shih等的模式[ 15]、作者的模式( Huang 和Ma[ 12] )、

以及Yoshizawa等的模式[ 10] ) ) ) 计算在旋转坐标系下的均匀剪切湍流,并和 Bardina等[ 16]的大

涡模拟结果进行比较1 

1  非惯性系湍流模拟中的扩展内禀旋转张量

对惯性坐标系R:= ( x, t ) 中,常密度 Q和常粘性系数 L的不可压缩牛顿流体的湍流运

动,平均运动的连续性方程和 Reynolds平均N-S方程为

  div�v = 0, ( 1)

  Q
D�v
D t

= div( �T + QS) + QB , ( 2)

其中,横线表示取系综平均, D/ Dt为相对平均速度场�v的随体导数, �T = - �p1+ 2L�D, �D = ( grad�v

+ (grad�v)T
) / 2是平均拉伸张量, S:= - vc ª vc是Reynolds应力张量, B是单位体积力1 

脉动速度 vc的演化方程是

  Dvc
D t

+ �Lvc=
1
Q

divTc+ div( vc ª vc- vc ª vc) , ( 3)

其中, �L = grad�v, Tc = - pc1 + 2LDc, Dc = ( gradvc+ ( gradvc)
T
) / 2是脉动拉伸张量, pc是脉

动压力1 
从脉动速度 vc的演化方程可以导出 Reynolds应力输运方程

  DS
D t

+ �LS+ S�LT
= -

1
Q

[ ( divTc) ª vc+ vc ª divTc] + div vc ª vc ª vc1 ( 4)

注意到二阶矩湍流模式就是以该方程为基础的1 

因为 �L = grad�v = �D+ �W以及�D = ( grad�v+ (grad�v )
T
) / 2和 �W= ( grad�v- ( grad�v) T

) / 2

分别是惯性系R下的平均拉伸张量和平均旋转张量,方程( 3)变成

  Dvc
D t

+ (�D + �W) vc=
1
Q

divTc+ div( vc ª vc- vc ª vc) , ( 5)

方程( 4)则为

  DS
D t

+ ( �D + �W) S+ S( �D + �W)
T

=

    -
1
Q

[ ( divTc) ª vc+ vc ª divTc] + div vc ª vc ª vc1 ( 6)

考虑坐标系的变换, 从惯性系R:= ( x , t ) 变换到非惯性系R
*

:= ( x
*

, t
*

) 1 这种变换

物理上意味着由欧氏群变换(见Truesdell和Noll[ 17] )所定义的观察者的变换:

  x
*

( t
*

) = Q( t ) x + b( t ) , ( 7)

其中, Q( t ) 是时间 t 的正交张量, Q( t ) Q( t )
T

= Q( t )
T
Q( t ) = 1是单位张量, b( t ) 是时间 t

的任意向量,以及 t
*

= t + t 0, t 0是常数1 

在此坐标变换下,很容易得到 v
* c在R

*

:= ( x
*

, t
*

) 下的演化方程:

  Dv
* c

D t
+ �L*

v
* c =

1
Q

divT* c+ div( v
* c ª v

* c- v
* c ª v

* c) - 2A*
v

* c, ( 8)

其中, �L *
= grad v *

, T
* c= - p

* c1+ 2LD* c, p
* c脉动压力, D

* c= ( gradv * c+ ( gradv* c)
T
) / 2
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是非惯性系下脉动拉伸张量, A
*

= - Q( t )
T ÛQ( t ) 是R

*

相对于R的旋转张量1 

在流体力学中常常采用R
*

相对于R的旋转角速度 8 来替代旋转张量A
*

(见 Huang 和

Durst[ 18]
) 1 现在引入角速度 8 , 脉动速度的演化方程为

  Dv * c
D t

+ �L*
v

* c =
1
Q

divT* c+ div( v
* c ª v

* c- v
* c ª v

* c) - 2 8 @ v
* c, ( 9)

注意到 �L*
= grad v *

= �D*
+ �W*

, �D*
= ( grad v

*
+ ( grad v

*
)

T
) / 2以及 �W*

= ( grad v
*

-

(grad v
*

)
T
) / 2分别是非惯性系的平均拉伸张量和旋转张量, 方程( 8)可以写成

  Dv * c
D t

+ ( �D
*

+ �W
*

+ 2A
*

) v
* c =

    1
QdivT

* c+ div( v
* c ª v

* c- v
* c ª v

* c)1 ( 10)

同时方程( 4)变成

  DS
D t

+ �L* S*
+ S* �L* T

=

    -
1
Q

[ ( divT
* c) ª v

* c+ v
* c ª divT

* c] +

    div v
* c ª v

* c ª v
* c- 2A* S*

- 2S*
A

* T
, ( 11)

同样我们得到

  DS*

Dt
+ ( �L

*
+ 2A

*
) S

*
+ S

*
(�L

*
+ 2A

*
)

T
=

    -
1
Q[ ( divT

* c) ª v
* c+ v

* c ª divT
* c] + div v

* c ª v
* c ª v

* c1 ( 12)

这里引入扩展内禀旋转张量, 记为 2 *
= �W*

+ 2A*
, 得到

  Dv * c
D t

+ ( �D*
+ 2*

) v
* c=

1
Q

divT* c+ div( v
* c ª v

* c- v
* c ª v

* c)1 ( 13)

  DS*

Dt
+ ( �D *

+ 2*
) S*

+ S*
( �D*

+ 2*
)

T
=

    -
1
Q

[ ( divT* c) ª v
* c+ v

* c ª divT* c] + div v * c ª v
* c ª v

* c1 ( 14)

将方程( 5)和( 6)与方程( 13)和( 14)进行比较, 可以发现, 当模拟非惯性系 R
*

下的湍流

时,正是扩展内禀旋转张量 2* 恰当地表明着由科氏力诱导的旋转效应,从而当应用在惯性系

下发展的、含有平均旋转张量 �W的 Reynolds应力模式模拟非惯性系湍流时, 当地平均旋转张

量 �W必须用扩展内禀旋转张量 2
*
替代1 

正如上述所述, 在流体力学,特别是在计算流体动力学领域, 常常采用R
*

相对于R的旋
转角速度 8 来替代旋转张量A

*
,因此, 我们也考虑采用角速度, 注意到当坐标变换( 7) 给定,

旋转张量 A
*

= - Q( t )
TÛQ ( t ) 已知 1 因为 2*

= �W*
+ 2A*

,角速度 8 是旋转张量A
* 的对

偶,即 A
*
v

* c= 8 @ v
* c, 我们得到

  A
*
ij = :jik8k , ( 15)

其中, : ijk 是置换符号, 且

  2
*
ij = �W

*
ij + 2A

*
ij = �W

*
ij + 2:jik 8k1 ( 16)
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下面我们将应用几个非线性 K-E模式数值计算旋转坐标系下均匀剪切湍流, 以期检验扩展内

禀旋转张量 2
*
在其中发挥的重要作用1 应该注意到这里引入的扩展内禀旋转张量和

Speziale[ 19]推导出来、在湍流模拟中广泛应用的内禀旋转张量是不同的,相差 :jik 8k ; 我们将表

明,这一区别将导致它们在应用于非惯性系湍流模拟时非常不同的特性1 

2  模拟旋转坐标系下均匀剪切湍流的诱导旋转因子

基于 Reynolds应力输运方程的二阶矩模式中,科氏力显式地出现在方程( 14) 1 与之不同
的代数Reynolds应力模式,例如非线性示 K-E模式,为了计及科氏力诱导的旋转效应, 平均旋

转张量必须用扩展内禀旋转张量替代1 事实上,这种方法物理上是和 Reynolds应力输运方程

相容的,从而也和N-S方程相容1 在应用湍流模式进行计算和讨论其结果之前, 这里为了记号

的简便,并不失一般性,我们去掉有关公式中的/ * 0,此时在一个任意非惯性系下脉动速度演

化方程和 Reynolds应力输运方程分别为

  Dvc
D t

+ (�D + 2 ) vc=
1
Q

divTc+ div( vc ª vc- vc ª vc) , ( 17)

  DS
D t

+ ( �D + 2) S+ S( �D + 2)
T

=

    -
1
Q

[ ( divTc) ª vc+ vc ª divTc] + div vc ª vc ª vc, ( 18)

其中, �D = ( grad�v + ( grad�v )
T
) / 2和 �W = ( grad�v - ( grad�v )

T
) / 2, 且

  2 ij = �W ij + 2Aij = �W ij + 2:jik 8k 1 ( 19)

显然,在惯性系中 8 = 0,这样扩展内禀旋转张量 2 就是平均旋转张量 �W, 而方程( 17)及( 18)

就分别蜕化为方程( 5)及( 6) 1 
这里值得注意的是, 由方程( 19)定义的扩展内禀旋转张量 2 和内禀旋转张量 �W ij = �Wij +

:jik 8k 的区别在于以下几个方面:

首先,扩展内禀旋转张量 2 比内禀旋转张量�W多一项:jik 8k ,这就是为什么 2称之为扩展

内禀旋转张量的原因; 其次, 由于多了一项 :j ik 8k , 扩展内禀旋转张量不再是坐标系无关的, 而

是依赖于坐标系, 即非客观的, 而内禀旋转张量 �W 是坐标系无关的, 即客观的(见 Gatski和

Wallin
[ 20]

) ; 第 3点,扩展内禀旋转张量 2 是与 Reynolds输运方程相容的(从而也和N-S方程相

容) , 但是,内禀旋转张量 �W却不相容1 
为了证明多年来在湍流模拟中广泛使用的内禀旋转张量与 Reynolds 应力输运方程不相

容,让我们考虑 Gatski和Speziale[ 6]关于显式代数 Reynolds应力模式的文章,其中使用了内禀旋

转张量1 在文献[ 6] 62页叙述到:

应用式( 8)和( 12) ,我们将式( 11)写成另一种形式

  ( P- : ) bij = -
2
3 K �S ij - K bik�S jk + bjk�S ik -

2
3 bmn�SmnDij -

    K [ bik (�Xjk + 2:mkj 8m) + bjk(�Xik + 2:mki 8m) ] +
1
2 0 ij , 13

其中

  �S ij =
1
2

5�v i

5xj
+

5�v j

5xi
, �Xij =

1
2

5�v i

5 xj
-

5�v j

5xi
, 14

  0ij = 7 ij - D : ij1 15
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在所有常用的二阶矩模式中, 0ij 被模化为下列通用形式:

  0ij = :Aij ( b) + K Mijkl ( b)
5�v k

5xl
1 16

对非惯性系, 5�v k / 5x l为5�v k /5 xl+ :mlk 8m所替代, 将其代入 13 得到用平均速度梯度表示的确

定Reynolds应力各向异性的封闭形式的代数方程组(原文摘录完, 其中公式号加  的是原

文中的公式号) 1 

注意到这里 P = - Sij5�v i / 5xj 是湍流生成项,湍流耗散率张量为 :ij = ( 2/ 3) : Dij + D:ij ,其中

: = ( 1/ 2) :ii 是标量湍流耗散率, 7 ij 是压力-应变率张量1 
由式 13 显然在非惯性系扩展内禀旋转张量 2ik = �Xik + 2:mki 8m是与 Reynolds应力输运

方程相容的,而内禀旋转张量 �Wik = �Xik + :mki 8m 并非如此1 
为了更清楚地表明这一点,考虑在惯性系中式 13 的形式:

  ( P- : ) bij = -
2
3

K�S ij - K bik�S jk + bjk�S ik -
2
3

bmn�Smn Dij -

    K [ bik �Xjk + bjk �Xik ] +
1
2
0ij1 

那么,在非惯性系用 2 ik = �Xik + 2:mki 8m替代�Xik , 我们得到式 13 的正确形式:

  ( P- : ) bij = -
2
3

K �S ij - K bik�S jk + bjk�S ik -
2
3

bmn�Smn Dij -

    K [ bik 2jk + bjk 2ik ] +
1
2
0ij1 

然而,若用 �Wik = �Xik + :mki 8m 替代�Xik 其结果为

  ( P- : ) bij = -
2
3

K �S ij - K bik�S jk + bjk�S ik -
2
3

bmn�Smn Dij -

    K [ bik�Wjk + bjk�W ik ] +
1
2
0 ij ,

它是和参考文献[ 6]中的式 2 的 Reynolds应力输运方程不相容的1 同时,在文献[ 6]中给出

0 ij 的一般形式(此处摘录原文) :

/可以证明式 16 的一般形式为

  0ij = - C1:bij + C2K �S ij + C3K bik�S jk + bjk�S ik -
2
3 bmn�Smn Dij +

    C4K ( bik�Wjk + bjk�Wik ) , 17

其中

  �Wij = �Xij + :mji 8m 18

是绝对涡量张量,0(摘录完) 1 

很明显,式 17 中内禀旋转张量 �W ik = �Xik + :mki 8m应该为扩展内禀旋转张量 2 ik = �Xik +

2:mk i 8m 替代1 

自从 Speziale 1989年开创性文章[ 19]之后,内禀旋转张量 �Wij = �W ij + :j ik 8k多年来一直为有

关非惯性系湍流模拟的后续文章所采用(见文献[ 4, 7-8, 10, 20] ) 1 对几种典型的湍流, 他们的

计算结果与实验或 DNS 比较, 符合较好或得到某种改进, 但实际上, 这些湍流模式并不和

Reynolds应力输运方程相容,因此, 他们的结果并不具有所期望的通用性1 例如,在 Speziale和

MacGiolla Mhuiris[ 21]的文章中,应用内禀旋转张量确定均匀湍流的平衡态,得到旋转坐标系均

匀剪切湍流各向异性张量 a12 的旋转因子[ 1 - 2 8 / S ] , 而应用扩展内禀旋转张量得到的旋转
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因子为[ 1- 4 8 / S] , 它是和 Reynolds应力输运方程一致的1 

现在讨论旋转坐标系下均匀剪切湍流的数值模拟,采用的是 3个非线性 K-E模式: Craft等

的模式[ 14] , Shih等的模式[ 15] , Huang 和Ma的模式[ 12] , 以及 Yoshizawa等[ 10]最近发展的二阶非

线性 K-E模式1 
1) Craft等三阶非线性模式( CLS) :

  S = -
2K
3 1+ 2�CL

K
2

�ED- B1
K

3

�E
2 [ D

2
-

1
3 tr( D

2
)1] - B2

K
3

�E
2 ( WD - DW) -

    B3
K

3

�E2 [ W
2
-

1
3

tr( W2
)1] + C1

K
4

�E3 tr( D2
) D+ C2

K
4

�E3 tr( W2
) D +

    C3
K

4

�E
3 [ W

2
D + DW

2
-

2
3 tr( W

2
D) 1] + C4

K
4

�E
3 ( WD

2
- D

2
W) , ( 20)

式中, K = -
1
2

tr( S) 是湍动能, �E是各向同性耗散率,

  �C L =
0. 3( 1 - exp[- 0. 36/ exp(- 0. 75G) ] )

1 + 0. 35G3/ 2 ,   G= max(�S , �8 ) ,

其中

  �S = ( K /�E) [ 2tr( D2
) ]

1/ 2
, �8 = ( K /�E) [- 2tr( W2

) ]
1/ 2

] ,

B1 = - 0. 4�CL, B2 = 0. 4�CL, B3 = - 1. 04�CL, C1 = C2 = 40. 0�C
3
L, C3 = 0, C4 = - 80. 0�C

3
L1 注

意到,因为 C3 = 0,三阶项( W
2
D+ DW

2
) 事实上对数值模拟没有贡献1 

2) Shih等的模式:

  S = -
2K
3
1+ 2LT

K
2

E
D + A 3

K
3

E2 [ DW- WD] -

    2A 5
K

4

E3 [ WD
2
- D

2
W+ WDW-

1
3

tr( WDW)1-
1
2

( trD2
) D] , ( 21)

系数为

  LT = CLf L
K

2

E
, A 3 =

1- ( 9/ 2) C
2
L( KS

*
/ E)

2

0. 5+ ( 3/ 2) ( K
3
/ E2

) 8 *
S

* ,

  A 5 =
1. 6LT

( K
4
/ E3

) ( 7trD2
+ trW2

) / 4)
,

其中

  CL = 1/ ( 4. 0 + A s( K U
*

/ E) ) , f L = [ 1- exp(- a1 RK - a3 R
3
K - a5R

5
K ) ]

1/ 2
,

  A s = 6cos<, < =
1
3

arccos( 6trD
3
/ ( trD

2
)

3
) , U

*
= trD

2
- trW

2
,

  a1 = 1. 7 @ 10- 3
, a3 = 1 @ 10- 9

, a5 = 5 @ 10- 10
,

  S
*

= trD2
, 8 *

= - tr W2
, RK = Ky / M1 

3) Huang和Ma的模式( HM) :

  S = -
2K
3
1+ 2CL

K
2

E
D- C1C

2
L

K
3

E2[ D
2
-

1
3

tr( D2
)1] + C2C

2
L

K
3

E2D
.

+

    C3 CL
K

2

E3( K ÛE- 2 ÛKE) D- C4C
2
L

K
3

E2
W

2
-

1
3

tr( W2
)1 -

    C5 C
2
L
K

3

E2[ DW- WD] + C6 C
3
L
K

4

E3[ D
.
W- WD

.
] +
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    C7 C
3
L
K

4

E3[ DD
.
+ D

.
D-

2
3

tr( DD
.

)1] , ( 22)

其中, CL = 0. 09, C1 = 2. 896, C2 = 2. 784, C3 = 0. 843, C4 = 0. 848 2, C5 = 0. 634 4, C6 =

0. 776 7, C7 = 0. 688 5, . 表示 Jaumann导数, D
.

= DD / Dt + DW- WD1 

4) Yoshizawa等的模式:

  S = -
2K
3
1+ 2MT D - 4CN1

K
2

+E
MT [ D

2
-

1
3

tr( D2
)1] -

    4CN2
K

2

+E
MT ( DW- WD) , ( 23)

其中, CN 1 = 0. 13, CN 2 = 0. 18, + = 1+ 4CS ( KD ij / E)
2
+ 4C8 ( KWij / E)

2
, CS = 0. 015, C 8

= 0. 02CS1 MT = CM( K
2
/ E) / ( ++ CA ( 1/ K ) ( D/ D t ) ( K

2
/ E) ) , CM= 0. 12, CA = 0. 951 注意到

这里我们使用平均拉伸张量 D 和平均旋转张量 W而不是 Yoshizawa的 S 和 8 1 
在数值模拟中求解通常的 K 方程和E方程:

  DK
D t

= Sij
5�v i

5xj
- E+

5
5x i

MT
RK

5K
5 xi

+ M̈ 2
K , ( 24)

  DE
Dt

= CE1
E

K
Sij

5�v i

5xj
- CE2

E2

K
+

5
5xi

MT
RE

5E
5x i

+ M̈ 2E, ( 25)

其中

  MT = CLK
2
/ E, CL = 0. 09, CE1 = 1. 44, CE2 = 1. 92, RK = 1. 0, RE = 1. 31 

此外,对均匀剪切湍流, Yoshizawa采用了下列修正的 K 和 E方程:

  DK
D t

= Sij
5�v i

5xj
- E, ( 26)

  DE
Dt

= CE1
E

K
Sij

5�v i

5xj
- CE2 1 + C8E( K Wij / E)

2 E
2

K
, ( 27)

这里, CE2 = 1. 85, C8E= 0. 00251 

均匀剪切湍流中 Reynolds应力仅有 S12项对湍动能K 的产生有贡献 1 无量纲K 和E方程

分别为下列简单形式:

  DK
*

D t
* = 2K

*
a12 - E

* E0

K 0S
, ( 28)

  DE*

Dt
* = 2CE1E

*
a12 - CE2

E* 2

K
*

E0

K 0S
, ( 29)

其中,当 t
*

= St = 0 (K 0 = K | t= 0和 E0 = E| t= 0) 时, a12 = S12/ ( 2K ) ,K
*

= K / K0,在计算中

当 t
*

= St = 0 ( K 0 = K | t= 0取 E0 = E| t = 0) , E* = E/ E0, K
*

= E*
= 1, E0/ (K 0S ) = 0. 2961 

  现在在上述模式中用扩展内禀旋转张量 2替代平均旋转张量W,得到各向异性剪切应力

a12 如下:

对CLS模式:

  a12 =
1
2
�CL

KS
E

+
1
8
C1

KS
E

3

-
1
8
C2

KS
E

3

1- 4
8
S

2

, ( 30)

其中

  �C L =
0. 3( 1 - exp[- 0. 36/ exp(- 0. 75G) ] )

1 + 0. 35G3/ 2 ,   G= max(�S , �8 ) ,
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  �S =
KS
E

, �8 =
KS
E

| 1 - 4 8/ S | , C1 = C2 = 40. 0�C 3
L1 

对Shih等的模式:

  a12 =
CL

2
KS
E

-
1
8

A 5
KS
E

3

( 1- 4
8
S

)
2
- 1 , ( 31)

其中

  CL =
1

4. 0 + 1. 5( KS / E) 1 + [ 1 - 4( 8/ S ) ]
2
,

  A 5 =
6. 4CL

( KS / E) 2
( 3. 5+ 0. 5[ 1- 4( 8 / S) ]

2
)
1 

对Huang 和Ma 的模式:

  a12 = ( 1/ 2) CL( KS / E) + ( 1/ 4) C3 CL( 2 - CE2) ( KS/ E) -

    ( 1/ 4) C6C
3
L( KS/ E)

3
[ 1- 4( 8/ S) ]

2
1+ ( 1/ 2) ( 2 - CE1) C3CL( KS/ E)

3
, ( 32)

其中, CE1 = 1. 44, CE2 = 1. 921 

对Yoshizawa 等人的模式:

  a12 =
( 1/ 2) CM( KS / E)

+ + CA ( 1/ K ) ( D/ D t ) ( K
2
/ E)

, ( 33)

其中, CM= 0. 12, CA = 0. 95,

  + = 1 + 2CS
KS
E

2

- 2C 8
KS
E

2

1- 4
8
S

2

,

这里, CS = 0. 015 , C8 = 0. 02 CS1 
考察方程( 30) ~ ( 33) ,显然在 a12 表达式中诱导旋转因子[ 1- 4( 8/ S ) ] 是当地平均旋转

张量 W为扩展内禀旋转张量 2 替代的直接结果1 

图 1  CLS模式确定的湍动能随时间的演 图 2 Shih等人的模式确定的湍动能随时

化( LES数据取自文献[ 16] ) 间的演化( LES 数据取自文献[ 16] )

计算结果见图 1~ 41 我们可以看到, 由于旋转因子 [ 1- 4( 8/ S ) ]出现在 a12表达式中,每

个模式都可以描述科氏力诱导的旋转效应,但是, 当 8 / S = 0. 25和 8/ S = 0. 5时,与 Bardina

等[ 16]的LES结果相比较,没有一个模式恰当地确定出旋转效应; 然而, 当 8/ S = - 0. 5时,除

了Yoshizawa模式外,其它模式都捕捉到旋转效应,而且和 LES 的趋势一致1 有兴趣的读者还
可以参考文献[ 4, 7-8, 10, 20-21] , 那里报道了同样算例的计算, 但是应用了内禀旋转张量, 而不
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是扩展内禀旋转张量,其中包括几个熟知的非线性 K-E模式和二阶矩模式1 

图 3  HM模式确定的湍动能随时间的演化 图 4  Yoshizawa等人的模式确定的湍动能随

( LES 数据取自文献[ 16] ) 时间的演化( LES数据取自文献[ 16] )

4  讨论与结语

Gatski和 Speziale[ 6]曾指出:他们的非线性 K-E模式可以捕捉旋转坐标系下的湍流剪切流

和槽道流,其结果和二阶矩模式相当,即 SSG模式( Speziale, Sarkar, Gatski[ 22] ) 1 但是, Gatski和

Speziale的二阶 K-E模式在旋转坐标系下均匀剪切湍流的模拟中给出了很好的结果,这令人鼓

舞 1 有兴趣的是,他们模式中 a12的旋转因子[ 1- 4. 5( 8 / S ) ] , 它非常接近于应用扩展内禀旋

转张量得到的旋转因子[ 1- 4( 8/ S ) ] 1 另一方面, 应该注意, Gatski和 Speziale发展二阶 K-E

模式并没有采用 Speziale在上世纪 90年代提出的二维湍流极限下的物质标架不变性原理1 同

时,很容易证明,为了满足二维湍流极限下的物质标架不变性原理, Pope的模式[ 23]、Lumley 的

模式
[ 2]
、Gatski和 Speziale模式

[ 6]
,以及本文中应用的上述 4个非线性 K-E模式中所包含的平均

旋转张量的项都必须去掉1 事实上,得到广泛应用的 Speziale 非线性K-E模式在推导过程中遵

守了二维湍流极限下物质标架不变性原理,结果平均旋转张量无法引入到模式中1 但是,从理

论的观点结合湍流的物理事实,并没有观察到二维湍流极限下的物质标架不变性原理,应该加

以摒弃(Huang[ 24] ; 亦见 Lumley[ 1, 25] ) 1 
从上述分析可以清楚地看出,当模拟非惯性系下湍流时, 必须将平均旋转张量 �W用扩展

内禀旋转张量 2 替代 1 对上述评估的 4个非线性 K-E模式, 8 / S = 0. 5时的结果和 8 / S = 0

时一样,它是旋转因子[ 1 - 4( 8/ S ) ] 的直接结果1 此外,图 1~ 图 4表明, 模式系数应该与更

多的不变量以及扩展内禀旋转张量的不变量相关1 换言之,在上述 4个模式中, 模式系数和有

关的不变量的依赖关系还不足够多1 例如,对 CLS模式、Shih等人的模式、以及 Yoshizawa 等人

的模式,模式系数是两个典型不变量- tr�D2 和 tr�W2的函数,而在 Huang和 Ma 的模式中, 所有

模式系数由均匀剪切湍流的实验确定的,是常数1 但是,实际上, 这些模式系数是一系列不变

量的函数(见 Gatski和Speziale[ 6] ; Pope[ 23] ; Huang[ 26] ) 1 然而,尽管上述 4个非线性K-E模式在

确定旋转坐标系下均匀剪切湍流 8/ S = 0. 25和 8 / S = 0. 5时的结果不够令人满意,Gatski和

Speziale的二阶模式一个令人鼓舞的例子1 确实, 他们表明, 利用均匀剪切湍流的 LES结果对

模式系数进行合理的标定,他们的模式可以捕捉某些复杂湍流的典型特征,例如旋转系下的槽

道流1 当然, Gatski和 Speziale的二阶模式, 类似所有其它二阶非线性 K-E模式一样, 无法捕捉
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轴对称圆管旋转湍流中最重要的旋转效应,事实上, 它给出平均周向速度是刚体旋转, 和其它

标准线性 K-E模式一样,和实验结果相矛盾(见Huang 等人
[ 27]

) 1 
这里应该强调, 在发展适用于非惯性系湍流模拟的二阶矩模式, 在推导压力-应变率的一

般表达式时,为了恰当地描述科氏力诱导的旋转效应, 应该采用与坐标系相关的扩展内禀旋转

张量, 而不是坐标系无关的内禀旋转张量,其过程和上述介绍的代数 Reynolds应力模式的情形

是一致的1 
关于代数 Reynolds应力封闭方法中的 K 和E方程,也有必要进行修正,以期更好地描述坐

标系旋转诱导的效应 1 例如, 应该从物理上加以检验并修正 E方程中的系数,使得它们依赖

于坐标系的旋转,正如最近Yoshizawa等人[ 10]所做的那样1 同时,旋转坐标系下均匀剪切湍流

应该成为最重要的评估算例, 或者最基础的算例, 对新发展的目的在于预估非惯性系下复杂湍

流的模式进行评估1 此外, 若干约束应该遵守, 例如可实现性条件1 通常, 只有一个模式成功

地捕捉到旋转坐标系下均匀剪切湍流的重要特征,我们才能期望它在非惯性系下复杂湍流的

模拟中性能良好1 总之, 作为湍流模式理论发展的方向,我们应该采用这样一种方式来发展湍

流模式,即从一开始就建立一个对 Reynolds应力的相对通用的封闭形式,模式系数应该是若干

仔细选择的代表性的本构变量的函数, 其中扩展内禀旋转张量应该是一个典型的本构变量,以

及其它相应的不变量,配合一些典型湍流的 DNS或实验数据, 我们能够发展出性能良好的、适

用于复杂湍流模拟的模式,而模拟惯性系下的湍流只是其中的一个特例1 
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The Extended Intrinsic Mean Spin Tensor for

Turbulence Modelling in a Non-Inertial

Frame of Reference

HUANG Yu-ning1,  MA Hu-i yang2
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Pekin g Univer sity , Beijin g 100871, P . R . China ;
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Academy of Sciences , Beijing 100049, P . R . China )

Abstract: The role of the extended intrinsicmean spin tensor introduced for turbulencemodelling in a

non-inertial frame of reference which is described by the Euclidean group of transformations and, in

particular, its significance and importance in the approach of the algebraic Reynolds stress modelling,

such as in a nonlinear K- epsilon model is investigated. To this end and for illustration of the effect of

the extended intrinsic spin tensor on turbulence modelling, several recently developed nonlinear K- ep-

silon models were examined and their performance in predicting the homogeneous turbulent shear flow

in a rotating frame of reference with the LES data was compared. The results and analysis indicate

that only if the deficiencies of these models and the like be well understood in detail and be properly

corrected, may in the near future more sophisticated nonlinear K-epsilon models be developed to bet-

ter predict the complex turbulent flows in a non-inertial frame of reference.

Key words: turbulence modelling; non-inertial frame ofreference; extended intrinsic mean spin ten-

sor; frame-dependent; algebraic Reynolds stress model
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