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基于 ENO格式的三阶修正系数格式
X
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(湘潭大学 数学与计算科学学院,湖南 湘潭 411105)

(郭兴明推荐)

摘要:  不增加基点,仅摄动二阶 ENO格式的系数(简记为MCENO) , 得到一类求解双曲型守恒律

方程的三阶 MCENO 格式1 由MCENO 格式的构造过程可以看出 , MCENO 格式保留了 ENO格式的

许多性质,例如本质无振荡性、TVB性质等, 且能提高一阶精度1 进一步, 利用 MCENO 格式模拟二

维 Rayleigh-Taylor( RT)不稳定性和Lax 激波管的数值求解问题1 数值结果表明, t = 2. 0 时,MCENO

格式的密度曲线处于三阶WENO 格式和五阶WENO 格式之间,是一个高效高精度格式1 值得注意

的是 ,三阶MCENO格式, 三阶WENO格式和五阶WENO 格式的 CPU 时间之比为 0. 62: 1: 2. 191 表

明相对于原始 ENO格式, MCENO 格式在光滑区域有较高精度,能提高格式精度1 
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引   言

ENO( essentially non-oscillatory )格式出现在 Harten 等人 1987年的经典文献中
[ 1] 1 众所周

知, ENO方法是一类一致高精度且能达到在逐段光滑区构造本质无振荡函数的数值方法(见

文献[ 1] ) 1 ENO格式非常适合解激波问题和复杂光滑解问题, 具有TVD(或TVB)性质,有极小

的数值耗散, 可以对一大类界面追踪问题给出非常满意的数值结果1 然而, 二阶 ENO格式在

一维问题就需要 5个基点(见文献[ 2] ) 1 Liu利用加权的思想, 用模板的凸组合代替 ENO格式

原来的模板, 得到加权 ENO( WENO)格式1 相对于只需要 3个模板点的一阶迎风格式, 二阶

ENO格式和WENO格式需要 5个模板点(见文献[ 3-6] ) 1 

利用微分方程本身的性质,高智得到了摄动有限差分( PFD)方法(见文献[ 7-8] ) 1 在 PFD

方法中,既离散微商项也离散非微商项,而微商项可用二阶迎风差分与中心差分格式逼近1 最

近,和 PHD方法的思想相似,高智等利用一阶迎风格式作为基本格式,针对对流扩散方程提出

了摄动有限体积法( PFV) (见文献[ 8-9] ) 1 下面的工作主要是对 ENO格式的系数进行摄动,从

而构造三阶精度修正系数( MCENO)格式,该工作是对 PFD理论的一个扩充(见文献[ 2] ) 1 修
正系数格式的构造过程可以看出, 修正系数格式保留了 ENO格式的许多性质, 例如本质无振
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荡性、TVB性质等,且能提高一阶精度1 进一步, 利用修正系数格式模拟二维 Rayleigh-Taylor

(RT)不稳定性和激波管的数值求解问题[ 10] 1 

1  双曲型守恒律方程的二阶精度 ENO 格式

本节对于文献[ 2]中得到的 ENO-LLF 格式(简称为 ENO格式)作一个介绍1 对于双曲型守
恒律方程,有如下逼近形式:

  Ut + 6
d

i= 1
f i ( U) x

i
= 0 (或者 g( x , U, t ) , 源项) , ( 1)

  U( x , 0) = U
0
( x ) , ( 2)

其中, U = ( U1, U2, ,, Uk )1 设计算网格为 xk = k#$x , tn = n#$t , U
n
k 表示(1) 式的精确解

U( xk , tn) 的一个计算近似解1 

记 J i ( U) = ( f
c
i ( U) ) ( i = 1, 2, ,, d) 为 Jacobi矩阵,假设双曲型守恒律方程(1) 是严格双

曲型的(即,对任意 U, Ji ( U) ( i = 1, 2, ,, d ) 的特征值均为不相同的实根) 1 一般地,仅需要

计算绝对值最大的特征值,而不需要计算所有的左、右特征值(见文献[ 2] ) 1 当 d = 2时,可记

  F( U) = f 1( U) , G( U) = f 2( U) , Fx( U) =
5F( U)
5x , Gy ( U) =

5G( U)
5y ,

  Fc( U) =
5F( U)
5U , Gc( U) =

5G( U)
5 U 1 

为了简单起见, 从一维问题开始考虑1 对于二维双曲型系统( 1)和( 2) ,利用维数分裂法处理1 
为了获得双曲型系统( 1)和( 2)的二阶精度格式, 记

  F
+

( U) =
F( U) + AU

2
, F

-
( U) =

F( U) - AU
2

, ( 3)

其中, A= max | K| : Fc( U) 的绝对值最大的特征值 1 本文中, 仅考虑如下 Fx( U) 的特征

值: A= Aj+ 1/ 2 为常数,也就是说, A= Aj+ 1/ 2 = Aj- 1/ 21 二阶 ENO-LLF 通量定义为

  F
^ LLF, 2
j+ 1/ 2 =

1
2
( F ( Uj+ 1) + F( Uj ) - A( Uj+ 1- Uj ) ) +

    1
4
m[$+ F ( Uj ) + A$+ Uj , $- F( Uj ) + A$- Uj ] -

    1
4 m[$+ F ( Uj+ 1) - A$+ Uj+ 1, $- F ( Uj+ 1) - A$- Uj+ 1] , ( 4)

其中   $? Uj = ? ( Uj? 1 - Uj )

和

  m( x , y ) =
x ,   若 | x | [ | y | ,

y ,   否则 1 
下面总是采用如下守恒形式:

  U
n+ 1
j = U

n
j - K1( F

^
( U)

LLF, 2
j+ 1/ 2- F

^
( U)

LLF, 2
j- 1/ 2) - K2( G

^
( U)

LLF, 2
j+ 1/ 2- G

^
( U)

LLF, 2
j- 1/ 2) ,

其中

  K1 =
$t
$x

, K2 =
$t
$y

1 

对于一维守恒型格式,仅考虑( 4)式中 x- 方向的作用而忽略 y- 方向的所有项1 

2  基于二阶 ENO格式的三阶MCENO 格式

下面,我们利用二阶 ENO 格式构造具有 TVD 性质的三阶 MCENO 格式1 对于标准二阶
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ENO-LLF 通量( 4) , 记

  m1j = $+ F( Uj ) + A$+ Uj , m 2j = $- F ( Uj ) + A$- Uj ,

  m3j = $+ F( Uj+ 1) - A$+ Uj+ 1, m4 j = $- F ( Uj+ 1) - A$- Uj+ 11 
情况 1  | m1j | [ | m2j |、| m3j | [ | m4 j |、| m1( j- 1) | [ | m2( j- 1) |、| m3( j- 1) | [ | m4( j- 1) |

(简记为F FF F,称为比较符号) ,于是有

  F
^
( U)

LLF, 2
j+ 1/ 2- F

^
( U)

LLF, 2
j- 1/ 2 =

    5F( U)
5x $x -

1
12

53
F( U)
5x 3 $x

3
+

1
4
A5

3
U

5x 3 $x
3
+ o ( $x 4

)1 ( 5)

注意到, 要获得基于二阶 ENO 格式的三阶 MCENO 格式, 需要考虑( 5)式中, Fxx ( U)、

Fxxx ( U)、Uxx和Uxxx前面的系数(0, - 1/ 12, 0, A/ 4) , 我们称之为摄动系数1 情形1~ 16的所有

摄动系数对应地列于表 1,比较符号和系数的对应关系的详细说明略去1 
表 1 基于 ENO格式的 MCENO格式的摄动系数 ( k = 1/ 12)

情形 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Fxx 0 0 0 0 3 k - 3k 0 - 3k - 6k - 3k 3k 6 k 3k 0 - 3k 3 k

Fxxx - k - 4k 2 k - k - 4 k - k - 4k - k - k - 4k 2k - k - k 2 k 2k - k

Uxx 0 0 0 0 3 k 3k 6k - 3k 0 3k - 3k 0 3k - 6 k - 3k - 3k

Uxxx 3 k 0 0 - 3k 0 3k 0 3k 3k 0 0 - 3 k - 3k 0 0 - 3k

  注  表 1中关于 Uxx 和 Uxxx 的系数需要乘A1 

从而, ENO格式( 5)的修正二阶偏微分方程为

  5 U
5 t

= -
5F( U)
5x -

1
12

53
F( U)

5x 3 $x
2
+

1
4
A
53
U

5x 3 $x
2
-

    5G( U)
5y -

1
12

53
G( U)

5y 3 $y
2
+

1
4
B
53

U

5y 3$y
2

+ o ($x
3
, $y

3
) 1 ( 6)

对于我们将要得到的 MCENO格式的修正偏微分方程, 假设 Fx( U) 的系数为 a,将 a展开

为 $x 的幂级数

  a = I + a1$x + a2$x
2
+ o ( $x 3

) , ( 7)

其中, a1和 a2为4 @ 4待定系数矩阵1 若将关系式(7) 代入修正偏微分方程(6) ,而且 Fx( U)

和 Gy( U) 按照 ENO格式的空间形式展开,则可以得到如下新的修正差分格式:

  5 U
5 t

= -
1
$x

( I + a1$x + a2$x
2
) ( F

^
( U)

LLF, 2
j+ 1/ 2- F

^
( U)

LLF, 2
j- 1/ 2) -

    1
$y

( I + b1$y + b2$y
2
) ( G

^
( U)

LLF, 2
j+ 1/ 2- G

^
( U)

LLF, 2
j- 1/ 2)1 ( 8)

比较修正差分格式( 8)与差分格式( 4) , 如果满足如下假设:

  a1 = 0, a2 =
1
12

53
F( U)
5x 3 +

1
4
53
U

5x 3 A( F) ,

其中

  A( F) =

5F( U)
- 1

5x ,   若5F( U)
5x X 0,

0,   否则 1 
那么,对于情况 1,得到双曲型守恒系统( 1)的三阶精度格式

5 U
5 t

= -
1
$x

I +
1
12

53
F( U)

5x 3 +
1
4
53
U

5x 3 A( F) $x 2
( F

^
( U)

LLF, 2
j+ 1/ 2 - F

^
( U)

LLF, 2
j- 1/ 2) -
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  1
$y

I +
1
12

53
G( U)
5y 3 +

1
4
53

U
5y 3 A( G) $y 2

( G
^
( U)

LLF, 2
j+ 1/ 2- G

^
( U)

LLF, 2
j- 1/ 2) , ( 9)

这里,称

I +
1
12

53
F( U)

5x 3 +
1
4
53

U

5x 3 A( F)$x
2
, I +

1
12

53
G( U)

5y 3 +
1
4
53

U

5y 3 A( G) $y
2

( 10)

为格式( 9)的摄动系数1 类似地,可以求出另外 15种情况下的摄动系数1 x- 方向的所有摄动

因子如表 11 比较原来的 ENO格式、MCENO格式二阶格式基础上按照物理意义乘上了摄动系

数1 
如果将情形 1~ 16的摄动因子具体地代入格式( 9) ,就可得到 x- 方向具有 3-阶精度的差

分格式(与 ENO类似,在极值点处只有 1-阶) 1 如果需要考虑 y- 方向具有 3-阶精度的MCENO

格式, 只需要对 ENO格式中关于 Gy ( U) 进行摄动得到相应的摄动因子,具体过程留给读者,

并将所有数值结果安排在第 3节1 
引理 2. 1  若ENO格式具有TVB性质,那么基于 ENO格式得到的MCEN格式也具有TVB

性质1 
为了便于数值实现, 对于数值通量,所有格式采用自适应模板, 时间离散采用TVD Runge-

Kutta法1 对于空间离散, 采用如下逼近:

  
F
^
( U)

LLF, 2
j+ 1/ 2- F

^
( U)

LLF, 2
j- 1/ 2

$x
+

G
^
( U)

LLF, 2
j+ 1/ 2- G

^
( U)

LLF, 2
j- 1/ 2

$y
= - L $( U)1 

具体地,在时间离散中,采用如下经典二阶TVD-RK法(即经典Heun法) :

  U
*

= Ud- $t#L$( U
n
) + $t#g( Un

, x , tn ) ,

  U
* *

= U
*

- $t#L $( U
*
) + $t#g( U*

, x , tn+ 1) ,

  U
n+ 1

=
1
2
( U

n
+ Ud)1 

3  数 值算 例

例 1  Lax激波管问题
[ 10-11]

Lax激波管问题由向量形式的守恒方程表示

  Ut + F( U) x = 0, ( 11)

其中

  U =

Q

Qu

E

, F( U) =

Qu

Qu2
+ p

u(E + p )

, E =
p

C- 1
+

1
2
Qu

2
,

这里, Q、u、p、E、C= 1. 4分别为流体的密度、流体速度、压强、单位体积的总能和绝热指数1 
初始条件为

  ( Ql, u l , p l ) = ( 0. 445, 0. 695, 3. 528) ,

  ( Qr, u r, p r) = (0. 5, 0. 0, 0. 571)1 

对上述方程使用MCENO格式和 ENO格式求解,其网格点 N = 4001 t 0= 0. 6表示计算的总物理

时间, c = 0. 5表示 CFL条件,时间离散用TVD Runge-Kutta法1 参考解 u利用N = 8 000给出1 
由图 1的局部放大图(图1( b) ~ 图1( d) )可以看出,在激波管的间断处的密度、速度和压

力,MCENO格式计算得到的数值比 ENO格式得到的数值接近参考值1 MCENO格式的思想来

源于中国科学院力学研究所高智的/摄动有限差分方法0(见文献[ 7] ) , 这是一种物理格式,而
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不是通常单纯利用数学处理获得的数值耗散高阶格式1 从我们的激波管问题数值模拟结果看
出,与 ENO方法的结果比较, 没有增加更大的数值耗散效应1 或许, 这是物理格式与数学格式

的本质差异之一1 

( a) 由 ENO 格式和MCENO 格式获得的密度、 ( b) 密度的局部变化

速度和压力的数值解与精确解比较

( c) 速度的局部变化 ( d) 压力的局部变化

图 1 Lax 激波管问题(网格数为400,计算时间为 t = 0. 6 )

例 2  密度比 1B3的 Rayleigh-Taylor 不稳定性的数值模拟

由于密度不同而得到的 Rayleigh-Taylor不稳定性的数值模拟中, 高密度比问题变得非常困

难和重要从而得到广泛研究[ 10-11] 1 
当 k = 4, d = 2时,设守恒系统(1)、(2) 中 F( U) = f 1( U) 和 G( U) = f 2( U) 如下:

  

U = ( Q, Qu, Qv , E)
T
= ( u1, u2, u3, u4)

T
,

F( U) = ( Qu, Qu2
+ p , Quv, u( E + p ) )

T
=

  ( u2, u
2
2u

- 1
1 + C*

, u2u3u
- 1
1 , u2u

- 1
1 ( u4 + C*

) )
T
,

G( U) = ( Qv, Qv2
+ p , Quv, v( E + p ) )

T
=

  ( u3, u2u3u
- 1
1 , u

2
3u

- 1
1 + C*

, u3u
- 1
1 ( u4 + C*

) )
T
,

g = (0, - QG, 0, - QGu)
T
,

其中, C
*

= ( C- 1) ( u4- 2u1( u
2
2+ u

2
3)

- 1
) , p = ( C- 1) ( E - Q( u

2
+ v

2
) / 2)1 那么,双曲型
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守恒系统( 1)和( 2)的一阶Hamilton-Jacobi方程为

  5 U
5 t

+ JF
5 U
5x + JG

5 U
5 y

= g,

其中, JF 和JG 为 Jacobi矩阵,热传导率 C= 10,无量纲重力加速度 G = 401 
运动界面为 x = L / 2 + Acos(4Py / K) , 其中 L = | OA | = 100, K = | OB | = 20, A =

110[ 10] 1 初始条件定义如下:

  U(0, x , y ) =

1, 0, 0,
p (0, x , y )
C- 1 ,   ( x , y ) I D1,

3, 0, 0,
p (0, x , y )
C- 1 ,   ( x , y ) I D21 

( 12)

边界条件定义如下:

  5 u
5 n

( #OB) = 0,
5v
5n ( #OA ) = 0,

5 v
5 n

( #BC) = 0, ( 13)

右边界 #AC为自由边界(即右边界为外流边界) ,左边界 #OB ,上边界 #BC 和下边界 #OA 均为固

壁边界 1 关于压力 p 的初始条件如下:

  pAC =
( Q1+ Q2) gL

2
, ( 14)

  p (0, x , y ) =
pAC + ( L - x s) Q2g + ( x s - x ) Q1g ,   ( x , y ) I D1,

pAC + ( L - x ) Q2g,   ( x , y ) I D2,
( 15)

图 2  Rayleigh-Taylor不稳定性问题的计算区域

其中, ( x s, y ) I #s, #s 为界面曲线1 在我们的数
值算例中, 使用 500 @ 100个网格点,且采用均匀

网格自由跟踪界面曲线1 

从图 3可以看出, 当总的物理时间分别为 t

= 1. 0及 t = 1. 5时,利用MCENO格式进行界面

追踪得到的界面曲线,比利用 ENO格式进行界面追踪所得到的界面曲线更符合物理问题实

际,用 MCENO格式进行界面追踪的稳定性也明显要好1 另一方面, 两种格式的质量守恒都很

好1 

( a) t = 1. 0 ( b) t = 1. 5
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( c) t = 1. 0 ( d) t = 1. 5

图 3 密度比为 1: 3的 Rayleigh-Taylor不稳定性问题

  例 3  密度比 1B100的 Rayleigh-Taylor不稳定性的数值模拟

对具有不同密度引起的 Rayleigh-Taylor不稳定性问题, 高密度比问题一直是被广泛研究的

一类重要问题[ 11] 1 本例中,除了密度改变为 Q= 100外,其它条件与例2相同1 
从图 4可以看出,当总的物理时间分别为 t = 0. 5及 t = 1. 0时,和例2一样,利用MCENO

格式进行界面追踪得到的界面曲线,比利用 ENO格式进行界面追踪所得到的界面曲线更符合

物理问题实际, 用MCENO格式进行界面追踪的稳定性也明显要好1 为了比较格式的守恒性,

取物理时间在 t = 0. 6 ~ 1. 5的总质量1 特别地,由表2所示,质量( - 0. 18)是 1 000- 0. 18的

简写1 根据表 2, 当密度比为 1B3时, ENO格式和 MCENO格式的质量守恒性都保持得很好1 
然而, 当密度比为 1B100时, 在物理时间段 t = 0. 9 ~ 1. 2, 利用 MCENO格式进行界面追踪的

质量守恒性比利用ENO格式要好一些1 总的来说, ENO 格式和 MCENO格式的质量守恒性都

保持得较好1 

( a) t = 0. 5 ( b) t = 1. 0
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( c) t = 0. 5 ( d) t = 0. 5

图 4  密度比为 1B100的 Rayleigh-Taylor不稳定性问题

表 2 质量守恒性比较

计算格式
时间 t

0. 6 0. 7 0. 8 0. 9 1. 0 1. 1 1. 2 1. 3 1. 4 1. 5

ENO( 1B3) ( - 0. 18) ( - 0. 13) ( - 0. 48) ( - 0. 03) ( - 0. 04) ( - 0. 12) ( - 0. 18) ( - 0. 19) ( - 0. 74) ( - 0. 32)

MCENO( 1B3) ( - 0. 27) ( - 0. 14) ( - 0. 62) ( - 0. 02) ( - 0. 44) ( - 0. 51) ( - 0. 58) ( - 0. 30) ( - 0. 70) ( - 0. 95)

ENO(1B100) 0. 45 0. 67 0. 38 0. 33 0. 52 0. 43 1. 61 1. 67 3. 03 5. 03

MCENO( 1B100) 0. 48 0. 54 0. 47 0. 25 0. 73 0. 43 0. 80 1. 85 2. 64 6. 30

  表 3 密度等值线和 CPU时间( ( a) MCENO, ( b) 3-WENO, ( c) 5-WENO格式)

格式 t $ t T CPU 时间 t p/ s
Q = 1. 5

X l X r

( a)

0. 5 8. 214 9 @ 10- 4 548 260 161 0. 485 0. 523

1. 0 8. 148 7 @ 10- 4 1 219 577 484 0. 440 0. 581

1. 5 7. 946 4 @ 10- 4 1 836 870 828 0. 379 0. 666

2. 0 6. 848 9 @ 10- 4 2 511 1 202 716 0. 306 0. 763

( b)

0. 5 8. 286 6 @ 10- 4 605 461 409 0. 481 0. 524

1. 0 8. 284 7 @ 10- 4 1 208 931 508 0. 443 0. 571

1. 5 7. 927 3 @ 10- 4 1 818 1 404 779 0. 385 0. 646

2. 0 7. 216 1 @ 10- 4 2 484 1 926 580 0. 333 4 0. 709

( c)

0. 5 8. 248 4 @ 10- 4 607 1 014 741 0. 478 3 0. 527 2

1. 0 8. 244 4 @ 10- 4 1 213 2 032 779 0. 428 4 0. 586 1

1. 5 7. 886 5 @ 10- 4 1 826 3 059 779 0. 358 5 0. 672

2. 0 6. 725 8 @ 10- 4 2 513 4 216 486 0. 274 7 0. 764 7

  例 4  三阶WENO和五阶WENO格式的数值分析

下面考虑密度比为 1B3的RT 不稳定问题中三阶MCENO, 三阶WENO和五阶WENO 格式

的数值分析1 图 5可以看出,密度线随时间而变化1 容易看出, t = 2. 0时, 三阶MCENO的密
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度线大致轮廓位于三阶WENO和五阶WENO格式之间1 从表 3( a) ~ 3( c)可知,除了 t = 0. 5,

三阶MCENO 的密度线大致轮廓位于三阶WENO和五阶WENO格式之间, CPU 时间之比为

0162B1B2. 191 因此,MCENO是一个高精度而且使用 CPU较少的格式1 

( a) t = 2, 三阶WENO

( b) t = 2, 三阶 MCENO

( c) t = 2, 五阶WENO

图 5 利用三阶 MCENO格式,三阶WENO格式和五阶 WENO格

式求解密度比为 1B3的 Rayleigh-Taylor不稳定性问题

4  结   论

不增加基点,仅摄动二阶 ENO格式的系数, 得到一类求解双曲型守恒律方程的三阶修正

系数 ENO格式1 修正系数格式保留了 ENO格式的许多性质, 该类格式在捕捉界面表现出很

好的数值效果1 模拟二维 Rayleigh-Taylor( RT)不稳定性时表现很好的数值稳定性和质量守恒

性1 值得注意的是, MCENO格式、ENO 格式和五阶 WENO格式的 CPU 时间之比为 0. 62B1B

21191 总的来说, ENO格式和MCENO格式的质量守恒性都保持得较好1 
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Third-Order Modified Coefficient Scheme Based on the

Essentially Non-Oscillatory Scheme

LI Ming-jun,  YANG Yu-yue,  SHU Shi

( School of Mathema tics an d Computa tional Scien ce ,

Xian gtan University , Xian gtan , Hun an 411105, P . R . Chin a )

Abstract: A third-order numerical scheme was presented for approximating solutions of mult-i dimen-

sional hyperbolic conservation laws only using the modified coefficients of essentially non- oscillatory

( MCENO) scheme without increasing the base points during the construction of the scheme. The con-

struction process of scheme shows that the modified coefficient approach preserves the favourable

properties inherent in the original essentially non-oscillatory ( ENO) scheme for its essentially non-os-

cillation, total variation bounded ( TVB) etc . The new scheme improves the accuracy by one order

compared to the original one. Furthermore, the MCENO scheme was applied to simulate two-dimen-

sional Rayleigh-Taylor ( RT) instability with densities 1B3 and 1B100 and solve the Lax shock-wave

tube numerically. It is also noted that the ratio of CPU times used implementing the MCENO, the

third-order ENO and fifth-order weighed ENO (WENO) schemes is 0. 62B1B2. 19. These indicate that

the MCENO scheme improves the accuracy in smooth regions and has higher accuracy and better eff-i

ciency compared with the original ENO scheme.

Key words: essentially non-oscillatory scheme; modified coefficient scheme; the Lax shock-wave

tube; Rayleigh-Taylor instability
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