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流体饱和多孔隙介质波动方程小波
有 限 差 分 法
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摘要:  研究流体饱和多孔隙介质中波动方程的数值模拟1 针对求解二维弹性波方程问题,提出

小波有限差分法1 该方法综合了小波多分辨分析计算灵活、计算效率高特性和有限差分易于实现

的优点1 数值模拟的结果显示,此方法对于求解流体饱和多孔隙介质方程的数值模拟是有效稳定

的1 
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引   言

许多实际问题的数学模型都可以归结为偏微分方程的形式, 由于此类问题的解析解很难

求得,因此多采用数值方法来求解1 近年来, 由于地震波在流体饱和多孔隙介质中传播的数值

模拟在许多实际领域,如地球物理勘探,地震工程,岩石动力学等都有应用,所以受到越来越多

的关注1 1956年 Biot[ 1-2]首先建立了流体饱和多孔隙介质中弹性波传播理论1 此后,出现了许

多求解孔隙介质中波传播的数值方法1 针对二维各相异性孔隙介质波动方程, Dai等[ 3]研究

了非均匀孔隙介质中波动方程的速度-应力有限差分法1 Prevost
[ 4]
提出了有限元方法求解流体

饱和多孔隙介质波动方程1 Narasimhan等[ 5]使用积分有限差分法, 分析了孔隙介质的流体流

动1 Pedercin等[ 6]针对三维蠕变孔隙介质提出了变分边界有限差分法1 邵秀民等[ 7]讨论了流

体饱和多孔隙介质中波传播问题的有限元解,并提出了一种新型的无反射边界条件1 针对三维

非均匀孔隙介质波传问题, Sun等
[ 8]
研究了非均匀网格有限差分法1 传统的数值方法在求解

孔隙介质中波动方程问题上取得了一定成功,但由于实际地下介质结构复杂且求解过程中随

网格的增加而增大, 这些都不可避免地降低了传统数值方法的计算效率1 

小波方法是一种新发展起来用于求解弹性波波动方程的新方法1 此方法的主要思想利用
小波分解算法把波场函数分解到不同分辨率尺度空间上1 小波具有消失矩特性,使得小波基

分解下的函数和微分算子有很好的估计1 因此计算效率和存储量得到了优化1 小波方法已被
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应用于求解各种波动方程1 Hong 等[ 9]引进了小波基方法求解二维 SH 和 P-SV弹性波方程1 

Mustafa等
[ 10]
采用自适应小波基方法求解偏微分方程1 Xiang 等

[ 11]
采用 B样条小波作为尺度

函数, 提出了一种新型的有限元方法1 但是, 在求解偏微分方程问题中,小波方法并不能完全

取代传统的数值方法1 在求解过程中, 可以利用小波多分辨分析特性和传统的有限差分或有

限元法相结合1 例如,张新明等
[ 12]
将小波分析引入到有限元中,以小波基函数来代替多项式

函数作为有限元法中的插值函数来求解二维流体饱和多孔隙介质波动方程1 
综上所述, 为了模拟流体饱和多孔隙介质弹性波波动方程, 本文设计了小波有限差分法1 

在新算法中,采用二阶精度的中心差分来代替时间导数,而空间系数和微分算子由小波基来表

示1 在新算法中,小波多分辨分析的灵活性、计算效率高等特性和有限差分法易于实现的优点

得到充分结合1 

1  控 制方 程

地震波在流体饱和多孔隙介质与单相介质中的传播存在着很大的差异, 流体饱和多孔隙

介质中,除了包括在固体弹性介质中含有的 P波和 S波外,还存在着慢 P波,这种慢 P 波是由

固体骨架相对于孔隙流体运动产生的1 建立在连续介质力学和宏观本构关系基础上, Biot[ 1- 2]

首次提出了流体饱和多孔隙介质波传播理论1 
描述统计上述各向同性、局部均匀的孔隙弹性介质模型的物理参数有: L表示孔隙介质

的切变模量、Kb表示固体骨架的 LÀme 系数、K表示双相介质 LÀme系数、B表示孔隙率、Q表示

密度、Qs表示固体密度、Qf表示流体密度、K s表示固体的体变模量、K f表示流体的体变模量、K b

表示多孔骨架的体变模量1 
由Biot理论可知,在一些假设条件之下, 忽略了流体的粘质性的影响, 二维流体饱和多孔

隙介质波动方程控制方程表示为

  2 5
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52
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+ m
52 Xz
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其中, ux、uz 表示波场函数的固相位移, Xx、Xz 表示波场函数的流体相对于固体的位移, f 1 =

Bf , f 2 = (1 - B)f 是与震源函数f 相关的函数1 上述方程中参数之间的关系如下:

  K b = Kb+
2
3
L, A= 1-

K b

K s
, Q= (1 - B) Qs + BQf,

  M =
K s

A+ B( K s/ K f - 1)
, K= Kb+ A2M 1 

并且 8 = ( x , z ) : x I [ 0, a] , z I [ 0, b] 为求解区域1 
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初始条件为

  ux ( x , z , 0) = 0,
5 ux( x , z , 0)

5t = 0, uz ( x , z , 0) = 0,
5u z( x , z , 0)

5 t = 0, ( 5)

  Xx( x , z , 0) = 0,
5 Xx( x , z , 0)

5 t = 0, Xz ( x , z , 0) = 0,
5 Xz ( x , z , 0)

5 t = 01 ( 6)

图 1  边界的延拓

由于数值模拟只能对有限区域模拟, 必然存在

边界效应,为了消除这种人为反射,在进行数值模拟

时必须采用人工边界条件1 本文采用廖氏吸收边界

作为边界条件[ 7] ,相关内容见参考文献[ 13-14] 1 
把人工边界向外延拓两排网格, 第 1排是由 x

= 0, x = a, z = b 边沿外法线方向分别延拓 $x 和

$z 距离1 第2排是由第1排向外继续延拓2Ca$t距

离1 边界延拓情况如图 11 
则新的边界计算为

  U( $x + 2Ca$t , z , t + $t ) =

    a1 U( $x + 2Ca$t , z , t ) +

    a2 U( $x , z , t ) + a3 U(0, z , t ) - U( $x , z , t - $t ) , ( 7)

  U( a + $x + 2Ca$t , z , t + $t ) =

    a1 U( a + $x + 2Ca$t , z , t ) + a2 U( a + $x , z , t ) +

    a3 U( a, z , t ) - U( a + $x , z , t - $t ) , ( 8)

  U( x , b + $z + 2Ca$t , t + $t ) =

    a1 U( x , b + $z + 2Ca$t , t ) + a2 U( x , b + $z , t ) +

    a3 U( x , b, t ) - U( x , b+ $z , t - $t ) , ( 9)

其中

  
U = ( ux , uz , Xx , Xz )

T
, a1 =

1+ s
1 + 2s

, a2 = 1+ s, a3 = -
2s2

1+ 2s
,

s =
C a$t
$x 或 s =

Ca$t
$z ,

( 10)

Ca 是人工边界上的入射波,此入射波相当于双相介质中 3种波:快 P波,慢 P 波和 S波的合成1 

根据反射系数最小化原则,即可使用如下公式来求解 Ca:

  max
j= 1, 2,3

Ca

Cj
- 1 = min

C
min

[ C [ C
max

max
j= 1, 2, 3

C
Cj

- 1 , ( 11)

其中

  Cmax = Cp
1
, Cmin = min C s, Cp

2
,

C p
1
、Cp

2
、C s分别是快 P波,慢 P波和 S波的波速1 则方程( 7) ~ ( 11)构成了无反射边界条件1 

2  小波有限差分法

有限差分法在求解地球物理问题中已经被广泛使用1 此方法简单且易于实现, 缺点是采

用有限差分法计算时,为了提高精度需要增加大量的网格数,从而加大了计算量1 本文考虑使
用具有良好局部性的小波多分辨分析来减少计算量1 
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下面采用小波有限差分法离散控制方程( 1) ~ ( 4) 1 等式右端的时间导数使用二阶精度的
中心差分来离散,空间波场系数和微分算子用紧支撑小波基来分解1 则二维控制方程可以离
散为

  Qun+ 1
x , J + Qf X

n+ 1
x , J = (2�L+ �K) unx , J

xx
+ �Lunx , J

zz
+ (�L+ �K) unz , J

xz
+ A�MXnx , J

xx
+

    A�MXnz, J
xz
+ 2Qunx , J - Qun- 1

x , J + 2Qf X
n
x , J - Qf X

n- 1
x , J + �f

n
1, J = 5 1, ( 12)

  Qu
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z , J + Qf X

n+ 1
z , J = ( �L+ �K) u

n
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x z
+ �Lu

n
z , J

xx
+ (2�L+ �K) u

n
z, J

zz
+ A�MX

n
z, J

xz
+

    A�MXnz, J
zz
+ 2Qunz, J - Qun- 1

z , J + 2Qf X
n
z , J - Qf X

n- 1
z , J + �f

n
2, J= 52, ( 13)

  Qf u
n+ 1
x , J + mX

n+ 1
x , J = A�Mu

n
x , J

xx
+ A�Mu

n
z, J

xz
+ �MX

n
x , J

xx
+ �MX

n
z , J

xz
+ 2Qfu

n
x , J -

    Qfu
n- 1
x , J + 2mX

n
x , J - mX

n- 1
x , J + �f

n
1, J = 53, ( 14)

  Qf u
n+ 1
z , J + mX

n+ 1
z , J = A�Mu

n
x , J

xz
+ A�Mu

n
z, J

zz
+ �MX

n
x , J

xz
+ �MX

n
z, J

zz
+ 2Qfu

n
z, J -

    Qfu
n- 1
z , J + 2mXnz, J - mXn- 1

z , J + �f
n
2, J = 54, ( 15)

其中, u
n
x , J表示在J 尺度下位移函数ux在n时刻的近似估计, u

n
x , J

xz
表示在J 尺度下位移函数ux

在 n时刻关于x、z 偏导数的近似估计 1 �L = L$t2, �K= K$t 2, �M = M$t 2, �f = f $t 21 
整理得

  

u
n+ 1
x , J =

Qf 53- m51

Q
2
f - Qm

, u
n+ 1
z , J =

Qf 5 4- m52

Q
2
f - Qm

,

Xn+ 1
x , J =

Qf 51- Q5 3

Q2f - Qm
, Xn+ 1

z , J =
Qf 52- Q5 4

Q2f - Qm
1 

( 16)

初始条件离散为

  u
0
x , J = u

1
x , J = 0, u

0
z , J = u

1
z , J = 0, X0

x , J = X1
x , J = 0, X0z , J = X1z , J = 01 ( 17)

边界条件离散为

  U
n+ 1
J ( $x + 2Ca$t , z ) =

    a1 U
n
J ($x + 2Ca$t , z ) + a2U

n
J ( $x , z ) + a3 U

n
J (0, z ) - U

n- 1
J ($x , z ) , ( 18)

  U
n+ 1
J ( a + $x + 2C a$t , z ) =

    a1 U
n
J ( a + $x + 2Ca$t , z ) + a2U

n
J ( a + $x , z ) + a3 U

n
J ( a, z ) -

    U
n- 1
J ( a + $x , z ) , ( 19)

  U
n+ 1
J ( x , b + $z + 2C a$t ) =

    a1 U
n
J ( x , b+ $z + 2Ca$t ) + a2 U

n
J ( x , b + $z ) + a3 U

n
J ( x , b ) -

    U
n- 1
J ( x , b + $z ) , ( 20)

其中, Un
J = ( u

n
x , J , u

n
z, J , X

n
x , J , X

n
z, J)

T表示位移向量函数 U在时刻下在J 尺度下的近似估计1 

2. 1  在 J 尺度下函数u
n
x 的近似估计

在 J 尺度下函数u
n
x 的近似估计u

n
x , J 可以通过在子空间WJ 和 VJ 中的正交映射表示1 

  u
n
x , J = 6

J

j= 1
6
k
1
, k

2

d
h, j
k
1
, k

2
Wh, j
k
1
, k

2
( x , z ) + 6

k
1
, k

2

d
v, j
k
1
, k

2
Wv, jk

1
, k

2
( x , z ) +

    6
k
1
, k

2

d
d, j
k
1
, k

2
Wd, j
k
1
, k

2
( x , z ) + 6

k
1
, k

2

s
J
k
1
, k

2
5Jk

1
, k

2
( x , z ) , ( 21)

其中, 5 ( x , z ) = <( x ) <( z ) 是L
2
( R

2
) 空间的尺度函数, WK( x , z ) , K= h, v, d 是相应的小波

函数 1 系数 s
j
k
1
, k

2
满足:
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  s
j
k
1
, k

2
= 3unx , 5jk

1
, k

2
4 = Q

+ ]

- ]Q
+ ]

- ]
u
n
x ( x , z ) 5

j
k
1
, k

2
( x , z )dxdz1 ( 22)

水平、垂直和对角细节系数 d
h, j
k
1
, k

2
, d

v, j
k
1
, k

2
, d

d, j
k
1
, k

2
满足:

  d
K, j
k
1
, k

2
= 3unx , WK, jk

1
, k

2
4 = Q

+ ]

- ]Q
+ ]

- ]
u
n
x ( x , z ) W

K, j
k
1
, k

2
( x , z )dxdz ,   K= h, v, d1 ( 23)

2. 2  算子 T 的矩阵表示形式

下面先简要地回顾 Beylkinas
[ 15]
所提出算子 T 的非标准形式, 以及Hajji等

[ 16]
所提出的二

维紧支撑小波基分解下的算子矩阵表达式1 然后在小波域下讨论微分算子5x 2 或 5x5z 的分

解形式1 
在实际应用中, 我们一般考虑多分辨分析空间是有限维的1 算子 T 的非标准形式可以写

成算子集合的形式:

  T n = A j , Bj , Cj n- J [ j [ n- 1, T n- J , ( 24)

其中, Vn是最细的尺度空间, Vn- J 是最粗的尺度空间, J 是多分辨分析空间分解的尺度数 1 A j

= QjTQj , B j = QjTPj , C j = P jTQj , Tj = PjTPj ,其中 Pj、Qj 分别是Vn 和Wn空间上的正交映射1 

由 Qj = Q
h
j + Q

v
j + Q

d
j , 算子 Aj、B j、Cj 可以整理为

  Aj = 6
K, Kc= h, v, d

A
K, Kc
j = 6

K, Kc= h, v, d
Q
K
j TQ

Kc
j , ( 25)

  Bj = 6
K= h, v, d

B
K
j = 6

K
Q
K
j TP j , Cj = 6

K= h, v, d

C
K
j = 6

K
PjTQ

K
j 1 ( 26)

算子 T 的非标准形式改写为

  T n = A
K, Kc
j , B

K
j , C

K
j n- J [ j [ n- 1; K, Kc= h, v , d, T n- J , ( 27)

其中

  A
K, Kc
j : W

Kc
j y W

K
j ,   K, Kc = h, v, d,

  B
K
j : Vj y W

K
j ,   K= h, v, d, C

K
j : W

K
j y Vj ,   K= h, v, d1 

下面以函数 ux 为例,介绍算子 T j = PjTPj 作用于函数ux 的矩阵表示:

  Tjux( x , z ) = PjTP j ( ux ) =

    PjT 6
2
j
- 1

k
1
, k

2
= 0

s
j
k
1
, k

2
5jk

1
, k

2
( x , z ) = 6

2
j
- 1

k
3
, k

4
= 0

�s jk
3
, k

4
5jk

3
, k

4
( x , z ) , ( 28)

其中   s
j
k
1
, k

2
= 3ux , 5jk

1
, k

2
4, �s jk

3
, k

4
= 6

2j- 1

k
1
, k

2
= 0

35jk
3
, k

4
, T ( 5

j
k
1
, k

2
)4s jk

1
, k

2
1 

定义矩阵 T
j
,其元素表示为 2j @ 2j 矩阵块T

j , k
3
, k

4 ( k3, k4 = 0, 1, ,, 2j - 1) ,

  T
j
=

T
j , 0, 0

T
j , 0, 1 , T

j , 0, 2 j- 1

T
j , 1, 0

T
j , 1, 1 , T

j , 1, 2
j
- 1

s s , s

T
j, 2

j
- 1, 0

T
j , 2

j
- 1, 1 , T

j, 2
j
- 1, 2

j
- 1

, ( 29)

其中,矩阵块 T
j , k

3
, k

4 的元素表示为

  T
j , k

3
, k

4
k
1
, k

2

= 35jk
3
, k

4
, T ( 5jk

1
, k

2
)4,   k 1, k2 = 0, 1, ,, 2j - 11 

那么算子 Tj 作用在ux 上的矩阵表达式中的元素均可由 s
j
= ( s

j
k
1
, k

2
) 表示 1 依此类推,算
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子 Tn 中的A
j , K, Kc、Bj , K、Cj, K、T j 可以表示为

  A
j , K, Kc, k

3
, k

4k
1
, k

2
= 6

L- 1

m
1
, m

2
, m

3
, m

4
= 0
G
Kc
m

1
, m

2
G
K
m

3
, m

4
T

j+ 1, m
3
+ 2k

3
, m

4
+ 2k

4
m

1
+ 2k

1
, m

2
+ 2k

2
, ( 30)

  B
j , K, k

3
, k

4k
1
, k

2
= 6

L- 1

m
1
, m

2
, m

3
, m

4
= 0

Hm
1
, m

2
G
K
m

3
, m

4
T
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4
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1
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2
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2. 3  小波域上微分算子 5x 2和 5x5z 分解形式

对于 T = 5x5z ,

  T
j , k

3
, k

4
k
1
, k

2

= 35jk
3
, k

4
, T ( 5jk

1
, k

2
)4= Q

+ ]

- ]Q
+ ]

- ]
5 jk

3
, k

4
( x , z )

52

5x5z [ 5
j
k
1
, k

2
( x , z ) ] dxdz =

    Q
+ ]

- ]
<j , k

3
( x )

5
5x ( <j , k1( x ) )dx Q

+ ]

- ]
<j, k

4
( z )

5
5z ( <j , k 2

( z ) )dz =

    2 j
rk

3
- k

1
#2 jrk

4
- k

2
,

其中   rl = Q
+ ]

- ]
<( x - l ) <c( x )dx 1 

对于 T = 5x 2
,

  T
j , k

3
, k

4
k
1
, k

2
= 35jk

3
, k

4
, T ( 5jk

1
, k

2
)4= Q

+ ]

- ]Q
+ ]

- ]
5 jk

3
, k

4
( x , z )

52

5x 2[ 5
j
k
1
, k

2
( x , z ) ] dx dz =

    Q
+ ]

- ]
<j , k

3
( x )

52

5x 2( <j , k
1
( x ) )dx Q

+ ]

- ]
<j , k

2
( z ) <j, k

4
( z )dz =

    2 j
r
(2)
k
3
- k

1
#Dk

2
k
4
,

其中, r
(2)
l = Q

+ ]

- ]
<( x - l)

52

5x 2 <( x )dx 1 那么矩阵块 T
n
就由系数 rl、r

(2)
l 完全决定,关于求解

系数 rl、r
( 2)
l 的问题请参照文献[ 15] 1 

因为小波多分辨分析具有消失矩特性,所以一般来说微分算子和波场函数的表达式是稀

疏1 即使在最细尺度空间 V
n 上,微分算子和波场函数矩阵表达式很稠密, 粗一级尺度空间上

的矩阵也会很稀疏1 这样我们可以忽略足够小的那部分细节,即忽略所有比某个特定阈值小

的系数,令其值为 01 

不失一般性,以两尺度空间 V1、V2为例介绍算法, 那么算法步骤如下:

步骤 1给定迭代总时间 T ,阈值 E;

步骤 2采用有限差分法离散时间导数(如方程( 12) ~ ( 15) ) 1 
步骤 3使用 Daubechies紧支撑正交小波基分解空间波场函数和微分算子;

步骤 4把波场函数映射到较粗的尺度空间 V1 上, 得到系数 s
1
k
1
, k

2
;

步骤 5计算差分方程( 16)中算子的矩阵表达式1 然后由迭代公式( 16) , 初始条件( 17)和

吸收边界条件( 18) ~ ( 20)来模拟位移函数 ux、uz、Xx、Xz 的近似解;

步骤 6重构较细尺度空间 V2 的系数 s
2
k
1
, k

2
;
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步骤 7重复步骤 5,直至求得原始空间下位移函数 ux、uz、Xx、Xz 的近似解1 

3  稳定性条件

为了保证数值计算的稳定性及控制数值频散,参照弹性波方程数值解的稳定性条件[ 17] ,

方程( 12) ~ ( 15)稳定需要满足

  $t [ h

( V
2
p + V

2
s)

1/ 2, ( 34)

其中, $t 是时间步长, h 是空间步长, V p和 V s分别是 P 波和 S波的波速1 

4  数 值模 拟

为了验证新方法有效性, 用小波有限差分法求解流体饱和多孔隙介质弹性波数值模拟问

题1 首先,选取一个均匀模型.震源函数为振幅 0. 6 m、频率 80 Hz的正弦函数1 
描述地下介质的物理参数满足

  Kb = 3. 356 8 @ 10
6
Pa, L= 4. 32 @ 10

6
Pa, K f = 1. 25 @ 10

6
Pa, B= 0. 4,

  K s = 6. 296 @ 106 Pa, Qf = 1. 000 kg/m3
, Qs = 2. 400 kg/ m3

, m = 7221 
第1个算例中,我们选取时间步长 $t = 0. 002 s, 求解区域为[ 0, 1 500 m] @ [ 0, 1 500 m] ,

震源位于( 400 m, 700 m) ,空间步长 $x = $z = 10 m, 具有 6阶消失矩的 Daubechies小波作为

小波基,相应的小波函数和尺度函数图像见图 21 阈值为 E= 10- 3m1 选定初始网格为 200 @

200,分解的最大尺度为 51 采用小波有限差分法模拟流体饱和多孔隙介质波动方程的地震合

成记录图如图 31 

( a) db 6 小波函数 ( b) db 6尺度函数

图 2  db 6的尺度函数和小波函数

( a) ( b)
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( c) ( d)

 图 3 均匀介质模型的位移函数的地震合成记录图

( a) ( b)

( c) ( d)

图 4  双层介质模型的位移函数的地震合成记录图

第 2个算例中,我们考虑的介质为双层介质1 上下层介质孔隙率的取值分别为 0. 2和

014,除孔隙率之外的其他参数取值以及求解区域,震源位置和时间空间步长的选取与例 1相

同1 图4给出了双层模型的地震合成记录图,可以从图象中清晰的看到界面反射1 图3和图 4

都可以观察到波的频散和耗散1 数值模拟试验是在配置为 Intel Core Dou 1. 6 GHz的电脑平台

下运行的1 
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5  结   论

本文结合廖氏吸收边界, 提出了小波有限差分法, 并使用新方法研究了流体饱和多孔隙介

质波动方程数值模拟1 此方法结合了小波多分辨分析和有限差分法二者的优点,在小波域上

求解,减少了计算量,增加了计算效率1 数值试验结果表明,此方法是可行有效的1 

致谢  作者感谢哈尔滨工业大学创新团队资助计划对本文的资助1 
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Wavelet Finite-Difference Method for the Numerical

Simulation of Wave Propagation in

Fluid-Saturated Porous Media

HE Ying,  HAN Bo

( Depa rtm ent of Mathem atics , Harbin In stitute of Techn ology ,

Harbin 150001, P . R . Chin a )

Abstract: The numerical simulation of wave propagation in fluid-saturated porous media is consid-

ered. A wavelet finite- difference method was proposed for solving the 2-D elastic wave equation. This

algorithm combines the flexibility and computational efficiency of wavelet multiresolution method with

the easy implementation of finite-difference method. And the orthogonal wavelet basis provides a nat-

ural framework, which adapts spatial grids to local wavefield properties. Numerical results illustrate

the value of the approach as an accurate and stable tool for the simulation of wave propagation in flu-

id-saturated porous media.

Key words: wavelet multiresolution method; numerical simulation; fluid-saturated porous medium;

finite-difference method
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