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摘要 :  用极化方法分析了含一二维夹杂的无限压电压磁基体中的波动散射问题1 以此为目的,

首先构建了二维压电压磁/相对体0的极化方法1 当一般性波动退减为简谐振动时, 极化方法的核

心函数退减为二维谐波Green 函数1 利用氡变换的解析方法, 首次求得了二维谐波Green 函数的积

分表达式,该表达式在低频初始波与小尺度椭圆柱夹杂物的假设下可得到进一步的简化, 并最终

求得解析解1 推导针对同时具有压电以及压磁效应的一般性各向异性材料进行,然后将所得的结

果简化到仅针对压电复合材料的情况1 以此简化解析解为基础,提供了两个算例, 讨论了影响含

一二维椭圆柱夹杂的 PZT- 5H 压电陶瓷复合材料的散射截面的各种不同因素 (包括夹杂的尺寸、

形状效应,材料常数的影响, 以及压电效应等) 1 
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引   言

在复合材料中,由夹杂引起的波的散射问题一直受到许多研究者的关注1 Pao 等人[ 1]对

于弹性波在固体材料中的衍射以及由此引起的动态应力集中问题进行了详细地研究1 然而,

他的讨论局限于各向同性的材料1 另一方面, Auld
[ 2]
的工作中对于波动在各向异性固体中的

传播进行了相关的讨论, 但是遗憾的是由于分析方法等等各方面的原因,衍射集散射等问题在

本书中并未提及1 Barnett [ 3]指出运用由 Stroh[ 4]最早提出的一种方法(一般称作 Stroh方法) ,波

动在各向异性体中的传播能够得以简单有效的处理1 实际上,提及各向异性体中的二维问题,

无论动态或静态,人们都倾向于使用 Stroh 方法进行求解, 因为它所具备的数学上的简单形式

及有效性1 而 Stroh方法也曾经成功的处理一些动力学的问题,包括Rayleigh表面波以及界面

波的解析解1 这种波本身就可以视为是无限大表面对于入射波的一种散射1 Wu
[ 5]
推广了
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Stroh方法, 并利用它处理了所谓的/自恰0问题,这也是 Stroh方法在动力学问题中的另一次成

功运用1 
然而, 除去这些具简单形式的 Rayleigh表面波, Stroh 方法对于更加一般性的问题, 包括同

样具简单形式的简谐波并不能给出任何可操作的方法: 将具有 f ( x1 + px 2) eiwt这种形式的函数

带入方程,我们不再得到熟知的本征方程组, 而是一个难于求解的复杂函数方程组1 另一方

面, Wu
[ 5]
所提供的推广的 Stroh方法只能处理边界在 x 2 = 0上的问题1 对于更加复杂的边界,

迄今为止推广的 Stroh方法都无法给出令人满意的结果1 
由于首选的 Stroh方法无法给出令人满意的结果,由任意形状的夹杂引起的二维散射这一

重要的问题一直都处于无人问津的状态1 而实际上除了 Stroh 方法以外, Willis[ 6]还提供了另

一种有效的方法 ) ) ) 极化方法, 用以处理任意维度, 任意形式的散射问题1 其数学形式为以

Green函数为核心的积分方程1 Ma 和Wang
[ 7]
发展了这种方法并引入了 Eshelby

[ 8]
的经典方法

中首创的一些概念, 成功的解决了三维问题中的由椭球夹杂引起的散射,其中基体为各向异性

的压电材料1 在本文中, 我们将Willis
[ 6]
的极化方法与另一些解析技巧(包括氡变换以及留数

定理等等)相结合,分析了在压电压磁复合材料中的二维散射问题1 除了求得一般性的积分
解,在一些特定的简化条件下,还得到了解析解1 

1  基 本方 程

引用 Barnett和Lothe[ 9]以及Pan等[ 10]的标记方法并加以拓展, 我们得到了在各向异性压

电压磁材料中的磁- 电- 弹耦合场中所满足的平衡方程:

  CiJKluK, li + f J = QJK&uK , ( 1)

其中

  CiJKl =

C ijkl , J , K = 1, 2, 3,

elij , J = 1, 2, 3; K = 4,

eikl , J = 4; K = 1, 3, 3,

qlij , J = 1, 2, 3; K = 5,

qikl , J = 5; K = 1, 2, 3,

- Kil , J = 4; K = 5或 J = 5; K = 4,

- Eil , J , K = 4,

- Lil , J , K = 5,

( 2)

  

uJ =

uj , J = 1, 2, 3,

<, J = 4,

U, J = 5,

 f J =

f j, J = 1, 2, 3,

- f e , J = 4,

- f m, J = 5,

QJK =
DJK Q, J , K = 1, 2, 3,

0, J , K X 1, 2, 3,

( 3)

C ijkl、Eij 和Lij 分别代表材料的弹性常数, 介电常数以及磁导率常数张量; eijk、qijk和Kij 分别代表

压电、压磁以及电磁感应的系数1 uj、<和U分别代表弹性位移、电势以及磁势; f j、f e和 f m则是

体力、电荷及电流(或称磁荷) ;DJK 表征Kronecher张量, Q则是密度 1 &uJ 指uJ对时间的二次导

数1 方程( 1)中所示的广义弹性常数张量与广义应力应变构成如下的本构方程:
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  RiJ = C iJKlCKl , ( 4)

其中广义应力应变定义如下:

  RiJ =

Rij , J = 1, 2, 3,

Di , J = 4,

B i , J = 5,

 CIj =

Cij , I = 1, 2, 3,

- E j , I = 4,

- K j , I = 51 

( 5)

在方程( 5)中 Rij、Di以及B i分别是应力、电位移以及磁通量, Cij、Ej 以及K j 分别是应变、电场强

度以及磁场强度1 从上述式子中我们可以看出, 所有的非耦合情况(包括纯粹的弹性体、压电

材料、压磁材料)都可以通过将无关系数设置为 0而从方程( 1) ~ ( 5)中得到1 进一步的分析
还表明各种的系数张量满足如下的对称关系:

  

C ijkl = Cjikl = Cklij ;

ekji = ekij ; qkji = qkij ;

Eij = Eji ; Kij = Kji ; Lij = Lji1 

( 6)

最后,广义的应变与位移间的关系由如下的几何方程给出:

  Cij =
1
2

( u i, j + uj , i ) , E i = - <, i , H i = - U, i1 ( 7)

2  复合材料的二维极化方法

考虑一个无限大的压电压磁复合体,其基体的广义弹性模量为 C
0
iJKl ,密度为 Q0

JK , 夹杂为

一个占据空间 8 的二维体, 其在 x 3 方向的长度为无穷大, 夹杂的广义弹性模量 C
I
iJKl , 密度为

QI
JK 1 对此复合体,方程( 1)转化为

  ( C
0
iJKluK , l ) , i + f J + SiJ , i - ÛPJ = Q0

JK&uK , ( 8)

其中

  SiJ = $CiJKluK , l ; Pj = $QJKÛuK , ( 9)

  $CiJKl = ( C
I
iJKl - C

0
iJKl ) H ( x) , $QJK = ( Q

I
JK - Q

0
JK ) H ( x) , ( 10)

  H ( x) =
1,   x I 8 ,

0,   x /I 8 1 
( 11)

在方程( 8) ~ ( 11)中,以及第 2节的所有讨论中, x = ( x 1, x 2) ,大写的下标(如 J , K ) 取值 1 ~

5, 小写的下标(如 i , l ) 取值 1~ 21 
现在假设存在一个纯合的/相对体0,具有与基体相同的各种材料常数,则其所满足的平衡

方程为

  ( C
0
iJKluK , l ) , i + f J = Q

0
JK&uK 1 ( 12)

方程( 12)具有如下的伴随问题,其中对应的伴随算子为 C
*
iJKl、Q

*
JK , 共同构成如下方程:

  ( C
*
lJKiv J , i ) , l + FK = Q*

KJ&v J , ( 13)

其中, FK 为描述场 v 的伴随问题中的广义体积力1 上式中的伴随算子定义为

  Q
]

0
dtQS

dS ( vJ , iC
0
iJKluK , l - uK , lC

*
lJKivJ , i ) = 0, ( 14)

  Q
]

0
dtQS

dS (Ûv JQ
0
JKÛuK - ÛuK Q

*
KJÛv J) = 01 ( 15)

通过使用 Gauss定理,方程( 12) ~ ( 15)可得如下关系:
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  Q
]

0
dtQ5 S

dK[ vJC
0
iJKluK, ln i - uKC

*
lJKiv J , inl ] + Q

]

0
dtQS

dS( vJ f J + uKFK ) =

    QS
dS ( v JQ

0
JKÛuK - uK Q

*
KJÛv J) |

]
t= 01 ( 16)

相对体对应的 Green函数 G的各个分量满足

  ( C
0
iJKlGKP, l ) , i + DJPD( x - xc) D( t - tc) = Q

0
JK&GKP, ( 17)

GKP ( x - xc, t - tc) 分别表征广义Green位移的分量以及对应的点荷载的方向1 令 G
* 表征其

伴随 Green函数,则其分量满足

  ( C
*
lJKiG

*
JQ, i ) , l + DKQD( x - xd) D( t - td) = Q*

KJ &G*
JQ, ( 18)

对应于相应的伴随边界条件1 从方程( 16)可得

  G
*
QP( xc- xd, tc- td) = GPQ( xd- xc, td- tc) 1 ( 19)

式( 19)显示伴随Green函数 G
* 可以直接从Green函数 G求得, 而前者对于某些推导来说更为

方便1 将式( 16)带入式( 8)得

  uQ ( xd, td) = - QdtQS
dS[ G

*
JQ, i ( xd- x, td- t) SiJ( x, t ) -

    ÛG*
JQ( xd - x, td- t) PJ ] + u

0
Q ( xd, td) , ( 20)

其中

  u
0
Q ( xd, td) = - QdtQS

dS [ G
*
JQ ( xd- x , td - t) f J ( x, t ) ] -

    QdtQ5 S
dK[ uKC

*
lKJiG

*
JQ, inl - G

*
JQ ( C

0
iJKluK, l + PiJ) n i ] +

    QS
dS G

*
JQ ( xd- x , td) [ Q0

JKuK , l ( x, 0) + PJ ( x, 0) ] -

    uK ( x, 0) Q*
KJG

*
JQ( xd- x, td) 1 ( 21)

需要强调的是式( 20)仅当初始条件给出动量而非速度时才成立1 将式( 20)、( 21)的结论与

Willis[ 6]的结果进行比较,我们可以知道本文的结论可简化为针对压电材料, 压磁材料甚至纯

粹弹性材料的方程1 式( 20)又可表达为

  u = - NS- MP+ u
0
, ( 22)

其中

  ( NS) Q ( x, t ) = QdtcQS
dScNQiJ( x - xc, t - tc) SiJ( xc, tc) , ( 23)

  ( MP) Q ( x, t ) = QdtcQS
dScMQJ( x - xc, t - tc) PJ( xc, tc) , ( 24)

  NQiJ( x - xc, t - tc) =
5G

*
JQ( xc- x, tc- t)

5x
c
i

=
5GQJ( x - xc, t - tc)

5x
c
i

, ( 25)

  MQJ ( x - xc, t - tc) = -
5G

*
JQ( xc- x, tc- t)

5 tc = -
5GQJ( x - xc, t - tc)

5tc 1 ( 26)

将式( 22)带入式( 9)得

  ( $C)
- 1
iJQlSiJ + ( N xS) Ql + ( MxP) Ql = u

0
Q, l , ( 27)

  ( $Q) - 1
JQPJ + ( N tS) Q + ( M tP) Q = Ûu0

Q , ( 28)

其中

  ( N x) QliJ =
52

GQJ

5xl5x
c
i
, ( Mx) QlJ =

52
GQJ

5xl5tc, ( 29)
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  ( N t ) QiJ =
52

GQJ

5t5x
c
i
, ( Mt ) QJ =

52
GQJ

5 t5tc1 ( 30)

考虑如下二维初始波在基体中传播,其表达式为

  u
0

= aexp - i[ k0( n
0#x) + wt ] , ( 31)

其中, n 0
= [ n1, n2]

T 是一单位向量 1 振幅 a以及波数 k0满足

  Qn
2
1 - Q

w
2

k
2
0

+ ( R + R
T
) n1 n2 + Tn

2
2 a = 0, ( 32)

其中,上标T 代表矩阵转置, Q、R、T 的定义如下

  Q = [ C1JK1] , R = [ C1JK2] , T = [ C2JK2] , ( 33)

而 Q的表达式则为

  Q=

Q 0 0 0 0

0 Q 0 0 0

0 0 Q 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1 ( 34)

当我们考虑上述简谐波引起的散射问题时,由夹杂引起的散射波的表达式中, 时间变量 t

仅以乘子 exp(- iwt) 的形式出现在解表达中1 因此,我们需要 N、M等算子的谐波简化表达1 

而这些算子的核心均为二维谐波格林函数1 

3  动力学二维谐波 Green函数

本节求解针对各向异性压电压磁材料的动力学二维谐波 Green函数1 首先, 令一广义简

谐荷载作用于 x 3 轴上各点并指向 xQ 方向, 起始时间为 t = - ] 1 则我们可得到如下结论:

  fK ( x , t ) = DKQD( x) e- iwt
, ( 35)

其中, x 在平面( x 1, x 2) 中1 则固体中各点的广义位移也必然为简谐运动, 运动满足如下关

系:

  uQ ( x, t ) = GQJ ( x) e- iwt
, ( 36)

将式( 35)、( 36)带入式( 1)得

  ( LJK (5) + QJKw
2
) GQJ = - DQKD( x ) , ( 37)

其中

  LJK(5) = C1JK1
52

5x
2
1

+ ( C1JK 2 + C2JK 1)
52

5x 15x 2
+ C2JK2

52

5x
2
2
1 ( 38)

从式( 37)可以看出著名的Stroh方法无法解决这一问题1 若我们将形如 GQJ = GQJ( x 1 + px 2)

的方程带入方程( 37) ,则发现方程并未得以简化从而无法求解1 我们必须寻求其他方法来求

解这一问题1 将附录 A中定义的氡变换带入方程( 37)的两边可得

  LJK ( n)
52

5 s
2 + QJKw

2
G

^

QJ ( s) = - DQKD( s) , ( 39)

其中

  LJK( n) = C1JK1 n
2
1 + ( C 1JK2 + C2JK 1) n1 n2 + C 2JK2n

2
21 ( 40)

根据式( 6) , LJK = LKJ 1 在式( 39)中密度张量可展开为
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  [ QJK ] =

Q 0 0 0 0

0 Q 0 0 0

0 0 Q 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1 ( 41)

式( 39)可进行如下的分解:

  L jk( n)
52

5s
2 + QDj kw

2
G

^

qj ( s) + L4k( n)
52

G
^

q4( s)

5 s
2 + L5k( n)

52
G
^

q5( s)

5 s
2 =

    - DqkD( s ) , ( 42)

其中,由于篇幅原因省略了大部分简化式,其形式都与式( 42)类似1 在式( 42)以及下面的讨论

中,小写下标(如 j , k) 取值 1~ 31 又可得如下形式的关系式:

  
52

G
^

q4

5 s
2 = ( L

- 1
55 L 45 - L

- 1
54 L 44)

- 1
( L

- 1
54 L j4 - L

- 1
55 Lj 5)

52
G

^
qj

5 s
2 , ( 43)

上式同样由于篇幅关系进行了省略1 将形式如式( 43)的方程带入形式如式( 42)的方程可得

  #jk( n)
52

5 s
2 + QDjkw

2
G

^

qj ( s) = - DqkD( s) , ( 44)

  #jk( n)
52

5 s
2 + QDjkw

2
G

^

4j ( s ) = - ( L
2
45 - L 55L 44)

- 1
( L55L 4k - L 45L5k) D( s ) , ( 45)

  #jk( n)
52

5 s
2 + QDjkw

2
G

^

5j ( s ) = ( L
2
45 - L55L 44)

- 1
( L 44L5k - L 45L 4k) D( s ) , ( 46)

其中

  #jk( n) = L jk + ( L 45L54 - L44L 55)
- 1

[ L j4L 55L4k -

    L54( L j 5L 4k + L j4L 5k) + L j5L 44L5k ] 1 ( 47)

比较式( 45)、( 46)的右侧以及式( 44)、( 43) ,注意到 LJK = LKJ , 因此有

  G
^
JQ = G

^
QJ 1 ( 48)

由此, 式( 45)、( 46)将不会在下面的求解中出现, 我们只需通过方程 ( 43)求出 G
^

4j ( s) 以及

G
^

5 j ( s) 即可1 

从式( 47)可知矩阵 # = [ #jk( n ) ] 是对称矩阵且取正值 1 通过将坐标轴转化至 #的本征

空间,方程( 44)可被简化为一组独立的一维Helmholtz方程组1 其本征函数由如下方程给出:

  #jkEkm = KmEjm   ( m = 1, 2, 3) , ( 49)

其中, Km 是矩阵 #的对应于本征向量Em = [ E 1m , E2m , E 3m ]
T
的本征值 1 这里需要特别注意

的是求和约定并不对下标 m 起作用1 易知,此处的本征值已基本征向量都是实数, 而此处我

们令本征向量组成正交基,即有

  Em#En = Dmn1 ( 50)

方程( 44)可转换为

  Km
52

5 s
2 + Qw 2

�Gqm( s) = - EqmD( s ) , ( 51)

其中

  �Gqm( s ) = E jmG
^

qj , ( 52)

  G
^
qj ( s ) = Enj �Gqn1 ( 53)

方程( 51)的解首先由Wang 和Achenbach
[ 11]
给出
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  �Gqm =
iEqm

2Qc
2
mkm

e
i k

m
| s |

, ( 54)

其中,相速度 cm以及波数 km定义为

  cm = Km / Q, km = w / cm1 ( 55)

从式( 53)可得

  G
^

qj = 6
3

m= 1

iEqmE jm

2Qc2
mkm

eik
m

| s | 1 ( 56)

式( 54)的逆变换可通过将式( 56)带入式( A2)而得

  Gqj ( x) =
1

4P2 6
3

m= 1R| n| = 1

EqmEjm

2Qc2
m Q

]

- ]
sgn( n#x + S)

ei k
m

| n#x+ S|

S
dSdl ( n) 1 ( 57a)

通过与求解 Gqj 同样的操作手段,我们可以求得 G4j、G 5j、G44、G45、G451 有

  Gq4( x) =
1

4P2 6
3

m= 1
R| n| = 1

EqmEjm( L
- 1
54 Lj 4 - L

- 1
55 Lj 5)

2Qc2
m( L

- 1
55 L 45 - L

- 1
54 L44)

@

    Q
]

- ]
sgn( n#x + S)

eik
m

| n#x+ S|

S
dSdl ( n) , ( 57b)

  Gq5( x) =
1

4P2 6
3

m= 1
R| n| = 1

EqmEjm( L
- 1
44 Lj 4 - L

- 1
45 Lj 5)

2Qc2
m( L

- 1
45 L 55 - L

- 1
44 L54)

@

    Q
]

- ]
sgn( n#x + S)

eik
m

| n#x+ S|

S
dSdl ( n) , ( 57c)

  G44( x) =
1

4P2 6
3

m= 1
R| n| = 1

( L
- 1
54 L4q - L

- 1
55 L 5q) EqmEjm( L

- 1
54 L j4 - L

- 1
55 L j5)

2Qc
2
m( L

- 1
55 L45 - L

- 1
54 L 44)

2 @

    Q
]

- ]
sgn( n#x + S)

eik
m

| n#x+ S|

S
dS dl ( n) -

    R| n| = 1Q
]

- ]

sgn( S+ n#x)
2S( L

- 1
55 L 45 - L

- 1
54 L44) L 54

dSdl ( n ) , ( 57d)

  G45( x) =
1

4P2 6
3

m= 1
R| n| = 1

( L
- 1
44 L4q - L

- 1
45 L 5q) EqmEjm( L

- 1
54 L j4 - L

- 1
55 L j5)

2Qc2
m( L

- 1
55 L 45 - L

- 1
54 L44) ( L

- 1
45 L55 - L

- 1
44 L 54)

@

    Q
]

- ]
sgn( n#x + S)

eik
m

| n#x+ S|

S dS dl ( n) -

    R| n| = 1Q
]

- ]

sgn( S+ n#x)
2S( L

- 1
45 L 55 - L

- 1
44 L54) L 44

dSdl ( n ) , ( 57e)

  G55( x) =
1

4P2 6
3

m= 1R| n| = 1

( L
- 1
44 L4q - L

- 1
45 L 5q) EqmEjm( L

- 1
44 L j4 - L

- 1
45 L j5)

2Qc2
m( L

- 1
45 L55 - L

- 1
44 L 54)

2 @

    Q
]

- ]
sgn( n#x + S)

e
ik

m
| n#x+ S|

S dS dl ( n) -

    R| n| = 1Q
]

- ]

sgn( S+ n#x)

2S( L
- 1
44 L 54 - L

- 1
45 L55) L 45

dSdl ( n ) 1 ( 57f )

式( 57a) ~ ( 57f)带入式( 25)、( 26)、( 29)、( 30)可得到相应算子的表达式

  N ijq ( x, t ) =

    -
1

4P2 6
3

m= 1R| n| = 1

EqmE jmni

2Qc2
m Q

]

- ]

2D( n#x + S)
S +

ikmeik
m

| n#x+ S|

S
dSdl ( n ) =
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    -
1

4P2 6
3

m= 1
R| n| = 1

EqmE jmni

2Qc2
m Q

]

- ]

ikme
ik

m
| n#x+ S|

S
dS-

2
n#x

dl ( n) , ( 58a)

  N i4q( x , t ) = -
1

4P2 6
3

m= 1
R| n| = 1

EqmEjmn i ( L
- 1
54 Lj 4 - L

- 1
55 Lj 5)

2Qc2
m( L

- 1
55 L45 - L

- 1
54 L 44)

@

    Q
]

- ]

ikmeik
m

| n#x+ S|

S
dS-

2
n#x dl ( n) , ( 58b)

  N i44( x, t ) = -
1

4P2 6
3

m= 1
R| n| = 1

( L
- 1
54 L 4q - L

- 1
55 L5q) EqmE jmn i ( L

- 1
54 L j4 - L

- 1
55 Lj 5)

2Qc
2
m( L

- 1
55 L 45 - L

- 1
54 L 44)

2 @

    -
2
n#x + Q

]

- ]

ikmeik
m

| n#x+ S|

S
dS dl ( n) -

    R| n| = 1

ni

n#x( L
- 1
55 L 45 - L

- 1
54 L 44) L 54

dl ( n ) , ( 58c)

  N i54( x, t ) = -
1

4P
2 6

3

m= 1R| n| = 1

( L
- 1
44 L 4q - L

- 1
45 L5q) EqmE jmn i ( L

- 1
54 L j4 - L

- 1
55 Lj 5)

2Qc2
m( L

- 1
55 L45 - L

- 1
54 L 44) ( L

- 1
45 L55 - L

- 1
44 L 54)

@

    -
2
n#x + Q

]

- ]

ikmeik
m

| n#x+ S|

S
dS dl ( n) -

    R| n| = 1

ni

n#x( L
- 1
45 L 55 - L

- 1
44 L 54) L 44

dl ( n ) , ( 58d)

  ( N x) ijql =
1

4P2 6
3

m= 1
R| n| = 1

EqmEjmn inl

2Qc2
m

@

    Q
]

- ]

k
2
msgn( n#x + S) eik

m
| n#x+ S|

S
dS-

2

( n#x )
2 dl ( n ) , ( 59a)

  ( N x) i4ql =
1

4P
2 6

3

m= 1R| n| = 1

EqmEjmnin l ( L
- 1
54 L j4 - L

- 1
55 Lj 5)

2Qc
2
m( L

- 1
55 L 45 - L

- 1
54 L 44)

@

    Q
]

- ]

k
2
msgn( n#x + S) e

ik
m

| n#x+ S|

S
dS-

2

( n#x )
2 dl ( n ) , ( 59b)

  ( N x) i44l =
1

4P2 6
3

m= 1
R| n| = 1

( L
- 1
54 L 4q - L

- 1
55 L5q) EqmE jmninj ( L

- 1
54 L j4 - L

- 1
55 L j5)

2Qc2
m( L

- 1
55 L45 - L

- 1
54 L 44)

2 @

    Q
]

- ]

k
2
msgn( n#x + S) eik

m
| n#x+ S|

S
dS-

2
( n#x )

2 dl ( n ) -

    R| n| = 1

ninj

( n#x)
2
( L

- 1
55 L 45 - L

- 1
54 L 44) L 54

dl ( n ) , ( 59c)

  ( N x) i54l =
1

4P2 6
3

m= 1R| n| = 1

( L
- 1
44 L 4q - L

- 1
45 L5q) EqmE jmninl ( L

- 1
54 Lj 4 - L

- 1
55 L j 5)

2Qc
2
m( L

- 1
55 L 45 - L

- 1
54 L44) ( L

- 1
45 L55 - L

- 1
44 L 54)

@

    Q
]

- ]

k
2
msgn( n#x + S) e

ik
m

| n#x+ S|

S
dS-

2

( n#x )
2 dl ( n ) -

    R| n| = 1

n inl

( n#x)
2
( L

- 1
45 L 55 - L

- 1
44 L 54) L 44

dl ( n ) , ( 59d)

  MQJ ( x) = - iwGQJ ( x) , ( 59e)

  ( Mx) JQl = iwN JQl , ( 59f )

  ( N t ) iJQ = - iwN iJQ, ( 59g)
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  ( Mt ) JQ = - iwMJQ1 ( 59h)

需要注意的是在式( 58a) ~ ( 59h)中, 对于二维问题来说 i = 1, 2; l = 1, 2, 而其余的小写下标均

满足取值 1~ 31 此规则将延续到后面的讨论中1 方程( 58a) ~ ( 59h)所给出的长篇幅表达式

可通过数值方法求解1 以方程( 59d)为例1 对于第1项以Q
]

- ]

k
2
msgn( n#x + S) eik

m
| n#x+ S|

S dS为

核心的表达式来说, 我们可以首先通过展开 sgn( n#x + S) 将积分变为两项1 这两项积分将具

备Q
- n#x

- ]

eik
m
S

S
dS的形式,并可以通过级数展开求解1 方程( 59d)中的第 2、第 3项将在第 5节进

行详细求解1 方程( 58a) ~ ( 59h)与方程( 27) ~ ( 28)给出了由方程( 22)描述的广义位移1 从方
程( 22) ,我们知道总的位移常由初始位移场 u0 以及散射位移场 v 叠加而成,后者可表示为

  v = - NS- MP1 ( 60)

对于压电材料, 方程( 57a) ~ ( 59f)简化为

  Gqj ( x) =
1

4P2 6
3

m= 1
R| n| = 1

EqmEjm

2Qc2
m Q

]

- ]
sgn( n#x + S) e

i k
m

| n#x+ S|

S
dSdl ( n) , ( 61a)

  Gq4( x) = -
1

4P2 6
3

m= 1R| n | = 1

EqmE jmL j4

2Qc2
mL 44Q

]

- ]
sgn( n#x + S)

eik
m

| n#x+ S|

S
dSdl ( n ) , ( 61b)

  G44( x) =
1

4P2 6
3

m= 1
R| n| = 1

L4qEqmE jmLj 4

2Qc
2
mL

2
44 Q

]

- ]
sgn( n#x + S)

eik
m

| n#x+ S|

S
dS dl ( n) -

    R| n| = 1Q
]

- ]

sgn( S+ n#x)
2SL44

dSdl ( n ) , ( 61c)

  N ijq ( x, t ) = -
1

4P
2 6

3

m= 1R| n | = 1

EqmE jmni

2Qc
2
m Q

]

- ]

ikmeik
m

| n#x+ S|

S
dS-

2
n#x dl ( n) , ( 61d)

  N i4q( x , t ) =
1

4P2 6
3

m= 1
R| n| = 1

EqmE jmn iL j4

2Qc2
mL44 Q

]

- ]

ikmeik
m

| n#x+ S|

S
dS-

2
n#x dl ( n) , ( 61e)

  Gi 44( x, t ) = -
1

4P
2 6

3

m= 1R| n| = 1

L4qEqmE jmn iL j4

2Qc2
mL

2
44

-
2
n#x +

    Q
]

- ]

ikmei k
m

| n#x+ S|

S
dS dl ( n ) + R| n| = 1

ni

L 44n#x dl ( n) , ( 61f )

  ( N x) ijql =
1

4P
2 6

3

m= 1R| n| = 1

EqmEjmn inl

2Qc
2
m

@

    Q
]

- ]

k
2
msgn( n#x + S) eik

m
| n#x+ S|

S
dS-

2
( n#x )

2 dl ( n ) , ( 62a)

  ( N x) i4ql = -
1

4P2 6
3

m= 1
R| n| = 1

EqmEjmninjLj 4

2Qc2
mL44

@

    Q
]

- ]

k
2
msgn( n#x + S) e

ik
m

| n#x+ S|

S
dS-

2

( n#x )
2 dl ( n ) , ( 62b)

  ( N x) i44l =
1

4P
2 6

3

m= 1
R| n| = 1

L 4qEqmEjmninjLj 4

2Qc
2
mL

2
44

@

    Q
]

- ]

k
2
msgn( n#x + S) eik

m
| n#x+ S|

S
dS-

2

( n#x )
2 dl ( n ) +

    R| n| = 1

n inj

( n#x)
2
L 44

dl ( n )1 ( 62c)
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对于退化的压电材料,式( 47)转化为

  #jk( n) = L jk + L
- 1
44 Lj 4L4k 1 ( 63)

我们注意到,对于退化的压电材料,式( 2)中对应于材料磁性质的各项均被消去1 由此可知,若

将电性质与磁性质的相关项交换, 式( 61a) ~ ( 61f)同样可以表达压磁材料的相关性质1 

4  散 射截 面

夹杂的散射界面 J定义为散射场 v的总平均能量流出率比初始波场在n
0
方向的平均能量

流出率1 其中前者的分量表达式为

  Yi = -
1
4

iw ( RiJ�vJ - �RiJ vJ ) , ( 64)

其中, RiJ 代表 v 对应的广义应力场,上划线代表共轭复数1 从某一二维区域流出的平均能量
辐射率为

  E = Q5 S
Yin

0
idl1 ( 65)

利用 Gauss定律可得

  E = -
1
4 iwQS

( RiJ , i�vJ - �RiJ , i v J + RiJ�vJ , i - �RiJ v J , i ) dS, ( 66)

上式又可转变为

  E = -
1
4

iwQS
( SiJ�v J , i - �SiJ vJ , i ) dS -

1
4

w
2QS

( PJ�v J - �PJ vJ) dS 1 ( 67)

在上述方程中, S、P仅在夹杂平面S 内部取非零值1 初始波的平均能量流动可以从方程( 32)

中得到

  E
0

=
Qw 3

2k0
ajaj , ( 68)

其中, aj 是由式( 31) 给出的振幅向量 a 的各个分量1 最后,我们得到了散射截面的表达式

  J= E/ E
01 ( 69)

5  简化条件下的解析结果

式( 27)、( 28) 在低频的瑞利极限以下能够得到相当的简化1 另外,若夹杂的尺度比初始

波的波长小很多,则 S、P在夹杂内部可被视为常数1 通过省去高阶小项,方程转化为

  ( $C)
- 1
iJQlSiJ + QS

( N
]
x ) iJQldxcSiJ = - ik0 aQn

0
l , ( 70)

  ( $Q)
- 1
Pj = - iwaj 1 ( 71)

方程( 70)中的积分即为算子 N x 的静态极限,可以进行如下操作:

  QS
( N

]
x ) iJQldxc = d QS

N
]
iJQ ( x - xc) dxc dx l , ( 72)

其中, N
]
iJQ 可以通过仅保留含有 1/ ( n#x) 的项从方程( 58a) ~ ( 58f)中得到1 方程( 72)能够求

得解析解,其结果及推导过程在附录 B中详细给出1 在方程( 70) ~ ( 71)中可解得 S、P为

  SiJ = - ik0 ( $C)
- 1

+ QS
( N

]
x ) dxc

- 1

iJQl
aQn

0
l , ( 73)

  Pj = - i( $Q) waj 1 ( 74)

在简化条件下, 散射截面可从方程( 67) ~ ( 69)中求得如下:
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  J=
( Pab)

2
w

3

2E
0 [ SiJ ($N x) iJQl�SlQ + Pk$Mkp�Pp ] , ( 75)

其中

  ( $Nx ) ijql =
1

4P2 6
3

m= 1R| n| = 1

EqmEmjnin l

Qc5
m

6
]

i= 0
(- 1)

i 1
( 2i + 1) ( 2i + 1) !

-
1
2

dl ( n ) ,

( 76a)

  ( $Nx ) i4ql =
1

4P
2 6

3

m= 1R| n | = 1

EqmEmj ninl ( L
- 1
54 Lj 4 - L

- 1
55 L j 5)

Qc
5
m( L

- 1
55 L 45 - L

- 1
54 L44)

@

    6
]

i= 0
(- 1)

i 1
( 2i + 1) ( 2i + 1) !

-
1
2

dl ( n) , ( 76b)

  ( $Nx ) i5ql =
1

4P
2 6

3

m= 1R| n | = 1

EqmEmj ninl ( L
- 1
44 Lj 4 - L

- 1
45 L j 5)

Qc
5
m( L

- 1
45 L 55 - L

- 1
44 L54)

@

    6
]

i= 0
(- 1)

i 1
( 2i + 1) ( 2i + 1) !

-
1
2

dl ( n) , ( 76c)

  ( $Nx ) i44l =
1

4P
2 6

3

m= 1R| n| = 1

( L
- 1
54 L4q - L

- 1
55 L 5q) EqmEmjninj ( L

- 1
54 Lj 4 - L

- 1
55 L j 5)

Qc
5
m( L

- 1
55 L45 - L

- 1
54 L 44)

2 @

    6
]

i= 0
(- 1)

i 1
( 2i + 1) ( 2i + 1) !

-
1
2

dl ( n) , ( 76d)

  ( $Nx ) i54l =
1

4P
2 6

3

m= 1R| n| = 1

( L
- 1
44 L4q - L

- 1
45 L 5q) EqmEmjnin l ( L

- 1
54 L j4 - L

- 1
55 Lj 5)

Qc
5
m( L

- 1
55 L45 - L

- 1
54 L 44) ( L

- 1
45 L55 - L

- 1
44 L 54)

@

    6
]

i= 0
(- 1)

i 1
( 2i + 1) ( 2i + 1) !

-
1
2

dl ( n) , ( 76e)

  ( $Nx ) i55l =
1

4P
2 6

3

m= 1R| n| = 1

( L
- 1
54 L4q - L

- 1
55 L 5q) EqmEmjninj ( L

- 1
54 Lj 4 - L

- 1
55 L j 5)

2Qc
5
m( L

- 1
55 L 45 - L

- 1
54 L 44)

2 @

    6
]

i= 0
(- 1)

i 1
( 2i + 1) ( 2i + 1) !

-
1
2

dl ( n) , ( 76f )

  $Mkp =
1

4P2 6
3

m= 1
R| n| = 1

EqmEmj

Qc3
m

6
]

i= 0

(- 1)
i 1

( 2i + 1) ( 2i + 1) !
-

1
2

dl ( n) 1 ( 76g)

在方程( 75)的推导过程中,利用了方程( 58a) ~ ( 59j)的奇偶性条件1 方程( 76a) ~ ( 76g)的

详细推导过程在附录 C中给出1 
对一般压电材料,方程( 76a) ~ ( 76g)简化为

  ( $Nx ) ijql =
1

4P2 6
3

m= 1R| n| = 1

EqmEmjnin l

Qc5
m

6
]

i= 0
(- 1)

i 1
( 2i + 1) ( 2i + 1) !

-
1
2

dl ( n ) ,

( 77a)

  ( $Nx ) i4ql = -
1

4P2 6
3

m= 1
R| n| = 1

EqmEmjn inlLj 4

Qc5
mL 44

@

    6
]

i= 0
(- 1)

i 1
( 2i + 1) ( 2i + 1) !

-
1
2

dl ( n) , ( 77b)

  ( $Nx ) i44l =
1

4P2 6
3

m= 1
R| n| = 1

L4qEqmEmj ninlLj 4

Qc5
mL

2
44

@

    6
]

i= 0

(- 1)
i 1

( 2i + 1) ( 2i + 1) !
-

1
2

dl ( n) , ( 77c)
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  $Mjp =
1

4P2 6
3

m= 1
R| n| = 1

EqmEmj

Qc3
m

6
]

i= 0

(- 1)
i 1

( 2i + 1) ( 2i + 1) !
-

1
2

dl ( n) 1 ( 77d)

6  算   例

在这一节, 计算含单一夹杂(材料常数分两种情况: BaTiO3以及 BaTiO3刚体)的压电复合

材料的散射截面1 复合材料的基体材料为PZT- 5H1 基体与夹杂的材料均为横观各向同性材
料, 材料的对称轴为 x 2轴,而二维问题的计算是在 x 1 - x 2平面进行(即材料在 x 1与 x 2方向的

材料常数并不对称) 1 非零的材料常数有
BaTiO3- 夹杂:

  

C
*
11 = 166 GPa, C

*
22 = 162 GPa, C

*
12 = 78 GPa,

C
*
13 = 77 GPa, C

*
44 = 43 GPa,

e
*
21 = - 4. 4 C/ m2

, e
*
22 = 18. 6 C/ m2

, e
*
15 = 11. 6 C/ m2

,

E*
11 = 11. 2 @ 10- 9 C/ (N#m2) , E*

22 = 12. 6 @ 10- 9 C/ (N#m2) ,

Q
*

= 5 700 kg/ m
31 

( 78)

PZT- 5H- 基体:

  

C11 = 126 GPa, C22 = 117 GPa, C12 = 53 GPa,

C13 = 55 GPa, C44 = 35. 5 GPa,

e21 = - 6. 5 C/ m
2
, e22 = 23. 3 C/ m

2
, e15 = 17. 0 C/m

2
,

E11 = 15. 1 @ 10- 9 C/ (N#m2) , E22 = 13. 0 @ 10- 9 C/ ( N#m2) ,

Q= 7 500 kg/ m31 

( 79)

对于 BaTiO3刚体夹杂, 材料的常数被设定为无穷大,但是材料的密度保持不变1 对于算例中
的问题来说,材料的广义应力应变关系转化为

  

R11

R22

R23

R13

R12

D1

D2

=

C 11 C12 0 0 0 0 e21

C 12 C22 0 0 0 0 e22

0 0 C44 0 0 0 0

0 0 0 ( C11 - C13) / 2 0 0 0

0 0 0 0 C44 e15 0

0 0 0 0 e15 - E11 0

e21 e22 0 0 0 0 - E22

C11

C22

C23

C13

C12

- E 1

- E 2

1 ( 80)

我们考虑如下问题,初始波在 x1方向传播, 振幅及大小为 a = [ 1  0  0]
T
,与椭圆柱夹杂

发生碰撞 1 夹杂的尺寸如图1所示 1 对于两种不同材料的夹杂,我们计算了散射截面随 E的

变换 1 随着 E的增加,夹杂的体积也呈线性增长 1 计算的结果展示于图21 所有的计算结果

都需要乘上 w
4
a

4
,其中 a 是图1中所示的长轴长度, w 则由方程( 31)给出1 

从上述结果,我们看到在两种情况下( BaTiO3夹杂以及 BaTiO3刚体夹杂) ,尺寸效应的影

响都是巨大的1 由于散射截面的表达式为一个面积分,随着 E值的增大,散射截面的值同样会

增大1 
然而,正是由于这种影响占据主要的地位,掩盖了其他因素的影响1 由此我们计算了另一

个算例,即散射截面随 H的变化,其中 H可见于图11 在这次计算中,随着 H的变化夹杂的体积
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图 1  散射问题示意图 图 2  散射截面 J随E的变化曲线

图 3  散射截面 J随H的变化曲线(基体 图 4 散射截面 J随H的变化曲线(基体

与夹杂的材料分别为弹性 PZT- 5H 与夹杂的材料分别为弹性 PZT- 5H

以及弹性 BaT i03) 以及弹性 BaTi03 刚体)

图 5  散射截面 J随H的变化曲线(基体 图 6 散射截面 J随H的变化曲线(基体

与夹杂的材料分别为 PZT- 5H 与夹杂的材料分别为 PZT- 5H

以及 BaTi03) 以及 BaTi03 刚体)

保持不变1 为了研究压电效应对于散射截面的影响,我们首先计算了具有相同弹性常数弹不

具压电效应的复合材料的散射截面,其各自的材料常数为:

弹性 BaTiO3- 夹杂:

  C
*
11 = 166 GPa, C

*
22 = 162 GPa, C

*
12 = 78 GPa, C

*
13 = 77 GPa, C

*
44 = 43 GPa,
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  e
*
21 = 0, e

*
22 = 0, e

*
15 = 0, E*

11 = 0,

  E
*
22 = 0, Q

*
= 5 700 kg/ m

31 
弹性 PZT- 5H- 基体:

  C11 = 126 GPa, C22 = 117 GPa, C12 = 53 GPa, C13 = 55 GPa, C44 = 35. 5 GPa,

  e21 = 0, e22 = 0, e15 = 0, E11 = 0,

  E22 = 0, Q
*

= 7 500 kg/ m
31 

BaTiO3刚体也在本例中进行了计算1 结果见于图 3及图 4中1 

示于图5和图6中的是对于压电复合材料计算的结果1 其中材料常数的选取参照方程
( 78)、( 79) 1 

致谢  本文工作受到中国国家自然科学基金( 10732100; 10572155) , 广东科学与技术局

( 2006A11001002) ,以及中国教育部博士生基金的支持1 

附 录 A

考虑在 R2 中定义的函数 f ( x ) , 则 f ( x) 的氡变换定义为

  f
^
( s , n) = R[ f ( x) ] = Qf ( x) D( s - n#x) d( x ) , ( A1)

其中, n为一单位向量, 而 D是二维 Dirac函数1 f ( x) 的氡变换是一个在由 n#x = s 定义的所有曲线上的积

分1 氡变换的逆变换定义为

  f ( x) = -
i

4PR| n| = 1
H s

d
ds

f
^
( s, n) | s= n#x dl( n) , ( A2)

其中, H s 是针对变量 s 的 Hirbert变换,它的定义为

  H s[ f ( s , n) ] =
i
PQ

]

- ]

f ( S, n )
s - S

dS1 ( A3)

Helgason [ 12]对氡变换进行了详细的推导与研究1 

附 录 B

利用Li和Wang[ 13]在他们的文章中使用的技术, 方程( 72) ~ ( 74)有如下解:

  N ]
ijq =

1

4P2 6
3

m= 1
R| n | = 1

EqmEmjni

Qc2
m( n# x)

dl ( n) =
1

2P2Q
]

- ]

A q j( e1 + Fe2) Fi

D( e1 + Fe2) ( x 1+ Fx 2)
dF, ( B1)

其中, x = x 1e 1+ x 2 e2而[ F1  F2] = [ 1 F] 1 式( B1)对于 dxc的积分由 Eshelby[ 8]首次完成, 他证明了积分结

果与 x 呈线性关系 1 因此我们可以知道, d QS
N ]

ij q ( x - xc)dxc dx l 的计算结果为常数,由下式给出:

  QS
( N ]

x ) ijqldxc =
1
PEQ

]

- ]

A qj( e1+ Fe2 ) Fil

D( e 1+ Fe2) (1/ E2 + F2)
dF, ( B2)

其中, [ Fil] =
1 F

F F2

T

而E= b/ a, a、b 分别为椭圆夹杂在 e1、e2方向的轴长1 在式( B2)的推导中, 我们略去

了一些复杂的项,这是由于在式( 67)中, 只有 SiJ�vJ, i 的虚部对散射截面有贡献1 在最一般的情况下, 方程

D( e1 + Fe2) = 0 的所有根都不相同,方程( B2)的解为

  QS
( N ]

x ) ijqldxc = -
2
E

Im 6
6

m = 1

A qj (Fm) ( Fil ) m

a6( Fm - F*
m ) 6

6

k= 1
k Xm

( Fm - F*
k ) ( Fm - Fk)

, ( B3)

其中, a6是 D( e 1+ Fe2 ) 中 F10项的系数, Fm( m = 1, 2, 3, 4, 5) 为方程 D( e1+ Fe2) = 0 的具有正虚部的根, F6

的值为(1/ E) i, 而 F*
m 为Fm 的复数共轭1 其他的解可以用同样的方法求得 ,如下:
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  QS
( N ]

x ) i4 ql dxc = -
2
E

Im 6
8

m= 1

A qj (Fm) ( Fil ) m[ L j4( Fm) L55( Fm) - L 54 (Fm) Lj5( Fm) ]

a6a4( Fm - F*
m ) 6

8

k= 1
k Xm

( Fm - F*
k ) ( Fm - Fk )

, ( B4)

其中, a4是 L45L 54 - L44L 55 中 F
4
项的系数,而 F7、F8为方程( L 45L54- L 44L55) = 0的具有正虚部的根1 

  QS
( N ]

x ) i5 ql dxc = -
2
E

Im 6
8

m= 1

A qj (Fm) ( Fil ) m[ L 45( Fm) L j4( Fm) - L 44 (Fm) Lj5( Fm) ]

a6 (- a4) ( Fm - F*
m ) 6

8

k= 1
k Xm

( Fm - F*
k ) ( Fm - Fk )

1 ( B5)

剩余的方程与上面的式子具有非常相似的结构, 由于篇幅原因这里无法一一列出1 

附 录 C

从方程( 67)中可以知道方程( 59a) ~ ( 59f)中只有偶函数的虚部对散射截面结果有贡献,因此

  ($Nx ) ij ql =
1

4w3P2 6
3

m= 1
R| n| = 1

EqmEmjninl

2Qc2
m Q

]

- n#x

k2
meik

m
( n#x+ S)

S
dS- Q

- n#x

]

k 2
me- ik

m
( n#x+ S)

S
dS dl ( n ) ,

( C1)

这里, km 以及 | x | 都被认为是小量, 由此我们可以进行如下变换:

  ($Nx ) ij ql =
1

4w3P2 6
3

m= 1
R| n| = 1

iEqmEjmnin l

Qc2
m Q

]

0

k2
msink mS
S

dSdl ( n) , ( C2)

由于

  Q
]

0

sinkmS
S

dS = Q
1

0
+ Q

]

1

sinkmS
S

dS = km 6
]

i= 0

(- 1) i 1
(2i + 1) (2i + 1) !

- Q
]

1

1
kmS

dcoskmS =

    km 6
]

i= 0

(- 1) i 1
(2i + 1) (2i + 1) !

+
cosk m - 1

k m
=

    km 6
]

i= 0

(- 1) i 1
(2i + 1) ( 2i + 1) !

-
1
2

1 ( C3)

最后得解

  ($Nx ) ij ql =
1

4P2 6
3

m= 1
R| n | = 1

EqmEjmninl

Qc5
m

6
]

i= 0

(- 1) i 1
(2i + 1) ( 2i + 1) !

-
1
2

dl( n)1 ( C4)

其余的方程可用同样的方法求得,这里就不赘述了1 
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Solution of the Two Dimensional Scattering Problem

in Piezoelectric/ Piezomagnetic Media

by Polarization Method
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( 1. Department of Applied Mechanics & Engineering, Sun Yat- Sen University,

Guangzhou 510275, P. R. China;

2. School of Physics and Engineering, Sun Yat- Sen University ,
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Abstract: Using the polarization method, the scattering problem for a two dimensional inclusion embedded in

infinite piezoelectric/ piezomagnetic matrices is investigated. To achieve the purpose, the polarization method for

two- dimensional piezoelectric/ piezomagnetic / comparison body0 was formulated for the first time. For simple

harmonic motion, the kernel of the polarization method reduces to the 2- D time- harmonic Green. s function,

which is deduced using the Radon transform. The formalism was further simplified under certain conditions ( low

frequency of the incident wave and small diameter of the inclusion) , where some explicit analytical expressions

were obtained. The analytical solutions for generalized piezoelectric/ piezomagnetic anisotropic composites were

given first, followed by simplified results for piezoelectric composites. Based on the latter results, two numerical

results were provided for an elliptical cylindrical inclusion in a PZT- 5H- matrices, illustrating the effect of

different factors ( including size effect, shape effect, effect of the material properties, and piezoelectric effect)

on the scattering cross- section.

Key words: scattering; piezoelectric/ piezomagnetic material; polarization method; dynamic Green. s function;

two- dimensional problem; radon transform; anisotropic material
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